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ZADANIA 7.5

1. Sprawdzié, ze (7.5.5) wynika z (7.5.4).
2. Wykazaé, ze druga kolumna tablicy (7.5.6) zawiera liczby, ktére daje ztozony

wzér Simpsona i ze R(3,3) nie jest zwigzane z tym wzorem (jest to tzw. wzdr
Milne’a).

3. Metoda Romberga obliczyé¢ R(2,2) dla f13 z~ldz.

ZADANIA KOMPUTEROWE 7.5

K1. Napisa¢ procedure realizujaca metode Romberga dla danej funkcji f i prze-
dziatu [a, b]. Parametrem procedury powinna byé tez liczba wierszy tablicy
(7.5.6), ktére maja byé obliczone. Sprawdzié procedure dla calek:

(a) fol z"lsinzdz, (b) f_ll(cos:c —e®)/sinzdz, (c) [z e " dx.
Funkcje podcatkowa nalezy obliczaé tak, aby unikngé utraty dokladnodci
przy odejmowaniu bliskich liczb. W razie potrzeby trzeba skorzystaé z relacji
f(zo) = limz_,,, f(x). W przypadku (c) przez odpowiednie przeksztalcenie
zmiennej, np. £ = 1/t, otrzymaé przedzial skoniczony catkowania. Obliczyé
siedem wierszy tablicy (7.5.6).

7.6. Metody adaptacyjne catkowania

Istota metod adaptacyjnych catkowania jest to, ze wlasnosci funkcji podcal-
kowej w roznych czedciach przedziatu sa automatycznie uwzgledniane w ob-
liczeniach; podobne metody aproksymacji naszkicowano w podrozdz. 6.14.
Stosujac taka metode do obliczania catki

/abf(.’E)dilT

uzytkownik podaje — w idealnym przypadku — tylko funkcje f, przedziat
catkowania [a, b] i dopuszczalny blad e szukanej wartosci. Natomiast sama,
metoda dzieli ten przedzial na takie fragmenty, aby stosowanie w nich jakiejs
klasycznej metody dalo w sumie dostatecznie dokladny wynik.

Opiszemy teraz dokladniej typowa metode adaptacyjna. Zalozymy, ze
f € C*[a,b], dzigki czemu mozna stosowaé wzér Simpsona (7.2.6) z bledem
(7.2.7):

[ @ de = S(w,v) - oo w9, (7.6.1)
gdzie
S(u,v) = % [f(u) +af (“"2“’) + f(v)} £ (uv).
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Jesli w pewnym przedziale [u, v] wzér Simpsona nie jest dostatecznie doklad-
ny, to przedzial dzielimy na polowy i tenze wzdr stosujemy w kazdej z nich.
W razie potrzeby to postepowanie iterujemy az do osiggniecia odpowiedniej
globalnej doktadnoéci. Ostatecznie wigc dochodzimy do réwnosci

n

/ f(z dx—Z/xl 1 ZS(wi_l,xi)+§ei,

=1
gdzie e; jest bledem przyblizenia S(x;_1, ;) calki w odpowiednim podprze-
dziale. Jedli

Ly — Ti—1

e (7.6.2)

leil <e

to globalny blad mozna oszacowaé tak:

n n n
‘Zei < Z|€i] < b o Z —T1) = €.
i=1 i=1

=1

Jesli w pewnym przedziale [u, v] wzér (7.6.1) jest za malto dokladny, to
- jak juz zapowiedziano — przedzial dzielimy na polowy za pomocg punktu
w = (u+v)/2 i w kazdej z nich stosujemy ten sam wzor:

/u " f(z)de = / o) de + / & (7.6.3)

= S(u,w) + 8(w,0) — oo — W FO(E) ~ s (0~ w)* 1 (@) =
= S(u,w) +S(w,0) — gm0~ W FOE),

gdzie ¢ € (u,v). Ostatnia réwnoéé jest prawdziwa dzieki zatozonej cigglo-
éci pochodnej f@. W metodzie adaptacyjnej przyjmujemy, ze zmienia si¢
ona na tyle wolno, iz mozna ja uznaé za stala w dostatecznie malych prze-
dzialach. To pozwala wyeliminowaé skladniki z tg pochodng wystepujace
w (7.6.1) i (7.6.3). W tym celu mnozymy druga réwnoéé przez 16 i odejmu-
jemy stronami pierwsza:

L 1S(u, w)+S(w, v)— S(u,v)] (7.6.4)

/f S(u, w)+S(w,v)+ 15[

(takie postgpowanie znamy juz z ekstrapolacji Richardsona).

Mamy teraz trzy przyblizenia tej catki: zapewne najgorsze S(u, v), lep-
sze S(u,w) + S(w,v) i najlepsze, czyli cala prawa strong réwnosci (7.6.4).
Jej ostatni skladnik jest z grubsza bledem przyblizenia S(u,w) + S(w,v),
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ale stosujemy go jako (na ogdl przesadnie pesymistyczne) oszacowanie ble-
du catej prawej strony. Dlatego, zgodnie z (7.6.2), uznajemy, ze to najlepsze
przyblizenie jest dostatecznie dokladne, jesli

|S(u, w) + S(w,v) — S(u,v)| < 15(v —u)/(b— a). (7.6.5)

Znamy juz pomysl zastosowany w metodzie adaptacyjnej. Obliczenia
zaczynajg si¢ od przedziatu [a, b]. Dla niego (i dla wszystkich podprzedzia-
Iéw rozwazanych dalej) zapamietujemy w tzw. stosie, na poczatku pustym,
nastepujacy wektor o szesciu skladowych:

v:= (a,h, f(a), f(a + h), f(a+ 2h),S(a,b)), gdzie h:=(b—a).
(7.6.6)

Przyblizona warto$é S(a,b) calki wyraza sie przez skladowe od trzeciej do
pigtej tego wektora. Nastepnie obliczamy ¢ := a + h, S(a,c) i S(c,b). Aby
ocenié¢, czy mozna juz zakonczyé obliczenia, sprawdzamy nier6wnosé (7.6.5)
z a,b, c zamiast u, v, w. Jeli jest ona spelniona, to sume podobng do prawej
strony (7.6.4) uznajemy za dostatecznie dobre przyblizenie wartosci calki
i konczymy obliczenia. W przeciwnym razie wektor (7.6.6) usuwamy ze sto-
su, a dolaczamy donr dwa nowe wektory:

(a,h/2, f(a), f(y), f(c),S(a,c)), gdzie y:=a+h/2,
(c,h/2, f(c), f(2), f(b),S(c,b)), gdzie z:=c+h/2.

Zauwazmy, ze wymaga to obliczenia tylko dwéch nowych wartosci funkeji,
w punktach y i z.

W dalszym ciagu postepujemy podobnie, wystarczy zatem dodaé tylko
kilka informacji:

e W kazdym momencie obliczen stos zawiera dane tylko o tych pod-
przedzialach, w ktérych jeszcze nie znaleziono dostatecznie dobrych
przyblizen calki.

e Dopdki stos nie jest pusty, algorytm bada przyblizenia catki w prze-
dziale opisanym za pomocg ostatniego wektora.

e Uzytkownik ustala maksymalna liczbe n wektoréw na stosie; jej prze-
kroczenie $wiadczy o niemoznosci obliczenia calki z wymagang doktad-
noscig.

e W algorytmie wystepuje zmienna G, ktérej poczatkowa wartoécia jest 0
i do ktérej dodajemy kazde nowe, dostatecznie dobre przyblizenie catki

w badanym podprzedziale. W razie pomys$lnego zakoficzenia obliczen
warto$¢ tej zmiennej jest szukanym przyblizeniem dla catki [ ; f(z)dz.
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Nizej podano algorytm zgodny z juz podanymi informacjami. Przyjeto
w nim, ze stos zawiera wektory v(M) v® . sktadowymi wektora v(¥) S8
liczby Uik), . ,vék).
input a,b,e,n
d—b—-0a;6—0h—d/2;c—(a+Db)/2; k1
A — f(a); B« f(b); C — f(c)
S — h(A+4C + B)/3
v« (a,h, A,C, B, S)
while 1 <k <n
h— o) /2
Y — £l + h)
5" — h(w$ + 4y +v{F)/3
Z — f(¥ + 3h)
8" — h(w{F + 42 + )3
§— 8 +8" — o
if |6| < 60eh/d then
G—6+5+S5"+6/15

k—k-1
if k = 0 then output S; exit

else
if k£ = n then output niepowodzenie; exit
V e vék)
vk (,UYV)’ h, vék)’ Y, Uz(lk)v S/)
k—k+1
o® — F Y L op b ol Z v, 5

end if

end while

W tej wersji algorytmu stos wystepuje w jawnej postaci. W programie
opartym na takiej wersji skladowej vj(-k) odpowiada element dwuwymiaro-
wej tablicy. W pewnych jezykach programowania jest istotne, zeby j byto
pierwszym wskaznikiem, bo wtedy skiadowe ustalonego wektora sa pamie-
tane w sasiednich komérkach pamieci. Nie musimy jednak w ogdle korzystaé
z tej wersji, bo metoda adaptacyjna jest w istocie rekursywna, a w wigk-
szosci jezykéw programowania procedura moze wywolywaé nig samag. Tu
zaczynamy od przyblizenia catki w calym przedziale [a,b]. Jedli to nie za-
pewnia zadowalajacej dokladnoéci, wywotujemy dwukrotnie te sama proce-
dure, odpowiednio dla lewej i prawej polowy tego przedziatu. Idea metody
adaptacyjnej staje si¢ wtedy bardziej widoczna.
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ZADANIA 7.6

1. Kryterium (7.6.2) dotyczy lokalnego bledu bezwglednego. Zaprojektowaé takie
kryterium, ktére pozwoliloby uzyskaé zadowalajaco maly blad wzgledny:

/abf(z)dx—gs(l'i—l,xi) /abf(m)dm’,

2. Niech metoda adaptacyjna opiera sie na wzorze trapezdw:

<e€

[ $@)de = T - -0 £1©, T = 30— wife) + S0

Znalez¢ dla tego przypadku odpowiednik wzoru (7.6.4).

3. Czy zlozony wzér trapezéw moze byé podstaws metody adaptacyjnej calko-
wania?

ZADANIA KOMPUTEROWE 7.6

K1. Zaprogramowaé podany w tekécie algorytm metody adaptacyjnej i sprawdzié
go dla calek

(@) [y z/2dz, (b) fi(1—2)V2dz, (c) fy(1 - x)"/*da.
K2. Zaprogramowaé¢ metode adaptacyjna jako procedure rekursywna.

7.7. Teoria Sarda aproksymacji funkcjonatéw

Funkcjonal liniowy w przestrzeni liniowej jest jej liniowym odwzorowaniem
na przestrzen skalaréw, ktéra w tej ksiazce jest zwykle R. Waznym przykta-
dem funkcjonalu liniowego w przestrzeni C|a, b] jest calka z funkcji f:

o):= | "f@)ds (f € Cla,b). | (77.1)

W praktyce numerycznej jedyne funkcjonaty, ktére mozna bezposrednio ob-
liczaé, odwzorowuja funkcje f na kombinacje liniowg jej wartosci w ustalo-
nych punktach:

n
V=Y cf;, gdde &(f):=f(a).
i=0
Inne funkcjonaty, np. (7.7.1), trzeba przyblizaé za pomocg funkcjonatéw po-
dobnych do . To wlasnie sig¢ robi w metodach rézniczkowania i catkowania,
numerycznego.
Spdjna teorie aproksymacji funkcjonatéw opracowal Arthur Sard w la-
tach 1940-1970. Jego teoria obejmuje w ciekawy sposéb naturalne funkcje
sklejane.
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Funkcjonaly, jakie bedziemy aproksymowadé, sg okredlone na przestrze-
ni CV[a,b] i maja postaé

N

o)=Y [ a1 m+2% (2] (7.7

=0

Funkcje o; sa z zalozenia przedzialami ciagle w przedziale [a, b], | jest do-

wolng liczbg catkowita nieujemna, a punkty z;; naleza do tegoz przedziatu.
Moéwimy, ze funkcjonal ¢ anihiluje przestrzen W, jesli p(f) = 0 dla

kazdego f € W. Jgdrem Peana funkcjonatu (7.7.2) jest kazda z funkcji

Kn(®) = ul(a — )7,

gdzie m > N; wskaznik z oznacza, ze funkcjonal dziala na funkcje zmien-
nej z, a

o

0 (x < t).
Przyktap 7.7.1. Funkcjonal ¢ taki, ze
olf) = [ (cosa)f'(z) da,

wynika z (7.7.2) dla N = 1, ap(z) := 0, a;(z) := cosz i [ = 0. Jakie jest
w tym przypadku jadro Peana K;7

Rozwigzanie. Poniewaz

d m
- @=tf=m@ -7 (m>1),
wiec
Ki(t) = p((z — )} / (cosw —t)l dz =

—/ (cosz)(z —t)% dm—/ coszdr = —sint. [ ]
t

Ponizsze twierdzenie udowodniono w 1905 r.

TwierDZENIE 7.7.2. Jesli funkcjonal okreslony w (7.7.2) anihiluje I1,,,, to
dla kazdej funkcji f € C™ 1 a,b] , gdzie m > N, zachodzi réwnosé

o) = [ Kn(®7D(t) e
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Dowéd. Z twierdzenia 1.1.7 wynika, ze
UL |
f@)=3 5 fPa)e—a) +r(),
k=0
gdzie

1

r(z) = % /: FrD () (z — t)y™dt = o /ab FrD (@) (@ — )7 dt.

Poniewaz ¢ anihiluje I,,,, wiec ¢(f) = ¢(r). Dla funkcjonatéw ¢ okreslonych
wzorem (7.7.2) mozna zastosowaé pewne twierdzenia analizy matematycz-
nej, ktére pozwalaja wprowadzi¢ funkcjonat ¢ pod znak calki (tj. w szcze-
gblnosci przestawié kolejnosé catkowania):

1 b b

o) = — [ fm D Ople -0t = [ K@)
. a a

PrzvktaD 7.7.3. Dla funkcjonatu

1
o) = [ a7V (@)do
0
(Sard [1963, s. 31]) znaleZé jego przyblizenie

P(f) = c1f(0) + c2f (1)

doktadne w II; i jego btad dla innych f.

Rozwigzanie. Warunek nalozony na 1 oznacza, ze réznica ¢ — ¢ anihi-
luje II;. Stosujac metode nieoznaczonych wspélczynnikéw (podrozdz. 7.2),
przyjmujemy, ze f(z) := 11 f(z) := «, co odpowiednio daje réwnania

1
0=p(H) -9 = [ e P dr—(@te)=2-a-a
Y 2
0=p(f)-v() = [ edr—er=F e
Stad ¢; = %, co = % Jadro Peana K dla ¢ — 9 jest réwne

(e —b)a 0} = [ (o~ oo = 50 = 8)y = (1= 1)y =

1
- /t (z — )z 2 dx — §(1 )= %t(tl/z _ ).
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Dlatego, na mocy tw. 7.7.2 zastosowanego do funkcjonatu ¢ — 1,

/ V() do - Ef(o) + %f(l)} B g /01 8¢V — 1) "(¢) .

0

Otrzymali$my dokladne wyrazenie bledu aproksymacji wartosci ¢( f ) za po-
mocg Y(f), poprawne, gdy f € C?[0,1]. Poniewaz jadro jest niedodatnie
w [0,1], wiec tw. 1.2.1 daje réwnosé

1 1
3 [ e -nrma =3 [0t - na=-Zre. w

Réznica ¢ — ¢ dwéch funkcjonaléw identycznych na II,, anihiluje te
przestrzef. Jedli K, jest jadrem Peana tej réznicy, to z nieréwnosci Cau-
chy’ego-Schwarza wynika, ze

lo(F) = ()] < [ Kmllz [| £+,

gdzie ||gl2 := ( f: g%(z) dz) Y2 Jegli anihilacja przestrzeni II,, nie okredla
jednoznacznie parametréw funkcjonatu 9, to mozna je dobraé tak, aby nor-
ma || Kpll2 byta minimalna. Wtedy funkcjonat ¢ najlepiej aproksymuje ¢
w sensie Sarda. Schoenberg udowodnil, ze te najlepsze przyblizenia moz-
na otrzyma¢ w dos¢ prosty sposéb opisany w ponizszym twierdzeniu. Uzy-
wamy w nim symbolu ¢ o L dla zlozenia funkcjonatu ¢ z operatorem L:

(w0 L)(f) = @(Lf).

TWIERDZENIE 7.7.4 (SCHOENBERG). Niech ¢ bedzie funkcjonalem liniowym
postaci (7.7.2). Jesli wezly t; sq takie, ze a =tg < t; < ... < tp_1 <
tn = b, gdzie n > N, to w zbiorze wszystkich funkcjonatéw Yo it
identycznych z ¢ na ILy, najlepszym przyblizeniem dla ¢ w sensie Sar-
da jest funkcjonal @o L, gdzie L jest operatorem liniowym, ktéry prze-
ksztalca dang funkcje na interpolujgcq jo w wezlach naturalng funkcje
sklejang stopnia 2m + 1.

Dowéd. Niech K, bedzie jadrem Peana funkcjonatu ¢ — 1 anihilujg-
cego II,. Poniewaz wielomiany tej klasy sa zarazem naturalnymi funkcjami
sklejanymi stopnia 2m + 1, wigc Lp = p dla p € II,,. Dlatego funkcjonal
¢ — ¢ o L takze anihiluje II,,. Niech K,, bedzie jego jadrem Peana. Mamy
udowodnié, ze

b b
/ (Bo(8)]? dt < / (Ko (£)]2 . (7.7.3)
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_ Jadrem Peana funkcjonatu 6 := 9o L — 1 = (¢ —9) — (p —po L) jest
K, = K, — Kyy,. Oczywidcie

Eon(t) = — al(z ~ 1)) (7.7.4)

Jesli {0, 51,...,8n} jest taka bazg rozwazanych tu naturalnych funkcji skle-
janych, ze s;(t;) = 65, to

Stad wynika, ze

n n n

0(f) = o(Lf) = (f) =Y Fltp(s) = Y eaf (ts) = D> 7 f(t:)

i=0 i=0 i=0
1 ze wartodci jadra K, wyrazaja si¢ wzorem

Fonlt) = = Y lti — o). (175)
=0

Niech g bedzie taks funkcja, ze ¢(™*V) = K,,,. Wtedy g(2m+1) = K’,slm);
jest to funkcja przedzialami stala, czyli sklejana stopnia 0. Wobec tego g jest
funkcjg sklejana stopnia 2m+ 1, z weztami ¢;. Sprawdzimy, ze jest to funkcja
naturalna. W tym celu zauwazmy najpierw, ze wobec (7.7.5) jest K (t) =0
dla t > b, a zatem g(m+1)(t) = 0 dla tychze ¢. Jesli natomiast ¢t < a < z, to
na mocy (7.7.4)

Enlt) = ul(z — )]

Poniewaz 6 anihiluje I, wiec Kpn(t) = g™tV (¢) = 0 dla t < a. Wiadomo
juz, ze g jest naturalna funkcjg sklejang. Dlatego Lg = g i

b . b
| En®Rn(®)dt = | Eal0g™ D0 dt = (p - ¢ 0 L)(g) = .

Stad juz wynika (7.7.3), bo

b b - b _ b _ b _
/Kfndtz/(Km+Km)2dt=/ Kfndt+/ Kfndt>/ R2 dt.
a a a a a
n
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Przyktap 7.7.5. Niech bedzie

o) = [ f@ds W) = ol (1) + af(O) +af(1),

W klasie funkcjonaléw 1 identycznych z ¢ na II; znalezé najlepsze przybli-
zenie dla ¢ w sensie Sarda.

Rozwigzanie. Mozna sprawdzié, ze w tym przypadku operator L dajacy
naturalng funkcje sklejana stopnia trzeciego jest taki, ze

(Lf)(z) = ap + a1z + bo(z + 1)3 + b1 (z)3 + ba(z — 1)3,

gdzie
a0 = 5[~f(-1) +6£(0) ~ F(V),
a1 = 7[-55(=1) + 6£(0) - F(),
b = bp = —5b1 = 5[/(~1) = 20(0) + /(1)

Dlatego najlepszy funkcjonal i jest taki, ze

1
W) =eLf) = [ (Lf))de =
= 2a0 +4bo + ibl = %[3f(—1) +10£(0) + 3£(1)]. ]
ZADANIA 7.7

1. Niech z i h > 0 beda ustalone. Stosujac tw. 7.7.2 do funkcjonalu

o(f) = f(z +h) = f(z) — 3h[3f (z) = f'(z - h)],

udowodnié, ze p(f) = Sh3f"” (), gdzie € € (x — h,z + h).
2. Za pomocg tw. 7.7.2 sprawdzié wzér Simpsona z bledem:

/OQf(w)dw=

3. Stosujgc tw. 7.7.4, udowodnié, ze

[7(0) +4£1) + F(2)] = 55 FD(E).

Lol

@+ 350 - L - $160)| < NENTI

4. W przykladzie 7.7.5 znalezé najmniejsze ¢ takie, ze |o(f) — ()| < || F”{2.
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5. Dla ustalonego x € (—1,1) znalezé warunki konieczne i dostateczne na to,
zeby wzér przyblizony f'(x) = co f(—1)+c1f(0)+caf(1) byl dokladny dla f €
I1;. Znalezé najlepszy taki wzér w sensie Sarda. Obliczyé minimalng wartosé

g2
[ Ki(t)dt.

6. Dla danych wezldw t; i wartodci A; (0 < ¢ < n) znaleZé te funkcje f spelnia-
jaca warunki interpolacyjne f(t;} = A; i majaca druga pochodna przedzialami
ciagla, dla ktérej catka |, tto" [f"(t))? dt jest najmniejsza.



