
Zadanie (z kolokwium z 26.11.2011)

Które ze zda« jest zaprzeczeniem zdania "Je±li my±l¦, to jestem"?

(a) "My±l¦ i mnie nie ma",

(b) "Nie my±l¦ i nie ma mnie",

(c) "Je±li nie my±l¦, to nie ma mnie".

Przykªadowe rozwi¡zanie

Aby poprawnie odpowiedzie¢ na pytanie, przedstawiamy zdanie z pytania jako zdanie logiczne.

Oznaczmy jako p zdanie: "My±l¦", jako q - zdanie "Jestem". Wtedy polecenie polega na znale-

zieniu zaprzeczenia zdania p ⇒ q. Jest ono postaci p ∧ ¬q, gdy» zdanie ¬(p ⇒ q) ⇐⇒ (p ∧ ¬q)
jest tautologi¡ (pokazali±my to w innym zadaniu). Szukane zdanie w postaci p∧¬q to zdanie (a)

"My±l¦ i mnie nie ma".

Zadanie

Udowodnij, »e dla a > −1 i ka»dego n naturalnego zachodzi nierówno±¢:

(1 + a)n ≥ 1 + na, (1)

zwana nierówno±ci¡ Bernoulliego.

Przykªadowe rozwi¡zanie

Ustalmy liczb¦ a > −1.

1. Sprawdzamy, czy wzór (1) zachodzi dla n = 1. Jest on wtedy prawdziwy, bo lewa strona

równa si¦ prawej (jest równa 1 + a).

2. Formuªujemy hipotez¦ i tez¦ indukcyjn¡. Zakªadamy, »e nierówno±¢ Bernoulliego jest praw-

dziwa dla liczby naturalnej n, tj. mamy:

(1 + a)n ≥ 1 + na. (2)

Przy tym zaªo»eniu chcemy udowodni¢ sªuszno±¢ tej nierówno±ci dla nast¦pnej liczby na-

turalnej n+ 1, tj. chcemy sprawdzi¢, czy:

(1 + a)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)a. (3)

Zauwa»my, »e u»ywaj¡c zaªo»enia indukcyjnego mo»emy w nast¦puj¡cy sposób przeksztaª-

ci¢ lew¡ stron¦ nierówno±ci (3):

(1 + a)n+1 = (1 + a)n · (1 + a) ≥ (1 + na)(1 + a) = 1 + (n+ 1)a+ na2. (4)

Oczywi±cie

1 + (n+ 1)a+ na2 ≥ 1 + (n+ 1)a, (5)

bo na2 ≥ 0. Z (4),(5) wynika, »e (1 + a)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)a, czyli, »e dana nierówno±¢ jest

prawdziwa dla n+ 1.

Na mocy zasady indukcji matematycznej i z dowolno±ci a > −1 nierówno±¢ Bernoulliego jest

prawdziwa dla ka»dej liczby naturalnej n.

Zadanie

Sprawd¹, czy relacja ρ ⊂ X× X jest relacj¡ równowa»no±ci, je±li:



(a) xρy ⇐⇒ x+ y = 1, X = R,

(b) xρy ⇐⇒ x− y ∈ N ∪ {0}, X = R,

(c) xρy ⇐⇒ x− y ∈ Z, X = R,

Przykªadowe rozwi¡zanie

(a) ρ nie jest relacj¡ równowa»no±ci, bo nie jest relacj¡ zwrotn¡ (np. ¬ (1ρ1)).

(b) ρ nie jest relacj¡ równowa»no±ci, bo nie jest symetryczna (np. dla (x, y) = (4, 2) mamy

x− y = 2 ∈ N ∪ {0}, ale y − x = −2 /∈ N ∪ {0}.

(c) ρ jest relacj¡ równowa»no±ci, poniewa»:

• jest zwrotna, bo ∀x ∈ Rx− x = 0 ∈ Z;
• jest symetryczna, bo ∀x ∈ R takich, »e x− y ∈ Z mamy: y − x = −(x− y) ∈ Z;
• jest przechodnia, bo ∀x, y, z ∈ R takich, »e x − y ∈ Z, y − z ∈ Z liczba x − z =

(x− y) + (y − z) ∈ Z jako suma dwóch liczb caªkowitych.


