1 LINIOWE ROWNANIE JEDNORODNE

Na podstawie

e J. Ombach, Wyktady z réwnan rézniczkowych, Wydawnictwo UJ, Kra-
kow 1999

e A. Palczewski, Réwnania rozniczkowe zwyczajne, WN-T, Warszawa
1999

GSy — rozwiazanie ogélne, czyli zbior wszystkich funkcji R — R"™ spelnia-
jacych (autonomiczne) liniowe réwnanie jednorodne

i = Az, (JLRR)

A€ L(R"), neN.

Mamy wiec
GSH:{u: u(t) = e ¢, teR, SER”}
Przyktlad 1.
A 0 .0 e 0 ... 0
A= 0 A 0 L A O et2 0
0 0 An O 0 elhn
Wtedy
Uy
GSH:{u: TLQ Cow(t) =g, € ER, j:1,2,...,n}
ey



Przyklad 2.

A 0 ... 0 etAr .. 0
tA
_ 0 t/42 0 et'A_ 0 e ... 0
0 0 ... A 0 0 .. et

gdzie n =ny +ny + ... + n,y,. Zatem dla uktadu

:ti:al(»f})xj, Ak:[agfj), k=1,....m,
k
ige{ne-D+1. o) w0 =0 k) =,
=1
mamy
Uy
Ug
GSH:{u: _ : ui(t):<et“4k) ¢, teRh,
. 1,7
U,
&
. &2
k=1,....m, ije{nk—1+1,, ..., 0k}, &=| .
&n
Przyktad 3. Niech a,b € R.
[a 0 ... 00] Ja O 00] [0OO0O...00]
b a ... 00 0 a ... 00 b 0 ...00
A=|0Db ...00|=]00 ...00|4L|0Db ... 00
(00 ...ba] |00 ..0a] [00..0b0

Oznaczamy A = A, + By. Mamy A, B, = By A, (gdyz A, = al), a wiec

et(‘Aﬂ+Bb) — et('Aa)et(Bb) .

Oczywiscie
ta 0 O
0 el@ 0
P .
0 0 ete



oraz

0 0 0 0

0 0 0 0

N 0 0
(By)" =10 0 0
00 ... 00

i dalej: przesuniecie niezerowej linii o jedno miejsce w dét i podnoszenie do
kolejnych poteg, w szczegdlnosci

0 0 00
0 0 00
oo 00
B)"" =10 0 00
0 .0 0

czyli same zera oprécz dolnego lewego rogu. Nastepnie B = 0, V k > n.
Zatem

(1 0 0 ... 0 07
L 1 0 ...0 0
212
67531; — t;; % 1 O 0
.tnflbnfl . ' tb
By ceoq 1
Stad
[ el 0 0O ... 0 0
thta e 0 ... 0 0
et(““ﬁgb) — tAaptBy %em theta gt .0 0
'nfl n—1 a ' ' a ’ a
L t(n—bn! ¢’ %et e’ |
Stad dla uktadu
jfl = axr
i’g = bl’l + arsy
.’i73 = b.’ﬂg + axs
£, = bxr,_1+azx,



mamy

Uy
GSy = — 2 . — ota _ bt ta ta
H (% . . ul(t) € 517 Ug(t) 1]6 €1+6 527"' )
Up
&
.- ¢
un(t) = ((%11)?et“§1 +...+ %6’5“&@—1 +eleg,, €= :2
&n
Przyktad 4.
la B a0 0o 5|
A—[_ﬁ a]_[o a]+[_ﬁ 0]_.Aa+56.
Mamy A,Bs = BsA, . Wystarczy znalezé e . Mamy Bz = 8B, , gdzie
0 1
o[
przy czym

(B.)? = -1, (B.)? = —B., (B)* =1, (Bg)" = B"(B.)".

Stad
eth — l dll d12 ]

d21 d22
gdzie
dn:dggzl—(t/gif‘i‘(tfi,)‘l‘i‘...:COS(tﬂ>
_ — @B L (B)° —
dlz——dgl—tﬁ—T‘i‘T—i—...—Sln(tﬁ).

Zatem e'®% jest macierza obrotu o kat t3 ,zgodnie z ruchem wskazo-
wek zegara”. Czyli e opisuje obrét o kat t3 zlozony z jednoktadnoscia o
stosunku e'®.

Rozwazmy uktad
Ltl = oxr1+ 61‘2
1’2 = —6ZE1 + axs

Rozwiazanie wyraza si¢

{ < 2y > uy(t) = e'( cos(tB)&1 + sin(tﬁ)@)
GSH =qu= . )
ug(t) = et — sin(t5)& + Cos(t6)§2>

§ = (&1, &) ERZ}-



Cwiczenie 5.

A O 0 0
I, A .0 0
00 ... I A
gdzie A:[Ciﬁ g] oraz 1[2:[(1) ?]
dla n = 2k, k € N. Podobnie, jak poprzednio mamy
[ eth 0 0 ... 0 0
Leth e 0 .0 0
oA — ge“\ Leth e 0 0
L (li:l)!em ooqett et ]

2 ELEMENTY TEORII JORDANA

Marie Ennemond Camille Jordan (1838 — 1922)

Na podstawie

e M. Hirsch, and S. Smale, Ordinary Differential Equations and Linear
Algebra, Academic Press, New York 1974.

Rozwazmy A € E((C”). Niech o0(.A) bedzie widmem (spectrum) A
tzn.

a(A)z{Aeclz JreC, x40, A:c:)\x}.

x # 0 spelniajace rownanie Ar = Az nazywa sic wektorem wlasnym
(eigenvector) odpowiadajacym wartosci wlasnej (eigenvalue) A.
Pokazuje sie, ze

Neo(A) & det (AT —A) =0 (1)
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(characteristic polynomial).
Jezeli wszystkie pierwiastki (1) sa rozne
NEM (Vik=1,...n),j#k,

to odpowiadajace im wektory wlasne z', ... 2" tworzg baze w C".
Macierz odwzorowania A w tej bazie ma postaé

MO0
0 X ... 0
j: . . .
0 0 ... A

n
Wowczas C" = @ Ej < suma prosta podprzestrzeni jednowymiarowych
j=1

generowanych przez a7 : tzn. kazdy x € C" ma reprezentacje
r=3"+---+i", i€k, jzl,...,n).
Rzuty kanoniczne okreslone sa przez
P, . C"—E;, ij::%j, j=1,...,n.
E; sa niezmiennicze wzgledem A:

A(E;) C E;

a obciecie A|  ma dokladnie jedna wartos¢ wlasna A;.
E

Niech P dezié macierza, ktorej kolumny sa wektorami wlasnymi
1 ,.2 n

R N
P = [xl,:BQ, - ,a:"] .
Z Az? = X\a? (j=1,...,n) mamy AP = PJ, czyli
A=PJp!
(odwracalnosé P wynika z faktu, ze jej kolumny tworza baze).

W sytuacji ogolnej, gdy A moze mie¢ wielokrotne wartosci wlasne jest po-
dobnie. Niech n; (j =1,..., k) oznacza algebraiczna krotnosé¢ pierwiastka \;
wielomianu charakterystycznego

det (A1 = A) = (A= )" (A= A)™
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n=ny+...+ng k<n.
Z tw. Jordana istnieje doktadnie jedna (,z doktadno$cig do permutacji”)

baza z!, ..., 2™ przestrzeni C*, w ktoérej A ma macierz J postaci
J 0 ... 0
0 J ... 0
J = S :
0o 0 ... J,

k <r < n; Jjsa liczbami, lub macierzami postaci postaci

A0 ... 00
1 ... 00
Jj:01...00
00 ... 1T A

oraz
A€eo(A) & Alezy na przekatnej J

J nazywa si¢ (zespolona) macierza Jordana (Jordan matrix) odwzorowania
A.
J; — klatka Jordana (pierwszego rodzaju) (Jordan’s block)

Kazdej klatce J; odpowiada dokladnie jedna warto$¢ wtasna. Moze si¢ jednak
zdarzy¢, ze ta sama wartos¢ wtasna wystepuje w kilku klatkach.

Kazdej klatce Jordana J; odpowiada podprzestrzen wektorowa E; genero-
wana przez wektory wybrane z bazy x!,...,2" odpowiadajace tej klatce.

Wtedy przestrzen C" jest sumg prostg C" = @ E;. Podprzestrzenie sg nie-
j=1

zmiennicze. Obciecie A
Klatki J;.

Biorac macierz P = {a:l, e ,x”}, ktorej kolumnami sg wektory bazy, istnie-
jacej z tw. Jordana, otrzymamy

ma doktadnie jedng warto$é¢ wtasna \ z przekatne;j
Ej

A=PJIP".

Biorac pod uwage przyktady 1-3 otrzymujemy



TWIERDZENIE 1. Niech A € £(C”) oraz \i,...,\r (k < n) bedg roznymi
wartosciami wtasnymi A o algebraicznej krotnosci odpowiednio ny,...,ng. Dla
kazdego j =1,...,k istnieje doktadnie n; liniowo niezaleznych rozwigzan

= Az (JLRR)

w C", postaci
2 (t) = e (), teR,
1 < I < ny, gdzie w'=1(t) jest wielomianem wzgledem t, ze wspdtczynmni-
kami w C™ stopnia < 1. Zbior tych rozwigzan tworzy fundamentalny zbior
rozwigzan (JLRR).
Jezeli A jest diagonalizowalna, to (JLRR) ma fundamentalny zbior rozwigzan
postaci
{e’\jtyj’l c 1< ny, 1<j<k:},

gdzie 97! € C" sg liniowo niezaleznymi wektorami.

Uwaga. Jezeli A jest diagonalizowalny, to macierz reprezentujaca A w pew-
nej bazie ma postaé

A:dlag )\1,...,)\1,/\2,...,)\2,... ,)\k,...,)\k

ny X ng X Nng X

W tej bazie rownanie (JLRR) przyjmuje postac

T = )\15517

Tp =  MpTk,

gdzie S\l =N dlan +...4+n;_; <l <np+...+n;. O tym moéwi ostatnia
czes¢ twierdzenia.

Przykltad 6. Niech A bedzie macierza 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych. Za-
t6zmy, Zze macierz A ma zespolong warto$¢ wlasna A = a + i3, gdzie 8 > 0.
Wowcezas A = a — i jest wartoscia wtasnag A i nie ma innych wartosci wla-
snych.



Niech o € C? bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym . Niech z =
! +ix?, gdzie 2t, 2?2 € R%. Z Az = Az, przez poréwnanie czeéci rzeczywistych
i urojonych otrzymujemy:

Azt = ax! — B2?, Az? = gz + ax®. (2)

x jest wektorem wlasnym, wiec x # 0.
Pokazemy, ze ' # 01 2% #0
gdyby 2! = 0, to z 1 réwnosci w (2) wynikaloby Bz? = 0, wiec 22 = 0,
sprzeczno$é; podobnie 22 nie moze byé = 0.
Pokazemy, ze x', 2% tworza baze w R?. Rzeczywiscie, 2!, 22 sg liniowo nieza-
lezne:

zalozmy, ze istnieje r € R, t.z. 22

= rz!. Rownosé 1 w (2) daje
Az = (a - 57“)$1 :

Poniewaz z' # 0, wiec A mialby wartoéé¢ wlasng o — Br, co jest niemozliwe.

W bazie 2!, r? odwzorowanie A ma macierz (por. (2))

_|a B
=% 2]

Sytuacja ogoélna: niech A € L(R™). Podobnie jak w przykladzie dowodzi
sie, ze istnieje baza x', 22, ..., 2" przestrzeni R", w ktorej A ma macierz

Ji 0 0

0 J 0

J = :
0 0 J,

kE<r<mn,J; majedng z 4 postaci

Ji=X, AeR, (3)
A0 0 0]
1A 0 0
Ji=101 00, XeR, (4)
100 1A




«
Jj—Ja,ﬁ_[_ﬁ §]7 Oé,ﬁER, B%O (5)
[ Jousg O ... 0 0 ]
I, Jap ... 0 0 Lo
s-|o B o0 | ]12:{0 1]. (6)
| 0 0 o o Jag |

A € o(A) = X lezy na przekatnej macierzy J, lub A = a+if i J, g lezy
na przekatnej macierzy 7.

Macierz J nazywa sie rzeczywista macierzg Jordana odwzorowania A, a ma-
cierze J; — klatkami Jordana.

Kazdej klatce Jordana odpowiada doktadnie jedna (,, z doktadnoscig
do sprzezenia”) warto$¢ wlasna.

Jednak moze si¢ zdarzyé¢, ze ta sama wartos¢ wtasna wystepuje w kilku
klatkach.

Kazdej klatce Jordana odpowiada podprzestrzen wektorowa FE; generowana
przez wektory wybrane z bazy x!,..., 2" odpowiadajace tej klatce. Wtedy
T
R" = @ E;, E; sa niezmiennicze, a obciecie Al  ma
j=1 E,

e doktadnie jedng warto$é wtasna, réowng liczbie A, z przekatnej odpo-
wiedniej klatki J;, gdy klatka jest postaci (3), lub (4);

e doktadnie dwie wartosci wlasne a+13, a—13, z przekatnej odpowiedniej
klatki, gdy klatka jest postaci (5), lub (6).

Zatem, jezeli P = [xl, e ,x”} jest macierza, ktorej kolumnami sg wektory
bazy (istnieje z tw. Jordana), to

A=PJP'.
Rozwiazanie ogdlne ma postac:
u(t) = Pt Ple = PetIé
gdzie £ € R" (bo odwzorowanie £ — P~'¢ jest bijekcja).

Mamy zatem:
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TWIERDZENIE 2. Niech A € L(R™) i niech u bedzie rozwigzaniem
= Ax, w R"™.
Wowczas u jest liniowg kombinacjq funkcji postact
atfe®tcos(Bt), bt'e*'sin(ft), a,beR",

gdzie X = a + i przebiega wszystkie wartosci wtasne A (traktowanej jako
zespolona,),
6>0, k,l<m(\)—1,

m(A) jest algebraiczng krotnoscig wartosci wtasnej \.

TWIERDZENIE 3. (,Kryterium stabilnosci”). Jezeli A € L(X), gdzie
X =C", lub X = R", to

L : (limetA:O W E(X)) & (3?/\<0 VAGU(A)) P,

t—o0

Czyli kazde rozwiazanie u rownania (JLRR) w X spelnia

lim u(t) =0

t—o00

wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto$ci wtasne leza w ujemnej otwartej
potptaszezyznie C.

Dowdéd. Jezeli X = R", to
(etA) — et VteR
c
oraz
max{|a:|, \y[} < oz + 1y < 2max{|:£|, \y[} , dla z+idy € R" +4R".
Stad

(etA> -0 w L(C") & =0 w L(R").
C

Wystarczy zatem rozpatrzeé przypadek C".
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Pokazemy L <= P : zalozmy wiec RA < 0V A € o(A). Jezeli u jest
dowolnym rozwiazaniem & = Az, to u jest liniowa kombinacja

therte AEo(A), EeC,

Zatem u(t) — 0 dla t — oo.
L = P : Pokazemy, ze ~ L <~ P.

Zalozmy, ze R\ > 0 dla pewnej A € o(A). Wowcezas u(t) := ¢, dla € €
ker(A[—A), £ # 0 (£ — wektor wlasny odpowiadajacy A), jest rozwiazaniem

* = Az oraz
Jim lu(t)] = |¢] Jim A £

To koniczy dowod, gdyz oczywiscie:

el zbiega do 0 w L(X) przy t — co <= kazde rozwiazanie zbiega do 0 w
X przy t — oo.

Cwiczenie 7. . Kazde rozwiazanie u # 0 réwnania & = Az w X = C", lub
X = R" spehia

lim |u(t)| = oo = RA>0, Vieo(lA).

t—o00
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