
LICZBY ZESPOLONE

W tym rozdziale zajmiemy sie֒ omówieniem definicji i niektó-

rych w lasności liczb zespolonych. Zaczniemy od uwagi o charak-
terze historycznym.

W XVI w. nauczono sie֒ rozwia֒zywać równania trzeciego stop-

nia. Każde równanie postaci ax3 + bx2 + cx + d = 0 , gdzie

a 6= 0 , można zasta֒pić równaniem postaci y3 +py+q = 0 : należy

podzielić równanie przez liczbe֒ a , naste֒pnie wprowadzić zmienna֒

y = x+ b
3a

.28.1 Niech y = u+ v . Mamy wtedy

0 = y3 + py + q = =u3 + v3 + q + (p + 3uv)(u + v) .

Dobierzemy liczby u i v tak, by u3 + v3 = −q i uv = −p
3 , czyli

u3v3 = −p3

27 . Liczby u3, v3 maja֒ wie֒c być pierwiastkami równa-

nia kwadratowego t2 + qt− p3

27 = 0 , wie֒c np.

u3 = − q
2 +

√

p3

27 + q2

4 i v3 = − q
2 −

√

p3

27 + q2

4 .

Wtedy y =
3

√

− q
2

+
√

p3

27
+ q2

4
+

3

√

− q
2
−

√

p3

27
+ q2

4
.

Otrzymalísmy wzór na pierwiastek równania trzeciego stop-
nia. Pokażemy natomiast, że stosowanie tego wzoru może być
k lopotliwe. Niech p = −7 , q = −6 , rozwia֒zujemy wie֒c równanie

x3 − 7x− 6 = 0 . Mamy
p3

27 + q2

4 =
(−7

3

)3
+

(−6
2

)2
= −343

27 + 9 = −100
27 < 0 .

Teraz z tej liczby należy wycia֒gna֒ć pierwiastek kwadratowy. Ten

pierwiastek nie jest liczba֒ rzeczywista֒! Można pomyśleć, że to dla-

tego, że nasze równanie nie ma rozwia֒zań rzeczywistych. Tak jed-

nak nie jest, bo (−1)3−7 · (−1) − 6 = 0, (−2)3 − 7 · (−2) − 6 = 0

i 33 − 7 · 3 − 6 = 0 , wie֒c nasze równanie ma trzy pierwiastki

rzeczywiste! Czytelnik zechce sprawdzić, że jeśli y1, y2, y3 sa֒ pier-

wiastkami równania y3 + py + q = 0 , czyli gdy y3 + py + q =

=(y − y1)(y − y2)(y − y3) , to zachodzi równość:

28.1
Podobnie poste֒powalísmy chca֒c rozwia֒zać równanie kwadratowe, tam nowa֒

zmienna֒ by lo x+ b
2a
. Podstawienie jest skuteczne, bo y3=(x+ b

3a
)3=

=x3+ b
a
x2+ b2

3a2 x+ b3

27a3 , wie֒c ten sk ladnik zawiera dwa pierwsze cz lony le-

wej strony równania.
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− 1
108(y1 − y2)2(y2 − y3)2(y3 − y1)2 = p3

27 + q2

4 .

Wynika sta֒d, że jeśli równanie ma trzy różne pierwiastki rzeczy-

wiste, to wzoru stosować sie֒ nie da. Poszukiwania innych wzorów

nie da ly rezultatu. Zacze֒to zak ladać, że istnieje pierwiastek kwa-

dratowy z liczby −1 , którego nie by lo, ale by l wygodny w użyciu.
Wreszcie liczby zespolone, których nie by lo, zinterpretowano jako

punkty p laszczyzny i pogodzono sie֒ z nimi.28.2 Do dzís zosta la

nazwa: liczby urojone — to pierwiastki kwadratowe z ujemnych
liczb rzeczywistych. Dzís trudno sobie wyobrazić matematyke֒ bez

nich.

Definicja 28.1 (liczb zespolonych)

Liczbami zespolonymi nazywamy liczby postaci a + bi , gdzie i

oznacza jednostke֒ urojona֒, przyjmujemy, że i2 = −1 zaś a i b

sa֒ liczbami rzeczywistymi. Suma liczb zespolonych z1 = a + bi

i z2 = c + di to z1 + z2 = (a + c) + (b + d)i , ich iloczyn to

z1z2 = (ac− bd) + (ad + bc)i . Zbiór wszystkich liczb zespolonych

oznaczany jest na ca lym świecie 28.3 przez C .

Twierdzenie 28.2
Zbiór liczb zespolonych jest cia lem, tzn.

D1 Dla dowolnych liczb z1, z2, z3 ∈ C zachodzi równość

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) — dodawanie jest  la֒czne.

D2 Dla każdej liczby z ∈ C zachodzi równość z + 0 = z , gdzie
0 = 0 + 0 · i .

D3 Dla każdej liczby z ∈ C istnieje taka liczba w ∈ C , że
z + w = 0 — istnienie liczby przeciwnej.

D4 Dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi z1 + z2 = z2 + z1 —
dodawanie jest przemienne.

M1 Dla dowolnych z1, z2, z3 ∈ C zachodzi (z1 ·z2)·z3 = z1 ·(z2 ·z3)

— mnożenie jest  la֒czne.

M2 Dla każdej liczby z ∈ C zachodzi równość z ·1 = z — charak-
teryzacja jedynki, gdzie 1 = 1 + 0 · i .

M3 Dla każdej liczby z ∈ C \ {0} istnieje taka liczba w ∈ C , że

28.2
Zrobili to różni ludzie. Przyjmuje sie֒, że najwie֒kszy wk lad mia l Jean–Robert

Argand, choć d lugo nie wymieniano jego nazwiska, m. in. cytowa l go A.
Cauchy, ale bez wymieniania nazwiska.

28.3
z wyja֒tkiem polskich szkó l średnich
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z · w = 1 — istnienie liczby odwrotnej.

M4 Dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi z1·z2 = z2·z1 — mnożenie
jest przemienne.

MD Równość (z1 +z2) ·z3 = z1 ·z3 +z2 ·z3 zachodzi dla dowolnych

z1, z2, z3 ∈ C — mnożenie jest rozdzielne wzgle֒dem dodawa-

nia.

Dowód. Niech z1, z2, z3 ∈ C i zj = aj + bj dla j = 1, 2, 3 ,

aj , bj ∈ R . Wtedy (z1 + z2) + z3 =
(

(a1 + a2) + (b1 + b2)i
)

+

+(a3 + b3i) =
(

(a1 + a2) + a3

)

+
(

(b1 + b2) + b3
)

i =

=
(

a1 + (a2 + a3)
)

+
(

b1 + (b2 + b3)
)

i = (a1 + b1i) +
(

(a2 + a3) +

+(b2+b3)i
)

= z1+(z2+z3) , co kończy dowód  la֒czności dodawania.

W taki sam sposób sprawdzić można, że zachodza֒ w lasności

D2, D3, D4, M1, M3, M4, MD. Oznaczenia 0 = 0 + 0 · i oraz
1 = 1 + 0 · i sa֒ bardzo naturalne, co wie֒cej zamiast pisać a+ 0 · i ,
be֒dziemy pisać a .

Nie wymienilísmy w lasości M3, bo dowód tej jest nieco inny.

Niech z = x + yi 6= 0 , x, y ∈ R . Niech w = x
x2+y2

− y
x2+y2

· i .

Wtedy z ·w = (x+yi)
(

x
x2+y2 −

y
x2+y2 ·i

)

= x2

x2+y2 −
−y2
x2+y2 +0·i = 1 .

Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 28.3 1
x+yi = x−yi

(x+yi)(x−yi) = x−yi
x2−(yi)2 = x−yi

x2−y2i2 = x−yi
x2+y2

— ten rachunek wyjaśnia, jak znaleźlísmy 1
z w dowodzie poprzed-

niego twierdzenia.

Definicja 28.4 (cze֒́sci rzeczywistej i urojonej)

Liczby postaci bi , b ∈ R nazywać be֒dziemy urojonymi. Liczbe֒

a ∈ R nazywamy cze֒́scia֒ rzeczywista֒ liczby z = a + bi , piszemy

Re z = a ; liczbe֒ b ∈ R – cze֒́scia֒ urojona֒ liczby z = a+bi , piszemy

Im z = b .

Dzie֒ki tej definicji liczby rzeczywiste to szczególne liczby ze-

spolone — ,,te w których nie ma i”.

Definicja 28.5 (różnicy)

Dla dowolnych liczb zespolonych z1, z2 istnieje dok ladnie jedna
liczba zespolona z taka, że z1 + z = z2 . Nazywana jest różnica֒

liczb z2 i z1 i oznaczana symbolem z2 − z1 .
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Definicja 28.6 (ilorazu)

Dla dowolnych liczb zespolonych z1 6= 0 i z2 istnieje dok ladnie
jedna liczba zespolona z taka, że z1z = z2 . Liczba ta zwana jest

ilorazem liczb z2 i z1 i oznaczana symbolem z2
z1

lub z2/z1 .

Wykazalísmy wszystkie podstawowe w lasności dzia lań. Oczy-
wíscie 0 6= 1 . Wobec tego wszystkie wnioski dotycza֒ce dzia lań

w zbiorze liczb rzeczywistych wyprowadzone z aksjomatów bez
użycia tych, w których dowodach używana by la nierówność, za-
chodza֒ w zbiorze liczb zespolonych. Np. zachodza֒ równości 1·z =

z , 0 · z = 0 i 0 + z = z dla dowolnego z ∈ C .

Liczby zespolone możemy wie֒c dzielić:

c+di
a+bi = (c+di)(a−bi)

(a+bi)(a−bi) = (c+di)(a−bi)
a2−(bi)2 = (ac+bd)+(ad−bc)i

a2−b2i2 =

= (ac+bd)+(ad−bc)i
a2−b2(−1)

= ac+bd
a2+b2

+ ad−bc
a2+b2

i .

Niestety, nie wszystko jest tak jak w przypadku liczb rzeczy-
wistych. W zbiorze C nie można w sensowny sposób wprowadzić
nierówności. Nadamy temu zdaniu postać twierdzenia, a naste֒pnie

udowodnimy je.

Twierdzenie 28.7 (o nieistnieniu nierówności)

W zbiorze C nie istnieje relacja ≺ taka, że:

1. jeśli z1, z2 ∈ C , to zachodzi dok ladnie jedna z trzech możli-
wości: z1 = z2 albo z1 ≺ z2 albo z2 ≺ z1 ;

2. jeśli z1 ≺ z2 i z2 ≺ z3 , to z1 ≺ z3 ;

3. jeśli z1 ≺ z2 i z ∈ C , to z1 + z ≺ z2 + z ;

4. jeśli z1 ≺ z2 i 0 ≺ z , to zz1 ≺ zz2 .

Dowód. Za lóżmy bowiem, że uda lo nam sie֒ w jakís sposób zde-

finiować nierówność ≺ w taki sposób, że spe lnione sa֒ warunki

1 – 4. Wtedy kwadraty liczb różnych od 0 sa֒ dodatnie — to

wywnioskowalísmy z pewników, użytych do budowy teorii liczb
rzeczywistych, a te wszystkie pewniki by lyby spe lnione z tym że
standardowa nierówność < by laby zasta֒piona przez ≺ . Mamy

12 = 1 i i2 = −1 , zatem 0 ≺ 1 i jednocześnie 0 ≺ −1 , zatem
0 ≺ 1 i 0 ≺ −1 . Dodaja֒c te nierówności stronami otrzymujemy

0 ≺ −1 ≺ (−1) + 1 = 0 , co przeczy warunkowi 1. Dowód zosta l

zakończony.

Okaza lo sie֒ wie֒c, że liczb zespolonych porównywać sie֒ nie da.

Można oczywíscie definiować jakieś nierówności mie֒dzy liczbami
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zespolonymi rezygnuja֒c z cze֒́sci warunków 1 – 4, ale nie sa֒ one

użyteczne, wie֒c ma lo kto to robi.

Liczby zespolone można traktować jako punkty p laszczyzny.
Przyjmujemy, że cze֒́sć rzeczywista liczby zespolonej to pierwsza

wspó lrze֒dna (czyli pozioma), a cze֒́sć urojona to druga wspó lrze֒d-

na (pionowa) punktu p laszczyzny. Przy takiej interpretacji suma

z1 + z2 liczb zespolonych może być potraktowana jako koniec wek-

tora, który jest suma֒ wektorów
−→
0z1 i

−→
0z2 .

Definicja 28.8 (wartości bezwzgle֒dnej i argumentu)

Wartościa֒ bezwzgle֒dna֒ |z| liczby zespolonej z = a+bi nazywamy

liczbe֒
√
a2 + b2 , jej argumentem Argz — dowolna֒ taka֒ liczbe֒ ϕ ,

że cosϕ = a√
a2+b2

oraz sinϕ = b√
a2+b2

.

Z definicji wynika, że |z| to odleg lość punktu z od punktu 0 ,

a argument liczby z , to ka֒t mie֒dzy wektorami
−→
01 i

−→
0z mierzony

,,w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara”.

Przyk lad 28.1 Arg2 = 0 lub Arg2 = 2007π , Argi = π
2

lub

Argi = −3π
2 , Arg(−1 + i) = π − π

4 = 3
4π , |2| = 2 = | − 2| =

=|2i| = | − 2i| , |1 + i| = | − 1 + i| = |1 − i| = | − 1 − i| =
√

2 .

Twierdzenie 28.9 (Nierówność trójka֒ta)

Nierówność |z1 + z2| 6 |z1| + |z2| zachodzi dla dowolnych liczb

zespolonych z1, z2 . Staje sie֒ ona równościa֒ jedynie wtedy, gdy

punkty p laszczyzny odpowiadaja֒ce liczbom 0, z1, z2 leża֒ na jednej

prostej, przy czym 0 nie leży mie֒dzy28.4 z1 i z2 .

Dowód. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, b1, a2, b2 zacho-

dzi znana nam nierówność (wynika z nierówności Schwarza)
√

(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 6
√

a2
1 + b21 +

√

a2
2 + b22 ,

staje sie֒ ona równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

rzeczywista t > 0 taka, że z1 = tz2 lub z2 = tz1 .

Z równości z = a+ bi , r = |z| , cosϕ = a√
a2+b2

oraz sinϕ =

= b√
a2+b2

wynika, że z = r(cosϕ+ i sinϕ) . Zapisalísmy liczbe֒ z

w postaci trygonometrycznej.

28.4
nieostro, jedna z liczb z1,z2 może być zerem

504



Liczby zespolone

Niech z1 = r1(cosϕ1+i sinϕ1) i z2 = r2(cosϕ2 +i sinϕ2) . Wtedy

z1z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

=r1r2

(

cosϕ1 cosϕ2−sinϕ1 sinϕ2+i(cosϕ1 sinϕ2+cosϕ2 sinϕ1)
)

=

= r1r2

(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

.

Wykazalísmy w ten sposób, że wartość bezwzgle֒dna iloczynu

dwu liczb zespolonych równa jest iloczynowi ich wartości bez-
wzgle֒dnych, a argument iloczynu dwu liczb zespolonych równy

jest sumie ich argumentów. Stosuja֒c otrzymany wzór wielokrot-

nie otrzymujemy

Twierdzenie 28.10 (Wzór de Moivre’a)
(

r(cosϕ+ i sinϕ)
)n

= rn
(

cos(nϕ) + i sin(nϕ)
)

.

Z tego wzoru wynika, że dla każdej liczby zespolonej w 6= 0
i każdej liczby naturalnej n istnieje dok ladnie n różnych liczb ze-
spolonych z1 , z2 ,. . . , zn takich, że znj = w dla j = 1, 2, . . . , n .

Za lóżmy bowiem, że w = ̺(cosψ + i sinψ) . Z dwu równości

z = r(cosϕ+ i sinϕ) i w = zn wynikaja֒ naste֒pne ̺ = rn oraz

nϕ = ψ + 2kπ dla pewnej liczby ca lkowitej k . Wynika sta֒d, że

r = n
√
̺ , r jest wie֒c wyznaczone jednoznacznie. Musi też być

ϕ = ψ
n + 2kπ

n . Zaste֒puja֒c liczbe֒ k liczba֒ k + n zwie֒kszamy ka֒t

ϕ o 2π , co nie zmienia liczby z . Różne liczby z otrzymujemy
przyjmuja֒c kolejno k = 0 , k = 1 ,. . . , k = n − 1 . Otrzymu-

jemy wie֒c dok ladnie n różnych wartości.  Latwo zauważyć, że

odpowiadaja֒ce im punkty p laszczyzny sa֒ wierzcho lkami n –ka֒ta

foremnego wpisanego w okra֒g o promieniu r = n
√
̺ . Jeśli w = 1 ,

to wśród tych liczb jest liczba 1 .

Definicja 28.11 (pierwiastka algebraicznego z liczby zespolonej)

Algebraicznym pierwiastkiem n –tego stopnia z liczby zespolonej
w nazywamy każda֒ liczbe֒ zespolona֒ z , dla której w = zn .

Przyk lad 28.2 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 2 z licz-

by 1 = cos 0 + i sin 0 sa֒ dwie liczby: z1 = cos 0π
2 + i sin 0π

2 =

= cos 0+i sin 0 = 1 i z2 = cos 2π
2 +i sin 2π

2 = cosπ+i sin π = −1 .

Przyk lad 28.3 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z licz-

by 1 = cos 0 + i sin 0 sa֒ trzy liczby: z1 = cos 0π
3 + i sin 0π

3 = 1 ,
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z2 = cos 2π
3 + i sin 2π

3 = −1
2 + i

√
3

2 oraz z3 = cos 4π
3 + i sin 4π

3 =

= − 1
2 − i

√
3

2 .

Przyk lad 28.4 Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z licz-
by −1 = cosπ + i sin π sa֒ trzy liczby:

z1 = cos π
3

+ i sin π
3

= 1
2

+ i
√

3
2

, z2 = cos π+2π
3

+ i sin π+2π
3

= −1

oraz z3 = cos π+4π
3

+ i sin π+4π
3

= 1
2
− i

√
3

2
.

Przyk lad 28.5 Ponieważ cos 2α+i sin 2α = (cosα+i sinα)2 =

= cos2 α+2i cosα sinα+ i2 sin2 α = cos2 α−sin2 α+2i cosα sinα ,
cze֒́sci rzeczywiste sa֒ równe i cze֒́sci urojone sa֒ równe, wie֒c za-

chodza֒ równości cos 2α = cos2 α−sin2 α , sin 2α = 2 sinα cosα .

Przyk lad 28.6 Z równości: cos 3α+i sin 3α=(cosα+i sinα)3 =

= cos3 α+ 3i cos2 α sinα+ 3i2 cosα sin2 α+ +i3 sin3 α =

= cos3 α− 3 cosα sin2 α+ i
(

3 cos2 α sinα− sin3 α
)

wynika, że

cos 3α = cos3 α− 3 cosα sin2 α = 4 cos3 α− 3 cosα ,

sin 3α = 3 cos2 α sinα− sin3 α = 3 sinα− 4 sin3 α .
Widzimy wie֒c, że za pomoca֒ liczb zespolonych można powia֒zać

wzory na cosnα i sinnα z dwumianem Newtona.

Definicja 28.12 (sprze֒żenia)

Jeśli z = a+bi , a, b ∈ R , to liczbe֒ z = a−bi nazywamy sprze֒żona֒

do liczby z .

2 − 3i = 2 + 3i , 13 = 13 , i = −i . Liczba z jest rzeczywista

wtedy i tylko wtedy, gdy z = z . Jeśli z /∈ R , to z ∈ C jest jedyna֒

liczba֒ taka֒, że z + z ∈ R i jednocześnie z · z ∈ R . Prosty dowód

tego stwierdzenia Czytelnicy przeprowadza֒ samodzielnie.

Mamy też z ·z = (a+bi)(a−bi) = a2+b2 = |z|2 , z+z = 2Rez

oraz z − z = 2iImz . Możemy wie֒c napisać

Rez = 1
2
(z + z) i Imz = 1

2i
(z − z) .

Punkty p laszczyzny odpowiadaja֒ce liczbom z i z sa֒ symetryczne

wzgle֒dem osi rzeczywistej.

Przypomnijmy, że argument iloczynu dwu liczb zespolonych
równy jest sumie argumentów sk ladników. Jest to w lasność przy-
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pominaja֒ce logarytm (logarytm iloczynu to suma logarytmów jego

czynników). Logarytm to wyk ladnik pote֒gi. Zdefiniujemy teraz

pote֒ge֒ o podstawie e .

Definicja 28.13 (pote֒gi o wyk ladniku zespolonym)

ez = ex+iy = ex
(

cos y + i sin y) dla dowolnej liczby zespolonej

z = x+ iy , x, y ∈ R .

Przyk lad 28.7 eπi = e0+πi = e0
(

cosπ + i sin π
)

= −1 ,

eln 2+πi = eln 2
(

cosπ + i sin π
)

= −2 ,

eln 2 = eln 2+0i = eln 2
(

cos 0 + i sin 0
)

= 2 .

Przyk lady można mnożyć. Zauważmy, że jeśli z = x + iy ,
w = u+ iv , gdzie x, y, u, v ∈ R , to

ez+w = e(x+u)+i(y+v) = ex+u
(

cos(y + v) + i sin(y + v)
)

=

= exeu
(

cos y + i sin y
)(

cos v + i sin v
)

=

= ex
(

cos y + i sin y
)

eu
(

cos v + i sin v
)

= ezew .

Widzimy wie֒c, że w laśnie zdefiniowanej pote֒dze liczby e przys lu-

guje podstawowa w lasność pote֒g. Definicje֒ pote֒gi stopniowo roz-

szerzalísmy: najpierw wyk ladniki by ly naturalne, potem ca lkowite
i ujemne ujemnych, potem dowolne wymierne. Pote֒ga o wyk lad-

niku rzeczywistym określilísmy tak, by zachować monotoniczność

i równość ea+b = eaeb . Ponieważ zajmujemy sie֒ liczbami ze-

spolonymi, wie֒c nie można mówić o monotoniczności — w zbiorze

liczb zespolonych nie ma nierówności. Zamiast monotoniczności
można zaża֒dać istnienia pochodnej w punkcie 0 .

Definicja 28.14 (granicy funkcji)

Jeśli h:G −→ C jest funkcja֒ określona֒ na zbiorze G ⊆ C i z0

jest punktem skupienia zbioru G , to lim
z→z0

h(z) = g ∈ C wtedy

i tylko wtedy, gdy lim
|z−z0|→0

∣

∣h(z) − g
∣

∣ = 0 .

W ostatnim wyrażeniu liczby zespolone wyste֒puja֒ tylko po-

zornie28.5 , wie֒c to ostatnie poje֒cie nie jest nam obce. Ta definicja

jest prostym uogólnieniem poje֒cia granicy znanego z przypadku

28.5
wartości bezwzgle֒dne sa֒ liczbami rzeczywistymi!
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rzeczywistego — chodzi o to, że jeśli odleg lość mie֒dzy z i z0 jest

dostatecznie ma la, to odleg lość mie֒dzy h(z) i g też jest ma la.

Zaczniemy od podania zespolonych wersji kilku znanych defi-
nicji i twierdzeń o granicach cia֒gów.

Definicja 28.15 (granicy cia֒gu)

lim
n→∞

zn = z ∈ C wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

|zn − z| = 0 .

Stwierdzenie 28.16 Jeśli zn = xn+yni , xn, yn ∈ R , g = x+yi ,
x, y,∈ R , to lim

n→∞
zn = z wtedy i tylko wtedy, gdy lim

n→∞
xn = x

oraz lim
n→∞

yn = y .

Dowód. Mamy |zn − z| =
√

(xn − x)2 + (yn − y)2 > |xn − y|
i |zn − z| > |yn − y| , wie֒c jeśli lim

n→∞
|zn − z| = 0 , to również

lim
n→∞

|xn − x| = 0 i lim
n→∞

|yn − y| = 0 , zatem lim
n→∞

xn = x oraz

lim
n→∞

yn = y . Jeśli natomiast lim
n→∞

xn = x i lim
n→∞

yn = y , to

lim
n→∞

|zn − z| = lim
n→∞

√

(xn − x)2 + (yn − y)2 = 0 , a to oznacza,

że lim
n→∞

zn = z .

Twierdzenie 28.17 Cia֒g (zn) ma granice֒ skończona֒ wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy spe lnia warunek Cauchy’ego:

∀ε>0∃nε∈N∀k,ℓ>nε
|zk − zℓ| < ε . (wC)

Dowód. Jeśli z = lim
n→∞

zn , to cia֒g (zn) spe lnia (wC), bowiem

|zk − zℓ| 6 |zk − z| + |z − zℓ| .
Jeśli cia֒g (zn) spe lnia (wC), to cia֒gi (xn) i (yn) też spe lniaja֒

(wC), bo |xk − xℓ| 6 |zk − zℓ| i |yk − yℓ| 6 |zk − zℓ| . Sa֒ wie֒c

zbieżne, zatem cia֒g (zn) też jest zbieżny.

Twierdzenie 28.18 (Bolzano–Weierstrassa)

Z każdego cia֒gu ograniczonego (zn) , czyli takiego, że istnieje takie

M > 0 , że |zn| 6 M dla każdego n , można wybrać podcia֒g

zbieżny.

Dowód. Niech zn = xn + yni . Wtedy |xn| 6 M i |yn| 6 M .

Z cia֒gu (xn) wybieramy podcia֒g zbieżny (xnk
) . Z cia֒gu (ynk

)

wybieramy podcia֒g zbieżny (ynkℓ
) . Cia֒g (znkℓ

) jest zbieżny.
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Lemat 28.19
Jeśli lim

n→∞
n · zn = 0 , to lim

n→∞
(1 + zn)

n
= 1 .

Dowód. Wykażemy, że zachodzi nierówność:

|(1 + z)n − 1| 6 (1 + |z|)n − 1

— korzystaja֒c z dwumianu Newtona i nierówności trójka֒ta:

|(1 + z)n − 1| =
∣

∣

∣
1 +

(

n
1

)

z +
(

n
2

)

z2 + . . .+
(

n
n−1

)

zn−1 + zn − 1
∣

∣

∣
6

6
(

n
1

)

|z| +
(

n
2

)

|z|2 + . . .+
(

n
n−1

)

|z|n−1 + |z|n = (1 + |z|)n − 1 .

Ponieważ za lożylísmy, że lim
n→∞

n · zn = 0 , wie֒c lim
n→∞

n · |zn| = 0.

Jeśli n|zn| < 1 , to 1 6 (1 + |zn|)n 6 en|zn| 6
1

1−n|zn| −−−−→n→∞
1,

wie֒c lim
n→∞

(1 + |zn|)n − 1 = 0 . Z nierówności |(1 + zn)
n − 1| 6

6 (1 + |zn|)n − 1 wynika wie֒c, że lim
n→∞

(1 + zn)
n

= 1 .

Teraz czeka nas dowód istnienia granicy lim
n→∞

(1 + z
n )n . Musi

on sie֒ różnić od dowodu w przypadku rzeczywistym, bo o żadnej

monotoniczności tym razem mówić nie możemy, bo w zbiorze C

nie ma nierówności. Nie wskazujemy granicy, wie֒c zastosujemy

twierdzenie Cauchy’ego, wed lug którego cia֒g liczbowy spe lniaja֒cy

warunek Cauchy’ego ma granice֒ skończona֒.

Lemat 28.20 (o zbieżności cia֒gu lim
n→∞

(1 + z
n )n )

Cia֒g
(

(1 + z
n)n

)

spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c jest zbieżny.

Dowód. Zauważmy najpierw, że jeśli n > m > k > 0 , to
(

m
k

)

1
mk <

(

n
k

)

1
nk .Wynika to natychmiast z tego, że

(

m
k

)

1
mk = m(m−1)...(m−k+1)

mkk!
=

(

1 − 1
m

)

·
(

1 − 2
m

)

·. . .·
(

1 − k−1
m

)

1
k! <

<
(

1 − 1
n

)

·
(

1 − 2
n

)

· . . . ·
(

1 − k−1
n

)

· 1
k!

=
(

n
k

)

1
nk . Mamy zatem

∣

∣

(

1 + z
n

)n −
(

1 + z
m

)m∣

∣ =

=
∣

∣

∣
1 +

(

n
1

)

z
n +

(

n
2

) (

z
n

)2
+ . . .+

(

n
n−1

) (

z
n

)n−1
+

(

z
n

)n −

−
(

1 +
(

m
1

)

z
m +

(

m
2

) (

z
m

)2
+ . . .+

(

m
m−1

) (

z
m

)m−1
+

(

z
m

)m
)

∣

∣

∣
6

6 [1 − 1] +
[(

n
1

)

1
n
−

(

m
1

)

1
m

]

|z| +
[(

n
2

)

1
n2 −

(

m
2

)

1
m2

]

|z|2 + . . .+

+
[(

n
m

)

1
nm −

(

m
m

)

1
mm

]

|z|m +
(

n
m+1

)

1
nm+1 |z|m+1 + . . .+

+
(

n
n−1

)

1
nn−1 |z|n−1 + |z|n =

(

1 + |z|
n

)n

−
(

1 + |z|
m

)m

.
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Ponieważ cia֒g
(

(1 + |z|
n

)n
)

jest zbieżny (liczba |z| jest rzeczy-

wista!), wie֒c spe lnia on warunek Cauchy’ego, wobec tego również

cia֒g
(

(1 + z
n )n

)

spe lnia warunek Cauchy’ego, bo odleg lości mie֒dzy

wyrazami tego ostatniego nie przekraczaja֒ odleg lości odpowied-

nich wyrazów cia֒gu
(

(1 + |z|
n

)n
)

. Lemat zosta l dowiedziony.

Lemat 28.21
Jeśli |z| 6

1
10

, to
∣

∣ez − 1 − z
∣

∣ 6 2|z|2 .28.6

Dowód. Wiemy (przyk lad 18.4), że 1 + x 6 ex 6
1

1−x , gdy

x < 1 , zatem 0 6 ex − 1 − x < x2

1−x , wie֒c

jeśli x < 1
10 , to 0 6 ex − 1 − x < 10

9 x
2 .

Dla każdej liczby y ∈ R mamy 0 6 1− cos y = 2 sin2 y
2 6

y2

2 .

Jeśli 0 6 y < π
2 , to sin y 6 y 6 tg y , wie֒c y cos y 6 y 6 sin y ,

zatem 0 6 y − sin y 6 y(1 − cos y) 6
y3

2 . Jeśli wie֒c |y| < 1
10 , to

∣

∣eiy − 1 − iy
∣

∣ 6 | cos y − 1| + |i sin y − iy| 6
y2

2
+ |y|3

2
6

11
20
y2 .

Zachodza֒ nierówności |x| 6 |x+iy| = |z| , |y| 6 |x+iy| = |z| .
Za lóżmy, że |z| 6

1
10 . Mamy wtedy

|ez − 1 − z| = |exeiy − 1 − (x+ iy)| 6

6 |eiy(ex − 1 − x)| + |eiy − 1 − iy| + |xeiy − x| 6

6
10
9 x

2+ 11
20y

2+|x|(|y|+ 11
20y

2) 6
10
9 x

2+ 11
20y

2+ 1
2 (x2+y2)+ 11

200y
2 6

6
(

10
9 + 1

2

)

(x2 + y2) 6 2|z|2 .

Wracamy do definiowania funkcji wyk ladniczej. Jej pochodna֒

w punkcie 0 ma być granica lim
z→0

ez−e0
z . Funkcja f ma być rozsze-

rzeniem funkcji wyk ladniczej o podstawie e i wyk ladniku rzeczy-
wistym. Jej pochodna w punkcie 0 powinna być równa pochodnej

funkcji ex w punkcie 0 , czyli liczbie lim
x→0

ex−1
x = 1.

Twierdzenie 28.22 (charakteryzuja֒ce funkcje֒ ez )

Funkcja ez jest jedyna֒ funkcja֒ f : C −→ C spe lniaja֒ca֒ sa֒ naste֒-

puja֒ce dwa warunki

1◦ f(z + w) = f(z)f(w) dla dowolnych z, w ∈ C oraz

28.6
Dalej x,y oznaczaja֒ liczby rzeczywiste oraz z=x+iy .
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2◦ lim
z→0

f(z)−f(0)
z = 1 .

Dowód. Wcześniej wykazalísmy, że warunek 1◦ jest spe lniony.
Udowodnimy, że funkcji ez przys luguje w lasność 2◦ . Zachodzi

nierówność
∣

∣

ez−1−z
z

∣

∣ 6 2|z| , wie֒c lim
z→0

ez−1−z
z

= 0 , a to oznacza,

że lim
z→0

ez−e0
z = lim

z→0

ez−1
z = 1 .

Za lóżmy teraz, że funkcja f spe lnia warunki 1◦ i 2◦ . Z wa-

runku 1◦ wynika, że jeśli f(z) = 0 , to dla każdego w ∈ C za-

chodzi równość 0 = f(z+w) , wie֒c jedyna֒ wartościa֒ funkcji f jest

liczba 0 . To jest niemożliwe ze wzgle֒du na warunek 2◦ . Wobec

tego f(z) 6= 0 dla każdego z ∈ C . Z równości f(0) = f(0 + 0) =

=f(0)f(0) i nierówności f(0) 6= 0 wynika, że f(0) = 1 .

Niech wn =
f( z

n )−1
z
n

=
f( z

n
)−f(0)
z
n

. Z za lożenia wynika, że

lim
n→∞

wn = 1 . Zachodzi również wzór f
(

z
n

)

= 1 + wn
z
n . Z w las-

ności 1◦ wynika, że f(z) =
(

f( z
n

)
)n

=
(

1 + wn
z
n

)n
. Z lema-

tu 28.19 i równości lim
n→∞

n
(wn−1) z

n

1+ z
n

= 0 wynika naste֒pny wzór

lim
n→∞

(

1 + wn
z
n

1 + z
n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
(wn − 1) zn

1 + z
n

)n

= 1 . Sta֒d wynika,

że f(z) =
(

1 + wn
z
n

)n
=

(

1+wn
z
n

1+ z
n

)n

·
(

1 + z
n

)n
, wie֒c zachodzi

równość f(z) = lim
n→∞

(

1 + z
n

)n
. Udowodnilísmy jednoznaczność

funkcji f .

Wniosek 28.23
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość

ex(cos y + i sin y) = lim
n→∞

(

1 + cos y+i sin y
n

)n
.

Z tego, że lim
z→0

ez−1
z = 1 wynika, że lim

z→0

ew+z−ew

z = ew dla

każdej liczby zespolonej w . Zwykle te֒ ostatnia֒ równość z oczy-

wistych przyczyn zapisujemy jako (ew)′ = ew .

Rozszerzaja֒c wie֒c dziedzine֒ funkcji wyk ladniczej otrzymalís-

my funkcje֒, która z formalnego punktu widzenia ma w lasności

podobne do funkcji wyk ladniczej w dziedzinie rzeczywistej. Sa֒

jednak istotne różnice. Nie możemy wg le֒biać sie֒ w nie z braku
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miejsca, ale na jedna֒ rzecz zwrócimy uwage֒. Funkcja wyk ladnicza

o podstawie e i wyk ladniku rzeczywistym jest ścísle rosna֒ca: jeśli

x1 < x2 , to ex1 < ex2 . Z funkcja֒ wyk ladnicza֒ ez jest inaczej.

Mamy e2πi = cos 2π + i sin 2π = 1 , zatem dla każdego z ∈ C

zachodzi równość ez+2πi = eze2πi = ez . Funkcja wyk ladnicza
w dziedzinie zespolonej jest wie֒c okresowa, jej okresem jest 2πi

— liczba czysto urojona.

Jej wartościami sa֒ wszystkie liczby zespolone (w tym rzeczy-

wiste) z jednym wyja֒tkiem: 0 6= ez dla z ∈ C . Wynika to na-

tychmiast z tego, że każda֒ liczbe֒ dodatnia֒ r = |w| można zapisać

w postaci ex , x ∈ R . Wystarczy przyja֒ć x = ln r (jest to je-

dyny wybór). Naste֒pnie przyjmujemy y = Argw i otrzymujemy

równość w = ez , gdzie z = x+ iy = ln |w| + iArgw .

Piszemy wtedy z = lnw . Trzeba jednak pamie֒tać o tym, że

w dziedzinie zespolonej symbol lnw może oznaczać dowolna֒ z nie-

skończenie wielu liczb z , dla których zachodzi równość w = ez.

Można wie֒c napisać ln(−1) = πi albo ln(−1) = −5πi itp.

Wykażemy ważne twierdzenie sformu lowane już w 1608 r.,

które próbowa lo dowieść wielu ludzi (d’Alembert, Euler, Gauss,

Lagrange, Laplace i wielu innych). Dzís chyba przeważa pogla֒d,

że pierwszy poprawny dowód zosta l napisamy przez J–R Arganda
w 1806 r. i poprawiony siedem lat później. W dowodach wielu
czo lowych matematyków znajdowano różne luki.

Twierdzenie 28.24 (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Każdy wielomian o wspó lczynnikach zespolonych, stopnia wie֒ksze-

go (ostro) od 0 , ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Dowód. Niech w(z) = a0 + a1z + . . . + anz
n , przy czym

n > 1 i an 6= 0 . Istnieje taka liczba r > 0 , że jeśli |z| > r , to

|w(z)| > |a0| = |w(0)| , np. r = 2 + 2|a0|+|a1|+|a2|+...+|an−1|
|an| . Jeśli

bowiem |z| > r , to |z| > 2 > 1 i wobec tego

|w(z)| = |a0 + a1z + . . .+ anz
n| >

> |anzn| − |a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1| >

> |an||z|n −
(

|a0| + |a1||z| + . . .+ |an−1||z|n−1|
)

>

> |an||z|n − |z|n−1
(

|a0| + |a1| + . . .+ |an−1||
)

=
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= |z|n−1

(

|an||z| −
(

|a0| + |a1| + . . .+ |an−1|
)

>

>
(

(2|a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|)− (|a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|)
)

= |a0| .
Z twierdzenia Bolzano–Weierstrassa wynika, że z cia֒gu liczb

zespolonych (zn) o modu lach nieprzekraczaja֒cych r można wy-

brać podcia֒g zbieżny do pewnej granicy g i wtedy oczywíscie

|g| 6 r| . Jeśli m = inf{|w(z): |z| 6 r} , to istnieje taki cia֒g

(zn) , że lim
n→∞

|w(zn)| = m . Niech z0 = lim
k→∞

znk
. Oczywíscie

|z0| 6 r oraz |w(z0)| = lim
k→∞

|w(znk
)| = m . Jeśli |z| 6 r , to

|w(z0)| 6 |w(z)| , czyli |w(z0)| jest najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji

|w| w kole o promieniu r i środku w punkcie 0 . W szczególności

|w(z0)| 6 |w(0)| = |a0| i wobec tego również dla |z| > r zachodzi

nierówność |w(z)| > |a0| > |w(z0)| . Oznacza to, że |w(z0)| jest

najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji |w| w ca lej p laszczyźnie.

Wykażemy, że w(z0) = 0 . Przyjmijmy, że z = z0 +h . Wtedy

piszemy w(z) = w(z0+h) = b0+b1h+b2h
2+. . .+bnh

n , gdzie b0 =

=a0+a1z0+. . .+anz
n
0 = w (z0) , b1 = a1+2a2z0 +. . .+ nanz

n−1
0 =

=w′ (z0) , . . . , bn = an = 1
n!
w(n)(z0) . Ponieważ stopień wielo-

mianu równy jest n , wie֒c 0 6= an = bn . Niech m > 1 be֒dzie

najmniejsza֒ taka֒ liczba֒, że bm 6= 0 . Za lóżmy, że w(z0) 6= 0 .

Wtedy można napisać w(z0) = b0 = |b0| · eiϕ dla pewnego

ϕ ∈ IR . Mamy dalej |w(z)| = |b0+bmh
m+bm+1h

m+1+. . .+bnh
n| .

Niech ̺ < 1 be֒dzie liczba֒ dodatnia֒ mniejsza֒ niż 1
2 |b0| i niech h =

̺ ·eiϕ+π

m . Wtedy
∣

∣b0 +bmh
m

∣

∣ =
∣

∣|b0| ·eiϕ+̺mei(ϕ+π)
∣

∣ =
∣

∣|b0|eiϕ−
̺meiϕ

∣

∣ =
∣

∣|b0| − ̺m
∣

∣

∣

∣eiϕ
∣

∣ = |b0| − ̺m . Za lóżmy dodatkowo, że

̺
(

|bm+1|+|bm+2|+ . . .+|bn|
)

< 1
2 (wybieramy ma le ̺ > 0 ). Wtedy

|w(z)| =
∣

∣b0 + bmh
m + bm+1h

m+1 + . . .+ bnh
n
∣

∣ 6

6
∣

∣b0 + bmh
m

∣

∣ +
∣

∣bm+1h
m+1 + . . .+ bnh

n
∣

∣ =

= |b0| − ̺m +
∣

∣bm+1h
m+1 + . . .+ bnh

n
∣

∣ 6

6 |b0| − ̺m +
(

|bm+1||h|m+1 + . . .+ |bn||h|n
)

6

6 |b0| − ̺m + |h|m+1
(

|bm+1| + . . .+ |bn|
)

=

= |b0| − ̺m + ̺m+1
(

|bm+1| + . . .+ |bn|
)

6
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6 |b0| − ̺m + 1
2̺
m = |b0| − 1

2̺
m < |b0| .

Okaza lo sie֒, że wbrew za lożeniu |w(z0)| = |b0| nie jest najmniej-

sza֒ wartościa֒ funkcji |w| . To kończy dowód tego, że w(z0) = 0 .

Twierdzenie zosta lo wie֒c wykazane.

Wniosek z zasadniczego twierdzenia algebry
Każdy wielomian o wspó lczynnikach rzeczywistych, którego sto-
pień jest dodatni, może być przedstawiony w postaci iloczynu
wielomianów rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego.

Dowód. Jeśli wspó lczynniki wielomianu w sa֒ rzeczywiste, to

w(z) = w(z) — prosty dowód tej równości pozostawiamy Czytel-

nikowi. Z tej równości wynika, że jeśli liczba zespolona z0 jest pier-
wiastkiem wielomianu o wspó lczynnikach rzeczywistych, to liczba
zespolona z0 też jest pierwiastkiem tego wielomianu. Wobec tego

jeśli z0 /∈ IR , to wielomian w jest podzielny przez wielomian

(z − z0)(z − z0) = z2 − (z0 + z0)z + |z0|2 . Wspó lczynniki tego

wielomianu sa֒ rzeczywiste, wie֒c w ten sposób sprowadzamy prob-

lem do wielomianu stopnia o 2 mniejszego od w .
Jeśli z0 jest liczba֒ rzeczywista֒, to wielomian w jest podziel-

ny przez wielomian z − z0 , wie֒c w tym przypadku redukujemy

problem do wielomianu stopnia o 1 mniejszego od w .
Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Niech w be֒dzie

wielomianem najmniejszego stopnia, dla którego teza nie zachodzi.
Po podzieleniu go przez wielomian stopnia 1 lub 2 otrzymujemy
wielomian stopnia mniejszego, wie֒c iloczyn wielomianów stopnia

pierwszego i drugiego o wspó lczynnikach rzeczywistych, co oz-
nacza, że wielomian w też jest iloczynem takiego typu, wbrew
naszemu za lożeniu. Dowód zosta l zakończony.

Zadania
1. Rozwia֒zać równanie w zbiorze liczb zespolonych

a. z2 + 4z + 5 = 0 ; b. z + 1
z = 0 ;

c. z2 − z̄2 = 0 ; d. z2 = z ;

e. z2004 = z ; f. ez = 1 ;

g. ez = −1 ; h. z2 − (5 + 5i)z + 13i = 0 ;

i. ez = i ; j. z2 + (2 + 3i)z − 5 + 5i = 0 ;

k. z4 + 5z2 + 9 = 0 ; l. z4 + 8z3 + 16z2 + 9 = 0 ;

 l. |z + i| + |z − i| = 2 ; m. |z + i| + |z − i| =
√

5 ;
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Liczby zespolone

o. z6 + 7z3 − 8 = 0 ; p. z = z3 ;

q. z8 − 15z4 − 16 = 0 ; r. z = −z2 ;

s. z6 + 7z3 − 8 = 0 ; t. z = z3 ;

u. z6 + 26 = 0 ; v. z6 − 26 = 0 ;

w. zz + z − z = 3 + 2i x. z4 + z3 − z2 + z + 1 = 0 .

2. Znaleźć liczby rzeczywiste x, y , dla których

a. (5 − 8i)x+ (7 + 3i)y = 2 − i ;

b. (7 + 2i)x− (5 − 4i)y = −1 − i

3. Przedstawić w postaci trygonometrycznej liczby zespolone

a. 1
2 − i

√
3

2 , b.−1
2 − i

√
3

2 , c. 1 − i
√

3

4. Obliczyć
√

3 − 4i ,
√
−3 − 4i ,

√

1 − i
√

3 .

5. Obliczyć iloraz liczb (1 + i)n i (1 − i)n−2 , n ∈ N .

6. Z wzoru na sume֒ pierwszych n wyrazów cia֒gu geometryczne-

go wyprowadzić wzór na sume֒: sinϕ+ sin(2ϕ) + . . .+ sinnϕ

oraz na sume֒ cosϕ+ cos(2ϕ) + . . .+ cos(nϕ) .

7. Obliczyć sume֒ cos2 ϕ+ cos2(2ϕ) + . . .+ cos2(nϕ) .

8. Obliczyć sume֒
(

n
1

)

cosϕ+
(

n
2

)

cos(2ϕ) + . . .+
(

n
n

)

cos(nϕ) .

9. Dowieść, że cos 2π
2n+1

+ cos 4π
2n+1

+ . . .+ cos 2nπ
2n+1

= −1
2

.

10. Obliczyć sume֒
(

n
0

)

+
(

n
3

)

+
(

n
6

)

+
(

n
9

)

+ . . . .

11. Obliczyć sume֒
(

n
1

)

+
(

n
4

)

+
(

n
7

)

+
(

n
10

)

+ . . . .

12. Znaleźć sume֒ pie֒ćdziesia֒tych pote֒g d lugości wszystkich boków

i przeka֒tnych stuka֒ta foremnego wpisanego w okra֒g o pro-

mieniu 1 .

13. Udowodnić, że suma kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego wpisanego w okra֒g o promie-

niu 1 jest równa n2 .

14. Udowodnić, że suma kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego opisanego na okre֒gu o pro-

mieniu 1 jest równa n ctg π
2n .

15. Udowodnić, że iloczyn kwadratów d lugości wszystkich boków
i przeka֒tnych n –ka֒ta foremnego opisanego na okre֒gu o pro-

mieniu 1 jest równa
√
nn .

16. z̄ to punkt symetryczny do punktu z wzgle֒dem osi rzeczy-

wistej. Znaleźć punkty symetryczne do punktu z wzgle֒dem

515



Liczby zespolone

a. osi urojonej, b. prostej o równaniu y = x ,

c. prostej: y =
√

3
3 x , d. prostej: y =

√
3x .

17. a. Znaleźć zbiór X z lożony z tych wszystkich liczb zespo-

lonych z , dla których zachodzi równość z̄ ·z ·|z|+ |z3 +1| = 1 .

Narysować X na p laszczyźnie.
b. Znaleźć zbiór X z lożony z tych wszystkich liczb zespolo-

nych z , dla których zachodzi równość z̄ · z · |z|+ |z3 − i| = 1 .

Narysować X na p laszczyźnie.
18. Niech L oznacza zbiór z lożony ze wszystkich liczb zespolonych

z , dla których zachodzi równość

(a) iz = z (b) −iz = z .

Naszkicować zbiór L na p laszczyźnie. Opisać za pomoca֒ rów-

nania zbiór M powsta ly w wyniku obrócenia L o 45◦ zgodnie

z ruchem wskazówek zegara wokó l punktu 0 = (0, 0) .

19. Wykazać, że jeśli ad 6= bc , to funkcja postaci az+b
cz+d prze-

kszta lca zbiór C \ {−d
c} na zbiór C \ {−a

c } , jest różnowar-

tościowa, lim
z→−d/c

∣

∣

az+b
cz+d

∣

∣ = ∞ , lim
z→∞

∣

∣

az+b
cz+d

∣

∣ = a
c

.

Definicja 28.25 (homografii)

Jeśli ad 6= bc i h(z) = az+b
cz+d dla z 6= −d

c oraz h
(

− d
c

)

= ∞
i h(∞) = a

c , to funkcje֒ h: C ∪ {∞} −→ C ∪ {∞} nazywamy

homografia֒.28.7

20. Udowodnić, że jeśli h jest homografia֒, L — prosta֒, to zbiór

h
(

L ∪ {∞}
)

jest okre֒giem lub prosta֒ uzupe lniona֒ jednym

punktem ∞ . Jak wygla֒daja֒ obrazy okre֒gów?

21. Udowodnić, że homografia h przekszta lca górna֒ pó lp laszczyz-

ne֒: {z : Imz > 0} ∪ {∞} na siebie wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a, b, c, d , że h(z) = az+b
cz+d

i ad− bc > 0 .
22. Dowieść, że homografia h przekszta lca ko lo {z : |z| < 1} na

siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja֒ takie liczby ϕ ∈ R

i z0 ∈ C , że |z0| < 1 oraz h(z) = eiϕ z−z0
1−z̄0z .

28.7 ∞ to sztucznie dodany punkt, nie wprowadzamy punktu −∞ , bo nie ma
nierówności.
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