
SZEREGI POTE֒GOWE

Przypomnijmy, że szeregiem pote֒gowym o środku w punkcie

p nazywamy szereg postaci
∑∞

n=0 an(x − p)n . Udowodnilísmy

wcześniej, że dla każdego cia֒gu (an) istnieje takie r ∈ [0,∞] , że

jeśli |x − p| < r , to szereg
∑∞

n=0 an(x − p)n jest bezwzgle֒dnie

zbieżny, a jeśli |x − p| > r , to ten szereg jest rozbieżny. Takie r

nazywamy promieniem zbieżności szeregu pote֒gowego. W wielu

podre֒cznikach podawany jest wzór na r . Podamy go też, choć nie

jest on nam potrzebny do sformu lowania żadnego twierdzenia.

Definicja 26.1 (granicy górnej)

M ∈ [−∞,+∞] jest granica֒ górna֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko wte-

dy, gdy gdy spe lnione sa֒ oba warunki

(i) dla każdego rosna֒cego cia֒gu (kn) , dla którego istnieje

lim
n→∞

akn
zachodzi nierówność lim

n→∞
akn

6 M oraz

(ii) M jest najmniejszym elementem zbioru [−∞,+∞] , dla

którego spe lniony jest warunek (i).

Analogicznie definiowana jest granica dolna cia֒gu. Granice֒

górna֒ cia֒gu (an) oznaczamy symbolem lim sup an , a granice֒ dol-

na֒ — symbolem lim inf an . Granica górna cia֒gu to kres górny

granic wszystkich jego podcia֒gów zbieżnych.

Z definicji wynika od razu, że jeśli cia֒g ma granice֒, to jest ona

też jego granica֒ górna֒ i dolna֒.

Lemat 26.2
Istnieje podcia֒g, którego granica jest równa granicy górnej cia֒gu.

Dowód. Niech M = lim sup an . Jeśli M = −∞ , to −∞
jest granica֒ wszystkich tych podcia֒gów cia֒gu (an) , które maja֒

granice. Oznacza to, że lim
n→∞

an = −∞ , wie֒c w tym przypadku

twierdzenie jest prawdziwe. Za lóżmy, że M > −∞ . Niech (Mj)

be֒dzie ścísle rosna֒cym cia֒giem o granicy M . Ponieważ M1 < M ,

wie֒c istnieje podcia֒g (akn
) cia֒gu (an) , którego granica jest wie֒k-

sza niż M1 , zatem istnieje takie m1 , że am1
> M1 . Ponieważ

M2 < M , wie֒c istnieje podcia֒g (akn
) cia֒gu (an) , którego granica

jest wie֒ksza niż M2 , zatem istnieje takie m2 > m1 , że am2 > M2.
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Analogicznie istnieje taka liczba m3 > m2 , że am3 > M3 , itd.

Ponieważ lim
n→∞

Mn = M , wie֒c z cia֒gu (amn
) nie można wybrać

podcia֒gu, który ma granice֒ mniejsza֒ niż lim
n→∞

amn
= M , a wie֒k-

sza niż M = lim sup an ta granica też być nie może. Oznacza to,
że lim

n→∞
amn

= M , co kończy dowód lematu.

Lemat 26.3
Jeśli q > lim sup an , to istnieje taka liczba naturalna nq , że jeśli

n > nq , to an < q .

Dowód. Za lóżmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje taki podcia֒g

(akn
) cia֒gu (an) , że akn

> q dla każdego n . To jednak nie

jest możliwe, bo wybieraja֒c z niego podcia֒g, który ma granice֒,

otrzymujemy podcia֒g cia֒gu (an) , którego granica nie jest mniejsza

niż q > lim sup an , wbrew definicji granicy górnej.

Z tego lematu wynika, że kryterium pierwiastkowe zbieżności
szeregu można wypowiedzieć tak:

Twierdzenie 26.4 (Cauchy’ego)

Jeśli lim sup n
√

|an| < 1 , to szereg
∑

an jest bezwzgle֒dnie zbież-

ny. Jeśli lim sup n
√

|an| > 1 , to szereg
∑

an jest rozbieżny, co

wie֒cej jego wyraz nie da֒ży do 0 .

Dowód. Zbieżność wynika natychmiast z lematu poprzedzaja֒-

cego twierdzenie, wystarczy przyja֒ć np. q = 1
2 (1 + lim sup |an|) .

W tej sytuacji dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność
n
√

|an| < q < 1 , wie֒c |an| < qn , wie֒c twierdzenie wynika z kry-

terium porównawczego. Rozbieżność jest konsekwencja֒ tego, że

dla nieskończenie wielu n zachodzi nierówność n
√

|an| > 1 , wie֒c

również |an| > 1 , zatem wyraz szeregu nie da֒ży do 0 .

Twierdzenie 26.5 (Cauchy’ego – Hadamarda)

Niech (an) be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb. rzeczywistych. Niech

r = 1

lim sup n
√

|an|
. Wtedy r ∈ [0,∞] jest promieniem zbieżności

szeregu
∑

an(x − p)n dla dowolnego p ∈ R . Oznacza to, że jeśli

x ∈ (p − r, p + r) , to szereg
∑

an(x − p)n jest zbieżny, a jeśli

x /∈ [p− r, p + r] , to — rozbieżny.
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Dowód. Jeśli |x−p| < r = 1

lim sup n
√

|an|
, to zachodzi nierówność

lim sup n
√

|an||x− p|n < 1 , wie֒c szereg
∑

an(x − p)n jest bez-

wzgle֒dnie zbieżny, na mocy kryterium pierwiastkowego Cauchy’e-

go. Jeśli |x − p| > r = 1

lim sup n
√

|an|
, to zachodzi nierówność

lim sup n
√

|an||x− p|n > 1 , wie֒c szereg
∑

an(x − p)n jest roz-

bieżny, na mocy kryterium pierwiastkowego Cauchy’ego.

Twierdzenie 26.6 (o jednostajnej zbieżności szeregu pote֒gowego)

Szereg pote֒gowy jest zbieżny jednostajnie na każdym domknie֒tym

przedziale ograniczonym, zawartym w przedziale zbieżności.

Dowód. Wystarczy zajmować sie֒ szeregami pote֒gowymi o środ-

ku w punkcie 0 . Udowodnilísmy już w rozdziale Cia֒gi i szeregi

funkcyjne I, że szereg pote֒gowy jest jednostajnie zbieżny na każ-

dym przedziale postaci [−a, a] , jeśli 0 6 a < r .

Za lóżmy teraz, że 0 < r < ∞ i że szereg
∑

an̺
n jest

zbieżny, gdzie ̺ = r lub ̺ = −r . Niech αn = an̺
n i t = x

̺ ,

zatem anx
n = αnt

n . Twierdzenie zostanie udowodnione, jeśli

wykażemy, że jednostajna zbieżność szeregu
∑

αnt
n na przedziale

[0, 1] wynika ze zbieżności szeregu
∑

αn , bo iksom z przedzia lu

domknie֒tego o końcach 0 i ̺ odpowiadaja֒ te z przedzia lu [0, 1] .

Przyjmijmy sn,k = αn+1 + αn+2 + · · · + αn+k . Mamy wtedy

αn+1t
n+1 + αn+2t

n+2 + · · · + αn+kt
n+k =

= sn,1t
n+1 + (sn,2 − sn,1)tn+2 + · · · + (sn,k − sn,k−1)tn+k =

= (1 − t)
(

sn,1t
n+1 + sn,2t

n+2 + · · · + sn,k−1t
n+k−1

)

+ sn,kt
n+k .

Niech ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒. Szereg
∑

αn jest zbieżny,

wie֒c spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c dla dostatecznie dużych n

i dowolnych k zachodza֒ nierówności |sn+1| < ε , |sn+2| < ε , . . . ,

|sn+k| < ε . Sta֒d, z tego, że 0 6 t 6 1 i z poprzednich równości

wynika, że
∣

∣sn,kt
n+k

∣

∣ < ε oraz
∣

∣

∣
(1 − t)

(

sn,1t
n+1 + sn,2t

n+2 + · · · + sn,k−1t
n+k−1

)

∣

∣

∣
6

6 ε(1 − t)
(

tn+1 + tn+2 + · · · + tn+k−1
)

= ε(tn+1 − tn+k) < ε ,

wie֒c
∣

∣an+1t
n+1 + an+2t

n+2 + · · · + an+kt
n+k

∣

∣ < 2ε , co dowodzi

jednostajnej zbieżności szeregu
∑

anx
n na przedziale [0, 1] .
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Przypomnijmy, że suma szeregu pote֒gowego
∑

an(x − p)n

jest różniczkowalna w punktach wewne֒trznych przedzia lu zbież-

ności i
(
∑

an(x−p)n
)′

=
∑

nan(x−p)n−1 , wie֒c pochodna też jest

suma֒ szeregu pote֒gowego, który ma taki sam promień zbieżności,

jak szereg wyjściowy. Sta֒d — latwa indukcja — wynika

Twierdzenie 26.7
Suma szeregu pote֒gowego jest wewna֒trz swego przedzia lu zbież-

ności różniczkowalna nieskończenie wiele razy.

Jeśli f(x) =
∑∞

n=0 an(x− p)n , to f (k)(p) = k!ak .

Z tego twierdzenia wynika, że jeśli równość
∑

an(x − p)n =

=
∑

bn(x−p)n zachodzi dla wszystkich liczb z pewnego przedzia lu

o środku w punkcie p , to an = bn dla n = 0, 1, . . . To twierdzenie
można wzmocnić os labiaja֒c jego za lożenia.

Twierdzenie 26.8 (zasada identyczności)

Jeśli istnieje cia֒g (xj) zbieżny do punktu p przy czym xj 6= p

dla dowolnego j i
∑∞

n=0 an(xj − p)n =
∑∞

n=0 bn(xj − p)n dla

j = 1, 2, . . . , to a0 = b0 , a1 = b1 , a2 = b2 , . . .

Dowód. Zdefiniujmy funkcje dwie f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n oraz

g(x)=
∑∞

n=0 bn(x−p)n . Sa֒ one nieskończenie wiele razy różniczko-

walne na pewnym przedziale o środku p . Ponieważ f(xj) = g(xj)

i lim
j→∞

xj = p wie֒c,

a0 = f(p) = lim
j→∞

f(xj) = lim
j→∞

g(xj) = g(p) = b0 .

Wobec tego dla każdego j ∈ {1, 2, . . .} zachodzi wzór
∞
∑

n=1

an(xj − p)n−1 =
f(xj)−f(p)

xj−p =
g(xj)−g(p)

xj−p =

∞
∑

n=1

bn(xj − p)n−1 .

Funkcje
∑∞

n=1 an(xj − p)n−1 i
∑∞

n=1 bn(xj − p)n−1 spe lniaja֒ za-

 lożenia dowodzonego twierdzenia, zatem z już udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia wynika, że a1 = b1 , co pozwala kontynuować induk-
cyjny dowód wzoru an = bn.

Definicja 26.9 (funkcji analitycznej)

Funkcja f jest analityczna w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieja֒ liczba r > 0 i cia֒g (an) takie, że jeśli |x − p| < r , to
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f(x) =
∑∞

n=0 an(x− p)n . Funkcje֒ analityczna֒ w każdym punkcie

pewnego zbioru A nazywamy analityczna֒ w zbiorze A .

Z ostatnio wykazanych twierdzeń wynika, że jeśli funkcja f
jest analityczna w punkcie p , to jest nieskończenie wiele razy
różniczkowalna w pewnym przedziale o środku w punkcie p . Wiele
z dotychczas poznanych funkcji to funkcje analityczne, np. wie-
lomiany, funkcja wyk ladnicza ex , logarytm naturalny, sinus, kosi-
nus, funkcja pote֒gowa xa . Analityczność sprawdzalísmy czasem

w punkcie 0 , czasem w punkcie 1 , ale  latwo można by lo wykazać
analityczność w innych punktach. W rozdziale poświe֒conym re-

gule de l’Hospitala i wzorowi Taylora pojawi ly sie֒ również funkcje

nieskończenie wiele razy różniczkowalne, które nie sa֒ analityczne

przynajmniej w pewnych punktach.

W przypadku funkcji analitycznych twierdzenia o lokalnych
ekstremach i punktach przegie֒cia umożliwiaja֒ wyjaśnienie charak-

teru punktu, w którym pierwsza pochodna zeruje sie֒. Wynika

to sta֒d, że jeśli funkcja analityczna w punkcie p nie jest sta la

w pewnym otoczeniu tego punktu, to któraś pochodna w tym
punkcie jest różna od zera.

Wiele twierdzeń w przypadku funkcji analitycznych ma prost-
sza֒ postać niż ich odpowiedniki dla funkcji nieskończenie wiele

razy różniczkowalnych. Teraz udowodnimy kilka twierdzeń, które
pozwola֒  latwo przekonywać sie֒ o analityczności różnych funkcji.

Warto w tym miejscu dodać, że d lugo sa֒dzono, że wszystkie funk-

cje nieskończenie wiele razy różniczkowalne sa֒ analityczne!

Twierdzenie 26.10 (o analityczności w otoczeniu)

Jeżeli funkcja f jest analityczna w punkcie p , to jest analityczna
w pewnym przedziale otwartym o środku w punkcie p .

Dowód poprzedzimy twierdzeniem o niezależności sumy sze-
regu bezwzgle֒dnie zbieżnego od kolejności jego wyrazów.

Lemat 26.11 (o dużej zmianie kolejności sumowania)

Jeśli zachodzi jedno z dwóch za lożeń:

(i) dla każdej liczby ca lkowitej m > 0 szereg
∑∞

n=0 |am,n|

jest zbieżny i

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

< +∞ ,

(ii) dla pewnego różnowartościowego przekszta lcenia

441



Szeregi pote֒gowe

σ̃:N
na−−→ N× N zachodzi nierówność

∑∞
j=0 |aσ̃(j)| < ∞ ,

to dla każdego różnowartościowego σ:N
na−−→ N×N zachodzi wzór

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

=
∞
∑

j=0

aσ(j) .

Dowód. Zaczniemy od równoważności warunków (i) oraz (ii).

Za lóżmy, że spe lniony jest warunek (i). Dla dowolnego różno-

wartościowego σ:N
na−−→ N × N szereg

∑∞
j=0 |aσ(j)| jest zbieżny,

bo
ℓ

∑

j=0

|aσ(j)| 6
p

∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

6

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

dla każdej liczby naturalnej p wie֒kszej lub równej najwie֒kszemu

z pierwszych elementów par σ(0) , σ(1) , . . . , σ(ℓ) ).

Za lóżmy teraz, że spe lniony jest warunek (ii). Dla dowolnych

liczb naturalnych p, q i dla każdej liczby naturalnej k spe lniona
jest nierówność

q
∑

m=0

(

p
∑

n=0

|am,n|
)

6

ℓ
∑

j=0

|aσ̃(j)| 6
∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| ,

gdzie ℓ jest tak duża֒ liczba֒, że wśród par σ̃(0), σ̃(1), . . . , σ̃(ℓ) zna-

jduja֒ sie֒ wszystkie pary

(0, 0) , (0, 1) , . . . , (0, p) , (1, 0) , . . . , (1, p) , (q, 0) , . . . , (q, p) .

Ustalaja֒c q i przechodza֒c do granicy przy p −→ ∞ otrzymujemy

nierówność
q

∑

m=0

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

6

∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| .

Z definicji sumy szeregu wynika, że
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

|am,n| 6
∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| .

Wykazalísmy, że z za lożenia (ii) wynika za lożenie (i).

W istocie rzeczy z dowodu równoważności warunków (i) i (ii)

wynika równość:
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

|am,n| =
∞
∑

j=0

|aσ̃(j)| ,
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przy czym jest ona prawdziwa zawsze, również wtedy, gdy sumy
nie sa֒ skończone.

Niech ε > 0 . Dla każdego m istnieje taka liczba k(m) ∈ N ,

że
∑∞

n=k(m)+1 |am,n| < ε
2m+3 . Wtedy

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

n=k(m)+1

|am,n| <
ε

2m+3
,

zatem
∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

)

∣

∣

∣

∣

<
ε

8
+

ε

16
+

ε

32
+ · · · =

ε

4
.

Niech r(ε) i µ(ε) be֒da֒ takimi liczbami naturalnymi, że
∞
∑

j=r(ε)+1

|aσ(j)| <
ε

4
i

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

<
ε

4
.

Niech ρ(ε) oznacza taka֒ liczbe֒ naturalna֒, że
{

σ(0), σ(1), . . . , σ
(

r(ε)
)

}

⊆

⊆
{

(

0, 0
)

,
(

0, 1
)

, . . . ,
(

0, k(0)
)

}

∪
{

(

1, 0
)

, . . . ,
(

1, k(1)
)

}

∪

∪ . . . ∪
{

(

µ(ε), 0
)

, . . . ,
(

µ(ε), k[µ(ε)]
)

}

⊆

⊆
{

σ(0), σ(1), σ(2), . . . , σ
[

ρ(ε)
]

}

.

Wtedy zachodza֒ nierówności
∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

−
∞
∑

j=0

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

am,n

)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

µ(ε)
∑

m=0

(

k(m)
∑

n=0

am,n

)

−
ρ(ε)
∑

j=0

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

µ(ε)
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

am,n

)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∞
∑

j=ρ(ε)+1

aσ(j)

∣

∣

∣

∣

6

6

∞
∑

m=µ(ε)+1

(

∞
∑

n=0

|am,n|
)

+

ρ(ε)
∑

j=r(ε)+1

|aσ(j)| +

+

µ(ε)
∑

m=0

(

∞
∑

n=k(m)+1

|am,n|
)

+
∞
∑

j=ρ(ε)+1

|aσ(j)| <
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε .

443



Szeregi pote֒gowe

Ponieważ ε jest dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒, wie֒c zachodzi równość
∞
∑

m=0

(

∞
∑

n=0

am,n

)

=
∞
∑

j=0

aσ(j) .

Dowód twierdzenia o analityczności w otoczeniu. Niech

f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n , r niech be֒dzie promieniem zbieżności sz-

eregu pote֒gowego i niech q be֒dzie taka֒ liczba֒, że |q − p| < r. Jeśli

|x − q| < r − |q − p| , czyli |x − q| + |q − p| < r , to
∞
∑

n=0

(

∞
∑

k=0

|an|
(

n
k

)

|x−q|k|q − p|n−k
)

=
∞
∑

n=0

|an|
(

|x− q|+|q− p|
)n
<∞.

Korzystaja֒c z lematu o dużej zmianie kolejności sumowania mo-

żemy napisać:

f(x) =

∞
∑

n=0

an(x− p)n =

∞
∑

n=0

an

(

∞
∑

k=0

(

n
k

)

(x− q)k(q − p)n−k
)

=

=

∞
∑

k=0

(

∞
∑

n=0

an
(

n
k

)

(x− q)k(q − p)n−k
)

=

=

∞
∑

k=0

(

∞
∑

n=0

an
(

n
k

)

(q − p)n−k
)

(x− q)k ,

a to oznacza, że funkcja f jest analityczna w punkcie q . Dowód
zosta l zakończony.

Uwaga 26.12
Z dowodu twierdzenia o analityczności w otoczeniu wynika, że
promień zbieżności szeregu Taylora funkcji f w punkcie q jest

równy co najmniej r − |q − p| . Może być wie֒kszy, o czym prze-

konamy sie֒ niebawem. Niech f(x) = 1
1+x

. Zachodzi równość

f(x) =
∑∞

n=0(−x)n =
∑∞

n=0(−1)nxn ,

wie֒c w tym przypadku promień zbieżności szeregu Taylora w punk-

cie 0 jest równy 1 . Rozwiniemy funkcje֒ f wokó l punktu 1
2 .

Mamy też

f(x) = 1
3/2+(x−1/2) = 2

3
1

1+(2/3)(x−1/2) = 2
3

∑∞
n=0

(

− 2
3

)n(
x− 1

2

)n
,

wie֒c teraz promień zbieżności jest równy 3
2 > 1

2 = 1 −
∣

∣

1
2 − 0

∣

∣ .

W podobny sposób wykazujemy, że promień zbieżności szeregu

Taylora funkcji f w punkcie −1
2 jest równy 1

2 = 1−
∣

∣− 1
2 − 0

∣

∣ .
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Wniosek 26.13
Z twierdzenia o analityczności w otoczeniu wynika, że funkcja
wyk ladnicza, funkcje sinus i kosinus, wielomiany sa֒ analityczne

w każdym punkcie. Z dowodu twierdzenia wynika natomiast, że
promienie zbieżności ich szeregów Taylora w każdym punkcie sa֒

równe +∞ .

Przyk lad 26.1 Udowodnilísmy wcześniej, że dla x ∈ (−1, 1]

zachodzi równość ln(1 + x) =
∑∞

n=0(−1)n 1
n+1x

n+1 . Wynika sta֒d

analityczność funkcji ln w każdym punkcie przedzia lu otwartego

(−1, 1) . w rzeczywistości jest ona analityczna w każdym punkcie

pó lprostej (0,∞) . Jeśli p > 0 , to ln(p + h) = ln p + ln
(

1 + h
p

)

=

=
∑∞

n=0(−1)n 1
n+1

(

h
p

)n+1
=

∑∞
n=0

−1
n+1

(−1
p

)n+1
xn+1 . Oczywíscie

promień zbieżności otrzymanego szeregu jest równy |p| .

Uwaga 26.14
Rozwinie֒cie logarytmu naturalnego wokó l punktu 1 można uzys-

kać znacznie prościej niż poprzednio: wystarczy stwierdzić, że
promień zbieżności szeregu jest równy 1 , np. stosuja֒c kryterium

ilorazowe, a naste֒pnie stwierdzić, że zachodzi naste֒puja֒ca równość
(

ln(1+x)−∑∞
n=0(−1)n 1

n+1
xn+1

)′
= 0 , z której wynika, że funkcja

ln(1 + x) −∑∞
n=0(−1)n 1

n+1
xn+1 jest sta la na przedziale (−1, 1) ,

a potem obliczyć jej wartość w punkcie 0 .

Przyk lad 26.2 Udowodnilísmy już wcześniej, że dla dowolnej

liczby x ∈ (−1, 1) zachodzi wzór (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn , wie֒c

wykazalísmy analityczność funkcji xa w punkcie 1 . Sta֒d wynika

 latwo, że jest ona analityczna w każdym punkcie p > 0 . Mamy

(p + h)a = pa
(

1 + h
p

)a
= pa

∑∞
n=0

(

a
n

)(

h
p

)n
dla dowolnej liczby h ,

której wartość bezwzgle֒dna jest mniejsza niż p .

Uwaga 26.15

Rozwinie֒cie (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn można uzyskać prościej niż

poprzednio. Bez trudu stwierdzamy, że dla każdego a ∈ R , które
nie jest liczba֒ ca lkowita֒ nieujemna֒, promień zbieżności szeregu
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn jest równy 1 , a gdy a jest liczba֒ ca lkowita֒ nieujemna֒

promieniem zbieżności jest +∞ . Jeśli f(x) =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn , to
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(1 + x)f ′(x) =
∞
∑

n=1

n
(

a
n

)

xn−1 +
∞
∑

n=1

n
(

a
n

)

xn = a+ a
∞
∑

n=2

(

a−1
n−1

)

xn−1 +

+a
∞
∑

n=1

n
(

a−1
n−1

)

xn = a + a
∞
∑

n=1

(

a−1
n

)

xn + a
∞
∑

n=1

(

a−1
n−1

)

xn =

= a + a
∞
∑

n=1

(

a
n

)

xn =
∞
∑

n=0

(

a
n

)

xn = af(x) — skorzystalísmy z tego,

że n
(

a
n

)

= a
(

a−1
n−1

)

i
(

a−1
n

)

+
(

a−1
n−1

)

=
(

a
n

)

. Teraz mamy
(

f(x)(1 + x)−a
)′

= f ′(x)(1 + x)−a − af(x)(1 + x)−a−1 =

= (1 + x)−a−1
(

(1 + x)f ′(x) − af(x)
)

= 0 ,

wie֒c dla każdego x ∈ (−1, 1) zachodzi równość f(x)(1 + x)−a =

=f(0)(1 + 0)−a = 1 , czyli f(x) = (1 + x)a .

Z tego, co napisalísmy wyżej wynika, że w cze֒sto warto przyj-

rzeć sie֒ szeregowi Taylora, który można znaleźć np. obliczaja֒c

pochodne funkcji w interesuja֒cym nas punkcie, naste֒pnie wykazać

jakoś zbieżność szeregu, a potem wykazać równość funkcji i sumy
szeregu. Celowo unikamy postaci reszty we wzorze Taylora, bo
w pewnych przypadkach to skuteczna metoda, ale w innych wy-

maga sporo wysi lku, np. ln(1+x) , (1+x)a . Można przekonać sie֒

o tym ogla֒daja֒c starsze podre֒czniki, w których stosowano wzory

na postać reszty zgodnie z panuja֒ca֒ wówczas moda֒.

Wykażemy teraz jeszcze kilka w lasności funkcji analitycznych,
które u latwiaja֒ zajmowanie sie֒ nimi.

Twierdzenie 26.16
Jeśli funkcje f i g sa֒ analityczne w punkcie p , to również funkcje

f + g , f − g i f · g sa֒ analityczne w tym punkcie p .

Dowód. Jeśli f(p + h) =
∑∞

n=0 anh
n , g(p + h) =

∑∞
n=0 bnh

n ,

to (f + g)(p + h) =
∑∞

n=0(an + bn)hn , co dowodzi analityczności

sumy funkcji analitycznych. W taki sam sposób dowodzimy ana-
lityczności różnicy funkcji analitycznych. Analityczność iloczynu
funkcji analitycznych wynika z twierdzenia Cauchy’ego o mnoże-

niu szeregów bezwzgle֒dnie zbieżnych (szeregi pote֒gowe wewna֒trz

swych przedzia lów zbieżności sa֒ bezwzgle֒dnie zbieżne).
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Twierdzenie 26.17 (o analityczności z lożenia)

Jeśli funkcja f jest analityczna w punkcie p , a funkcja g jest

analityczna w punkcie f(p) , to ich z lożenie g ◦ f jest analityczne

w punkcie p .

Dowód. Niech f(x) =
∑∞

n=0 an(x−p)n , jeśli |x−p| < r i r > 0

oraz g(y) =
∑∞

n=0 bn
[

y − f(p)
]n

, jeśli |y − f(p)| < ρ , ρ > 0 .

Ponieważ funkcja zdefiniowana szeregiem pote֒gowym jest cia֒g la

i szereg pote֒gowy jest wewna֒trz swego przedzia lu zbieżności jest

zbieżny bezwzgle֒dnie, wie֒c istnieje taka liczba dodatnia r0 < r ,

że jeśli |x − p| < r0 , to
∑∞

n=1 |an| · |x − p|n < ρ . Wynika sta֒d,

że
∑∞

j=0 |bj |
(
∑∞

n=0 |an| · |x − p|n
)j

< ∞ , dzie֒ki czemu możemy

zmieniać kolejność sumowania dowolnie. Z twierdzenia o mnożeniu
szeregów wynika można szereg pote֒gowy podnieść do dowolnej

naturalnej pote֒gi. W wyniku otrzymujemy szereg pote֒gowy. Niech
(
∑∞

n=1 an ·(x−p)n
)j

=
∑∞

n=jaj,n(x−p)n . Z nierówności trójka֒ta

wnioskujemy, że prawdziwa jest nierówność
∑∞

n=j |aj,n| · |x− p|n 6
(
∑∞

n=1 |an| · |x− p|n
)j

.

Wynika sta֒d, że szeregu podwójnym
∑∞

j=0 bj
(
∑∞

n=jaj,n(x− p)n
)

można zmieniać kolejność wyrazów dowolnie nie wp lywaja֒c na jego

zbieżność ani sume֒. Mamy wie֒c
∞
∑

j=0

bj

(

∞
∑

n=j

aj,n(x− p)n
)

=

∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

bj aj,n

)

(x− p)n .

Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 26.18
Iloraz funkcji analitycznej przez funkcje֒ analityczna֒ różna֒ od 0

jest funkcja֒ analityczna֒

Dowód. Jeśli g jest funkcja֒ analityczna֒ i g(p) 6= 0 , to funkcja
1

g(x)
jest analityczna w punkcie p , bo jest z lożeniem funkcji anali-

tycznej g z funkcja֒ 1
y

analityczna֒ w punkcie g(p) . Jeśli funkcja

f jest analityczna w punkcie p , to iloraz f(x)
g(x) = f(x) · 1

g(x) jest

analityczny w punkcie p jako iloczyn funkcji analitycznych.
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Wniosek 26.19
Każda funkcja wymierna jest analityczna.

Twierdzenie 26.20 (o analityczności funkcji odwrotnej)

Jeśli funkcja f jest analityczna w punkcie p i f ′(p) 6= 0 , to

po ograniczeniu jej dziedziny do dostatecznie ma lego otoczenia
punktu p otrzymujemy funkcje֒ różnowartościowa֒, której funkcja

odwrotna jest analityczna.

Dowód. Niech T (y) = y − f(p) i S(x) = x + p . Funkcje T

i S sa֒ analityczne i odwrotne do nich też, wie֒c możemy zaja֒ć

sie֒ istnieniem funkcji odwrotnej do funkcji g := T ◦ f ◦ S . Jeśli

zdo lamy wykazać, że to z lożenie ma funkcje֒ odwrotna֒, to be֒dziemy

mogli napisać, że prawdziwy jest wzór f−1 = S ◦ (T ◦f ◦S)−1 ◦T ,

wie֒c na mocy poprzedniego twierdzenia funkcja f−1 okaże sie֒ być

funkcja֒ analityczna֒. Oczywíscie g(0) = T ◦ f ◦ S(0) = 0 . Niech

g(x) = T ◦f ◦S(x) =
∑∞

n=1 anx
n . Wtedy a1 = g′(0) = f ′(p) 6= 0 .

Chcemy udowodnić, że funkcja g−1 jest analityczna w punkcie 0 .

Za lóżmy, że g−1(x) =
∑∞

n=1 bnx
n dla dostatecznie ma lych

liczb |x| . Udowodnimy, że ta równość wyznacza liczby b1, b2, . . . .

Wynika z niej i z twierdzenia o z lożeniu funkcji analitycznych, że
w pewnym otoczeniu 0 spe lniona jest równość

x =

∞
∑

n=1

an

(

∞
∑

j=1

bjx
j
)n

= a1

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)

+

+ a2

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)2
+ a3

(

b1x + b2x
2 + · · ·

)3
+ · · · .

Zmieniaja֒c kolejność sumowania otrzymujemy:

x = a1b1x +
[

a1b2 + a2b
2
1

]

x2 +
[

a1b3 + 2a2b1b2 + a3b
3
1

]

x3 +

+
[

a1b4 + 2a2b1b3 + a2b
2
2 + 3a3b

2
1b2 + a4b

4
1

]

x4 + · · · .
Wynika z tej równości kolejno, że

b1 = 1
a1

b2 = − 1
a1

[

a2b
2
1

]

;

b3 = − 1
a1

[

2a2b1b2 + a3b
3
1

]

;

b4 = − 1
a1

[

2a2b1b3 + a2b
2
2 + 3a3b

2
1b2 + a4b

4
1

]

.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Widzimy wie֒c, że udaje sie֒ obliczyć kolejno b1, b2, . . . Wobec tego
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możliwe jest napisanie wzoru na funkcje֒ odwrotna֒ w postaci sze-

regu pote֒gowego, co prawie kończy dowód. Nie wiemy nic o zbież-

ności otrzymanego szeregu. Teoretycznie mog loby sie֒ okazać, że

jego promień zbieżności równy jest 0 .

Zajmiemy sie֒ tym problemem. Ponieważ promień zbieżnoś-

ci szeregu
∑

anx
n jest dodatni, wie֒c istnieje taka liczba c > 0 ,

że szereg
∑

anc
n jest zbieżny bezwzgle֒dnie. Wynika sta֒d, że

lim
n→∞

anc
n = 0 , zatem cia֒g

(

anc
n
)

jest ograniczony. Oznacza to,

że istnieje liczba M > 0 taka, że dla każdej liczby naturalnej n

zachodzi nierówność |ancn| 6 M , zatem |an| 6 Mc−n . Zdefiniu-

jemy pomocnicza֒ funkcje֒ analityczna֒ za pomoca֒ wzoru

h(x) = |a1|x−Mc−2x2 −Mc−3x3 − · · · .
Znajdujemy wspó lczynniki d1, d2, . . . szeregu Maclaurina funk-

cji h−1 . Wyrażamy je za pomoca֒ wzorów otrzymanych na wspó l-

czynniki funkcji g−1 , w których liczby a1 , a2 , a3 ,. . . zaste֒puje-

my kolejno liczbami |a1|,−Mc−2,−Mc−3, . . . . Mamy wie֒c

d1 = 1
|a1| > |b1| ,

d2 = − 1
|a1|

[

−Mc−2d2
1

]

= 1
|a1|

[

Mc−2d2
1

]

>

∣

∣

∣
− 1

a1

[

a2b
2
1

]

∣

∣

∣
= |b2| ,

d3 = − 1
|a1|

[

− 2Mc−2d1d2 −Mc−3d3
1

]

=

= 1
|a1|

[

2Mc−2d1d2 + Mc−3d3
1

]

>

∣

∣

∣
− 1

a1

[

2a2b1b2 + a3b
3
1

]

∣

∣

∣
= |b3| .

Analogicznie d4 > |b4| itd. (INDUKCJA!). Wynika sta֒d, że

wystarczy wykazać, że promień zbieżności szeregu
∑

dnx
n jest

dodatni!26.1 Mamy

y = h(x) = |a1|x−Mc−2x2 −Mc−3x3 − · · · =

= |a1|x− Mc−2x2

1−c−1x = |a1|c2x−(|a1|c+M)x2

c2−cx ,

czyli (|a1|c+M)x2−(cy+|a1|c2)x+c2y = 0 . Otrzymane równanie

kwadratowe rozwia֒zujemy bez trudu:

x= 1
2(|a1|c+M)

[

(cy + |a1|c2)±
√

(cy + |a1|c2)2 − 4c2y(|a1|c + M)
]

.

Ponieważ h(0) = 0 , wie֒c również h−1(0) = 0 . Sta֒d

26.1
Ze zbieżności szeregu o wie֒kszych, nieujemnych wyrazach wynika zbieżność

szeregu o mniejszych, nieujemnych wyrazach.
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x = 1
2(|a1|c+M)

[

(cy+|a1|c2)−
√

(cy + |a1|c2)2 − 4c2y(|a1|c + M)
]

.

Wyrazilísmy x jako funkcje֒ zmiennej y i to funkcje֒ analityczna֒,

bowiem z lożenie funkcji analitycznych, suma i różnica funkcji ana-
litycznych sa֒ funkcjami analitycznymi, wielomian i pierwiastek

kwadratowy też sa֒ analityczne. Dowód zosta l zakończony.

Z udowodnionych twierdzeń wynika od razu, że funkcje anali-
tyczne w ustalonym punkcie tworza֒ zbiór zamknie֒ty ze wzgle֒du na

dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie przez te, które nie
przyjmuja֒ wartości 0 . Można je też sk ladać i odwracać. Wyjaśnia

to, dlaczego praktycznie wszystkie, którymi sie֒ zajmujemy, sa֒ ana-

lityczne, czasem z wyja֒tkiem nielicznych punktów, jak np. funkcja

x13|x| , która nie jest analityczna w punkcie 0 . Bardziej am-

bitny przyk lad to funkcja zdefiniowana równościami f(x) = 0 dla

x 6 0 i f(x) = e−1/x dla x > 0 . Ta funkcja jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna. Mamy f (n)(0) = 0 dla n = 1, 2, . . . .

Gdyby by la analityczna w punkcie 0 , to zachodzi laby równość

f(x) = 0 + 0
1!x + 02

2! x
2 + · · · = 0 dla dostatecznie ma lych |x| , ale

tak nie jest dla żadnego x > 0 .

Przyk lad 26.3 Rozwiniemy funkcje֒ 1
(1+x)3

w szereg pote֒gowy

o środku w punkcie 0 . Natychmiast nasuwaja֒ sie֒ trzy metody

poste֒powania:

1◦ obliczyć pochodne funkcji w punkcie 0 i stwierdzić, że
jest ona równa sumie swego szeregu Taylora w pewnym
otoczeniu punktu 0 , bo jest analityczna w tym punkcie
jako iloraz funkcji analitycznych;

2◦ rozwina֒ć w szereg pote֒gowy o środku w punkcie 0 funk-

cje֒ 1
1+x

i podnieść wynik do trzeciej pote֒gi korzystaja֒c

z twierdzenia Cauchy’ego o mnożeniu szeregów zbieżnych
bezwzgle֒dnie;

3◦ rozwina֒ć w szereg pote֒gowy o środku w punkcie 0 funk-

cje֒ 1
1+x i skorzystać z wzoru

(

1
1+x

)′′
= 2

(1+x)3 oraz

twierdzenia o różniczkowaniu szeregów pote֒gowych.

Nie korzystamy z już poznanego wzoru dwumianowego Newtona

(1 + x)−3 =
∑∞

n=0

(−3
n

)

xn , choć to naj latwiejsza metoda w tym
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przypadku, bo na jednym prostym przyk ladzie pokazujemy, jak
dzia laja֒ różne metody omijaja֒ce postać reszty we wzorze Taylora.

1◦ Mamy
(

(1+x)−3
)(n)

= (−1)n (n+2)!
2! (1+x)−3−n . W punk-

cie 0 ta pochodna równa jest (−1)n (n+2)!
2!

. Sta֒d wynika równość

(1 + x)−3 =
∑∞

n=0(−1)n (n+2)!
n!·2! xn dla każdej liczby x , dla której

szereg
∑∞

n=0(−1)n (n+2)!
n!·2! xn jest zbieżny, wie֒c dla x ∈ (−1, 1) .

2◦ Z wzoru na sume֒ szeregu geometrycznego dla x ∈ (−1, 1)

wynika, że 1
1+x = 1 − x + x2 − x3 + · · · =

∑∞
n=0(−x)n , a sta֒d:

1
(1+x)2

=
(

∑∞
n=0(−x)n

)(

∑∞
n=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(−x)k(−x)n−k

)

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0(n + 1)(−x)n .

Mnożymy dalej

1
(1+x)3 = 1

(1+x)2 · 1
1+x =

(

∑∞
n=0(n + 1)(−x)n

)

·
(

∑∞
n=0(−x)n

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(k + 1)(−x)k(−x)n−k

)

=

=
∑∞

n=0

(

∑n
k=0(k + 1)(−x)n

)

=
∑∞

n=0
(n+2)(n+1)

2 (−x)n =

=
∑∞

n=0

(

n+2
2

)

(−x)n .

3◦ Mamy 1
1+x = 1− x+ x2 − x3 + · · · =

∑∞
n=0(−x)n , zatem

1
(1+x)3 = 1

2

(

1
1+x

)′′
= 1

2

∑∞
n=2 n(n− 1)(−x)n−2 =

= 1
2

∑∞
n=0(n + 2)(n + 1)(−x)n =

∑∞
n=0

(

n+2
2

)

(−x)n .

Przyk lad 26.4 Niech f(x) = x
1−x−x2 dla tych x ∈ R , dla

których 1 − x − x2 6= 0 , tzn. dla x 6= 1
2 (−1 ±

√
5) . Funkcja f

jest analityczna jako iloraz dwu funkcji analitycznych. Znajdziemy

jej szereg Taylora w punkcie 0 . Zachodzi równość 1 − x− x2 =

= −
(

x−−1+
√

5
2

)(

x−−1−
√

5
2

)

. Oznaczmy b = −1+
√

5
2

, c = −1−
√

5
2

.

Mamy b + c = −1 , bc = −1 i b − c =
√

5 . Wobec tego

możemy napisać x
1−x−x2 = −x

(x−b)(x−c) = −x
b−c

(

1
x−b − 1

x−c

)

=

=−x√
5

(

1
c

1
1−x/c

− 1
b

1
1−x/b

)

= −x√
5

(

1
c

∑∞
n=0

(

x
c

)n − 1
b

∑∞
n=0

(

x
b

)n)
=

=
√

5
5

(

∑∞
n=0

(

x
b

)n+1−
∑∞

n=0

(

x
c

)n+1
)

=
√

5
5

∑∞
n=1(−x)n(cn−bn) =
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= 1√
5

∞
∑

n=1

xn((−c)n− (−b)n) = 1√
5

∞
∑

n=1

xn
((

1+
√

5
2

)n−
((

1−
√

5
2

))n
.

Przyk lad 26.5 Znajdziemy wzór na n –ty wyraz cia֒gu Fi-

bonacciego, który jest zdefiniowany w naste֒puja֒cy sposób: a1 =1,

a2 = 1 oraz an+2 = an+1 + an .

Niech F (x) =
∑∞

n=1 anx
n dla tych x , dla których szereg

∑∞
n=1 anx

n jest zbieżny. Z definicji cia֒gu (an) wynika, że

x2f(x) + xf(x) =

∞
∑

n=1

anx
n+2 +

∞
∑

n=1

anx
n+1 =

=

∞
∑

n=1

anx
n+2 +

∞
∑

n=1

an+1x
n+2 + a1x

2 =

∞
∑

n=1

an+2x
n+2 + a1x

2 =

= F (x) − (a1x + a2x
2) + a1x

2 = F (x) − a1x = F (x) − x .

Sta֒d wynika, że F (x) = x
1−x−x2 dla wszystkich tych x , dla któ-

rych szereg jest zbieżny. Bez trudu ( latwa indukcja) dowodzimy,

że 0 < an < 2n , a to oznacza, że dla każdego x ∈
(

− 1
2 ,

1
2 ) szereg

jest zbieżny. Z rezultatów uzyskanych w poprzednim przyk ladzie
wynika, że

∞
∑

n=1

anx
n = F (x) = x

1−x−x2 =
√

5
5

∞
∑

n=1

xn
((

1+
√

5
2

)n −
(

1−
√

5
2

)n)
.

Oznacza to, że an = 1√
5

((

1+
√

5
2

)n −
(

1−
√

5
2

)n)
.

Teraz udowodnimy twierdzenie udowodnione przez L.Eulera,
z którego skorzystamy w dalszym cia֒gu. Samo twierdzenie też jest

warte poznania.

Twierdzenie 26.21 (o postaci iloczynowej sinusa)

Dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość

sin x = x
(

1 − x2

π2

)(

1 − x2

4π2

)(

1 − x2

9π2

)

· . . . = x
∞
∏

n=1

(

1 − x2

n2π2

)

.

Dowód. Udowodnimy najpierw, że dla każdej liczby naturalnej
n istnieja֒ takie wielomiany Pn i Qn stopnia n , że dla każdego

α ∈ R zachodza֒ równości

sin(2n + 1)α = sinαPn(sin2 α) i cos(2n + 1)α = cosαQn(cosα) .

Wynika to z naste֒puja֒cych wzorów (indukcja):
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sin(2n + 1)α = sin
(

(2n − 1)α + 2α
)

= sin(2n − 1)α cos 2α +

+ sin 2α cos(2n− 1)α = sinα(1 − 2 sin2 α)Pn−1(sin2 α) +

+ 2 sinα(1 − sin2 α)Qn−1(1 − sin2 α) ;

cos(2n + 1)α = cos
(

(2n − 1)α + 2α
)

= cos(2n − 1)α cos 2α −
− sin(2n− 1)α sin 2α = cosα(2 cos2 α− 1)Qn−1(cos2 α) −

− 2 cosα(1 − cos2 α)Pn−1(1 − cos2 α) .

Każda z liczb sin2 π
2n+1 < sin2 2π

2n+1 < . . . < sin2 nπ
2n+1 jest

pierwiastkiem Pn , bo 0 = sin(kπ) = sin kπ
2n+1

Pn(sin2 kπ
2n+1

) oraz

sin kπ
2n+1

6= 0 dla k = 1, 2, . . . , n . Niech xk = sin2 kπ
2n+1

dla

k = 1, 2, . . . , n . Wobec tego, że liczba pierwiastków jest równa
stopniowi wielomianu, istnieje taka liczba An , że równość

Pn(x) = An

(

1 − x
x1

)(

1 − x
x2

)

. . .
(

1 − x
xn

)

zachodzi dla wszystkich x ∈ R , zatem
sin(2n+1)α

sinα
= An

(

1 − sin2 α
x1

)(

1 − sin2 α
x2

)

· . . . ·
(

1 − sin2 α
xk

)

.

Z równości lim
α→0

sin(2n+1)α
sinα = 2n+ 1 i lim

α→0

(

1− sin2 α
xj

)

= 1 wynika,

że An = 2n + 1 . Mamy wie֒c

sin(2n + 1)α = (2n + 1) · sinα ·
·
(

1 − sin2 α
sin2 π

2n+1

)

·
(

1 − sin2 α
sin2 2π

2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 α
sin2 nπ

2n+1

)

.

Podstawiaja֒c α = x
2n+1

otrzymujemy

sin x = (2n + 1) · sin x
2n+1 ·

(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)

·

·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 2π
2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 nπ
2n+1

)

.

Zajmiemy sie֒ granica֒ prawej strony przy n −→ ∞ . Niech

rn,k(x) =
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 (k+1)π
2n+1

)

·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 (k+2)π
2n+1

)

· . . . ·
(

1 − sin2 x
2n+1

sin2 nπ
2n+1

)

.

Zak ladać be֒dziemy, że k > 1 jest tak duża֒ liczba֒ naturalna֒,

że zachodza֒ nierówności x2

4k2 < 1
2 i x2 < k .

Sinus jest funkcja֒ ścísle wkle֒s la֒ na przedziale [0, π] , wie֒c
2α
π < sinα < α dla α ∈

(

0, π
2

)

. Dalej zak ladamy, że n > ℓ > k .

Mamy sin2 x
2n+1 6

x2

(2n+1)2 i sin2 ℓπ
2n+1 > 4

π2
ℓ2π2

(2n+1)2 = 4ℓ2

(2n+1)2 .

Sta֒d wynika, że: 1 > 1 − sin2 x
2n+1

sin2 ℓπ
2n+1

> 1 − x2

4ℓ2 > 1 − x2

ℓ2 .
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Jeśli −1 < cj 6 0 dla j = 1, 2, . . . ,m , to zachodzi nierówność

Bernoulliego (1 + c1)(1 + c2) . . . (1 + cm) > 1 + c1 + c2 + · · · + cm
—  latwiutka indukcja. Mamy wobec tego

rn,k(x) >
(

1 − x2

(k+1)2

)(

1 − x2

(k+2)2

)

· . . . ·
(

1 − x2

n2

)

>

> 1 − x2

(k+1)2
− x2

(k+2)2
− · · · − x2

n2 >

> 1 − x2

k(k+1) − x2

(k+1)(k+2) − · · · − x2

(n−1)n =

= 1− x2

k + x2

k+1 − x2

k+1 + x2

k+2 −· · ·− x2

n−1 + x2

n = 1− x2

k + x2

n > 1− x2

k .

Z otrzymanego oszacowania wynika, że iloczyn

sn,k(x) = x
sin x

2n+1
x

2n+1

(

1− sin2 x
2n+1

sin2 π
2n+1

)(

1− sin2 x
2n+1

sin2 2π
2n+1

)

. . .
(

1− sin2 x
2n+1

sin2 kπ
2n+1

)

znajduje sie֒ mie֒dzy liczbami sin x i k
k−x2 sin x , bowiem sin x =

=sn,k(x) · rn,k(x) . Obliczaja֒c granice֒ otrzymujemy naste֒puja֒ca֒

równość lim
n→∞

sn,k(x) = x
(

1− x2

π2

)(

1− x2

4π2

)

. . .
(

1− x2

k2π2

)

, a z niej

wynika, że sin x 6 x
(

1− x2

π2

)(

1− x2

4π2

)

. . .
(

1− x2

k2π2

)

6
k

k−x2 sin x ,

jeśli sin x > 0 . Jeżeli natomiast sin x < 0 , to otrzymujemy nie-

równość sinx > x
(

1 − x2

π2

)(

1 − x2

4π2

)

. . .
(

1 − x2

k2π2

)

>
k

k−x2 sin x .

Z twierdzenia o trzech cia֒gach wynika wie֒c, że jeśli sin x 6= 0 ,

to zachodzi równość sin x = x

∞
∏

k=1

(

1 − x2

k2π2

)

, której dowód by l

naszym celem. Jeśli natomiast sinx = 0 , to x = ℓπ dla pewnej

liczby ca lkowitej ℓ , ale wtedy x

∞
∏

k=1

(

1 − x2

k2π2

)

= 0 , wie֒c również

w tym przypadku równość ma miejsce.

Uwaga 26.22

W istocie rzeczy wykazalísmy, że zbieżność jest nie tylko punk-
towa, ale jednostajna na przedzia lach ograniczonych, choć nie jest
jednostajna na ca lej prostej.

Przyk lad 26.6 Jeśli liczba x nie jest ca lkowita֒ wielokrotnościa֒

liczby π , to zachodzi równość ctg x = 1
x

+
∑∞

n=1
2x

x2−n2π2 .

Mamy | sin x| = |x| lim
n→∞

(∣

∣1 − x2

π2

∣

∣

∣

∣1 − x2

4π2

∣

∣ . . .
∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣

)

,

wie֒c ln | sin x| = ln |x| +
∑∞

n=1 ln
∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣ . Szereg pochodnych,
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czyli 1
x

+
∑∞

n=1

−2x

n2π2

1− x2

n2π2

= 1
x

+
∑∞

n=1
2x

x2−n2π2 , jest jednostaj-

nie zbieżny na każdym przedziale, który nie zawiera ca lkowitych

wielokrotności liczby π , bo jeśli kπ < a 6 x 6 b < (k + 1)π , to
∣

∣

2x
x2−n2π2

∣

∣ 6
2(1+|k|)π

n2π2−(1+|k|)2π2 6
2(1+|k|)

π
· 2
n2 = 4(1+|k|)

πn2 dla każdej

liczby naturalnej n , dla której n2 − (1 + |k|)2 > 1
2n

2 . Sta֒d

i ze zbieżności szeregu
∑

1
n2 wynika jednostajna zbieżność szeregu

pochodnych na przedziale [a, b] . Wobec tego wolno różniczkować

szereg
∑∞

n=1

∣

∣1 − x2

n2π2

∣

∣ ,,wyraz po wyrazie”, zatem

ctg x = (ln | sin x|)′ = 1
x +

∑∞
n=1

2x
x2−n2π2 .

Przyk lad 26.7 Przedstawimy funkcje֒ x ctg x w postaci sumy

szeregu pote֒gowego o środku w punkcie 0 — jest to możliwe,

bo funkcja x
sin x

= 1

1−x2

3! +x4

5! − x6

7! +···
jest analityczna w punkcie

0 i wobec tego funkcja x ctg x = x
sin x · cosx jest analityczna jako

iloczyn funkcji analitycznych. Jeśli |x| < π i n > 1 , to 2x2

x2−n2π2 =

=−2x2

n2π2
1

1−x2/(nπ)2 = −2x2

n2π2

∑∞
k=0

(

x2

n2π2

)k
= −2

∑∞
k=0

(

x
nπ

)2(k+1)
.

Szeregi te sa֒ zbieżne bezwzgle֒dnie, wie֒c

x ctg x = 1 + 2x2

x2−n2π2 = 1 − 2
∑∞

n=1

∑∞
k=0

(

x
nπ

)2(k+1)
=

= 1 − 2
∑∞

n=1

∑∞
k=1

(

x
nπ

)2k
= 1 − 2

∑∞
k=1

(

x2k
∑∞

n=1
1

n2kπ2k

)

.

Przypomnijmy, że ζ(z) =
∑∞

n=1
1
nz , wie֒c ζ(2k) =

∑∞
n=1

1
n2k .

Wobec tego x ctg x = 1−
∑∞

k=1
2

π2k ζ(2k)x2k . Mamy
(

x ctg x
)′

=

= ctg x− x
sin2 x

= cosx sin x−x
sin2 x

. Obliczamy druga֒ pochodna֒ w zerze:
(

x ctg x
)′′
x=0

= lim
h→0

cosh sinh−h
h sin2 h

= lim
h→0

(1−h2/2)(h−h3/6)−h
h3 = −2

3

— zasta֒pilísmy funkcje kosinus i sinus ich trzecimi wielomianami

Taylora. Sta֒d wniosek: 1
2

(

− 2
3

)

= − 2
π2 ζ(2) = − 2

π2

(
∑∞

n=1
1
n2

)

,

zatem
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6 .

Uwaga 26.23 (o funkcjach hiperbolicznych)

Podamy teraz definicje kosinusa i sinusa hiperbolicznego.

coshx = 1
2

(

ex + x−x
)

, sinh x = 1
2

(

ex − x−x
)

.

Czytelnik sprawdzi, że jeśli x, y ∈ R , to zachodza֒ równości
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cosh2 x− sinh2 x = 1 ,

cosh(x + y) = coshx cosh y + sinh x sinh y ,

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y ,

lim
x→0

sinh x
x = 1 .

Podobnie jak w przypadku kosinusa i sinusa można udowodnić, że
podane równości jednoznacznie definiuja֒ te funkcje.

Definiowany jest również tangens hiperboliczny i kotangens

hiperboliczny: tgh x = sinh x
coshx i ctgh x = coshx

sinh x . Można dowieść,

że sinh x = x
∏∞

n=1

(

1 + x2

n2π2 ) dla każdego x ∈ R . Z tego wzoru

Czytelnik może wyprowadzić wzór ctgh x = 1
x + 2

∑∞
n=1

x
x2+n2π2 .

Można też wykazać, że x ctgh x = 1+2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

π2n .

Przyk lad 26.8 Opowiemy krótko o tzw. liczbach Bernoulliego,

które zacza֒ l używać Jacob Bernoulli (1654 – 1705)26.2 w zwia֒zku

z wzorami na sume֒ pote֒g kolejnych liczb naturalnych.

Wykażemy najpierw, że dla każdej liczby ca lkowitej k > 0
istnieje taki wielomian wk stopnia k + 1 , że dla każdego n za-

chodzi wzór 1k + 2k + · · · + nk = wk(n) . Dla k = 0 mamy

10 + 20 + · · · + n0 = n , wie֒c w0(n) = n . Dla k = 1 mamy

1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 = 1

2n + 1
2n

2 = w1(n) . Za lóżmy, że dla

każdego j = 0, 1, . . . , k istnieje taki wielomian stopnia j + 1 , że
dla każdego naturalnego n zachodzi wzór

1j + 2j +· · ·+ nj = wj(n) .

Napiszmy wzory:

(1 + 1)k+1 − 1k+1 =
(

k+1
k

)

1k +
(

k+1
k−1

)

1k−1 + · · · +
(

k+1
1

)

1 + 1 ,

(2 + 1)k+1 − 2k+1 =
(

k+1
k

)

2k +
(

k+1
k−1

)

2k−1 + · · · +
(

k+1
1

)

2 + 1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n + 1)k+1 − nk+1 =
(

k+1
k

)

nk +
(

k+1
k−1

)

nk−1 + · · · +
(

k+1
1

)

n + 1 .

Dodaja֒c je stronami i korzystaja֒c z za lożenia indukcyjnego

otrzymujemy:

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n = (n + 1)k+1 − 1 =

=
(

k+1
k

)

(1k + 2k + · · · + nk) +
(

k+1
k−1

)

(1k−1 + 2k−1 + · · · + nk−1) +

26.2
Ksia֒żke֒, w której pojawi ly sie֒ te liczby opublikowano 8 lat po jego śmierci,

w 1713 r
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+ · · · +
(

k+1
k

)

(1 + 2 + · · · + n) + n =
(

k+1
k

)

(1k + 2k + · · · + nk) +

+
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) + · · · +
(

k+1
1

)

w1(n) +
(

k+1
0

)

w0(n) , zatem

1k + 2k + · · · + nk = 1
k+1

[

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n−
−
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) − . . .−
(

k+1
1

)

w1(n) −
(

k+1
0

)

w0(n)
]

.

nk+1 wyste֒puje w nawiasie tylko raz, zatem istnieje taki wielomian

wk stopnia k + 1 , że 1k + 2k + · · · + nk = wk(n) .

Niech wj(n) = aj,0 + aj,1n + aj,2n
2 + · · · + aj,j+1n

j+1 dla

j = 1, 2, . . . . Mamy wie֒c

wk(n) = 1
k+1

(

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n−
−
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) − · · · −
(

k+1
1

)

w1(n) −
(

k+1
0

)

w0(n)
)

.

Oznacza to, że dla każdego n zachodzi równość

nk+1 +
(

k+1
k

)

nk + · · · +
(

k+1
1

)

n =

=
(

k+1
k

)

wk(n) +
(

k+1
k−1

)

wk−1(n) + · · ·+
(

k+1
1

)

w1(n) +
(

k+1
0

)

w0(n) .

Wspó lczynniki przy ni po obu stronach równości sa֒ równe, wie֒c
(

k+1
i

)

=
(

k+1
k

)

ak,i +
(

k+1
k−1

)

ak−1,i + · · · +
(

k+1
i−1

)

ai−1,i (♠)

oraz aj,0 = wj(0) = 0 dla j = 1, 2, . . . — prosta indukcja.

Jeśli i = k + 1 , to 1 =
(

k+1
k+1

)

=
(

k+1
k

)

ak,k+1 , sta֒d ak,k+1 = 1
k+1

.

Dalej k + 1 =
(

k+1
k

)

ak,k +
(

k+1
k−1

)

ak−1,k = (k + 1)ak,k + (k+1)k
2 · 1

k ,

zatem ak,k = 1
2 dla k = 1, 2, . . .

Oznaczmy bj,i = aj,i dla j 6= i oraz bi,i = −ai,i = −1
2 . Dla

i = 1, 2, . . . , k równość (♠) można wie֒c przepisać w taki sposób

0 =
(

k+1
k

)

bk,i +
(

k+1
k−1

)

bk−1,i + · · · +
(

k+1
i−1

)

bi−1,i. (♥)

Wraz z równościa֒ bi−1,i = ai−1,i = 1
i , pozwala on na znajdowanie

kolejnych liczb bj,i . Dla kolejnych i = 1, 2, . . . , k otrzymujemy:

0 =
(

k+1
k

)

bk,1 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,1 + · · · +
(

k+1
0

)

b 0,1 , b 0,1 = 1 ,

0 =
(

k+1
k

)

bk,2 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,2 + · · · +
(

k+1
1

)

b 1,2 , b 1,2 = 1
2 ,

0 =
(

k+1
k

)

bk,3 +
(

k+1
k−1

)

bk−1,3 + · · · +
(

k+1
2

)

b 2,3 , b 2,3 = 1
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 =
(

k+1
k

)

bk,k +
(

k+1
k−1

)

bk−1,k , bk−1,k = 1
k .

Wykażemy, że dla każdego p ∈ N i każdego k > p− 1 zacho-

dzi wzór bk+1,p+1 = k+1
p+1 bk,p . Zastosujemy indukcje֒ wzgle֒dem k.
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Dla k = p−1 mamy bp−1+1,p+1 = 1
p+1 = p

p+1 · 1
p = p−1+1

p+1 bp−1,p .

Za lóżmy, że bj+1,p+1 = j+1
p+1bj,p dla wszystkich j ∈ [p− 1, k] ∩ Z .

Z równości (♥) , w której zaste֒pujemy k przez k + 2 wynika, że

bk+2,p+1 =− 1
k+3

[(

k+3
k+1

)

bk+1,p+1 +
(

k+3
k

)

bk,p+1 + · · ·+
(

k+3
p

)

bp,p+1

]

=

= − 1
k+3

[(

k+3
k+1

)

k+1
p+1 bk,p +

(

k+3
k

)

k
p+1bk−1,p + · · ·+

(

k+3
p

)

p
p+1bp−1,p

]

=

= − 1
p+1

[(

k+2
k

)

bk,p +
(

k+2
k−1

)

bk−1,p + · · · +
(

k+2
p−1

)

bp−1,p

]

=

= 1
p+1

(

k+2
k+1

)

bk+1,p = k+2
p+1 bk+1,p — przedostatnia równość to kon-

sekwencja wzoru (♥) . Indukcja zosta la zakończona.

Stosuja֒c udowodniona֒ równość p− 1 razy otrzymujemy

bk,p = k
p bk−1,p−1 = k(k−1)

p(p−1) bk−2,p−2 = . . . = k(k−1)...(k−p+2)
p(p−1)...2 bk−p+1,1 .

Z otrzymanej w laśnie równości wynika, że jeśli znamy wyrazy cia֒-

gu (bk,1)∞k=0 , to możemy znaleźć liczby bk,i dla i 6 k + 1 .

Niech bk = bk,1 . Dla k > 1 mamy wie֒c
(

k+1
k

)

bk +
(

k+1
k−1

)

bk−1 + · · · +
(

k+1
1

)

b1 +
(

k+1
0

)

b0 = 0 (B) ,

zatem
1
1!

bk
k! + 1

2!
bk−1

(k−1)! + · · · + 1
k!

b1
1! + 1

(k+1)!
b0
0! = 0 (♣) .

Niech g(x) =
∑∞

n=0
bn
n! x

n . Jeśli promień zbieżności tego szeregu

jest dodatni, to z twierdzenia Cauchy’ego o mnożeniu szeregów
wynika, że każdego x z przedzia lu zbieżności zachodzi równość

g(x)(ex−1)=b0x+
∑∞

k=1(
1
1!

bk
k! + 1

2!
bk−1

(k−1)! +· · ·+ 1
k!

b1
1! + 1

(k+1)!
b0
0!)x

k+1,

gdzie b0 = 1 . Jeśli promień zbieżności szeregu
∑∞

n=0
bn
n!
xn jest

dodatni, to g(x)
(

ex − 1
)

= x , zatem
∑∞

n=0
bn
n! x

n = g(x) = x
ex−1 .

Funkcja x
ex−1 = 1

1+x/2!+x2/3!+··· jest analityczna w punkcie 0 , bo

jest ilorazem funkcji analitycznych w tym punkcie. Jeśli x
ex−1 =

=B0 +
∑∞

k=1
Bn

n! x
n , B0 = 1 , to zaste֒puja֒c w równościach (♣)

liczby b1, b2, . . . liczbami B1, B2, . . . otrzymujemy wzory:
1
1!

Bk

k! + 1
2!

Bk−1

(k−1)! + · · · + 1
k!

B1

1! + 1
(k+1)!

B0

0! = 0 .

Ponieważ te wzory jednoznacznie definiuja֒ cia֒g (Bn) i b0 = B0 ,

wie֒c bn = Bn dla każdego n . Wykazalísmy zatem, że x
ex−1 =

=b0x+
∑∞

k=1( 1
1!

bk
k! + 1

2!
bk−1

(k−1)! + · · ·+ 1
k!

b1
1! + 1

(k+1)!
b0
0! )x

k+1 = g(x) .

Zauważmy, że funkcja
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h(x) := g(x) + x
2 = x

ex−1 + x
2 = x

2
ex+1
ex−1 = x

2
ex/2+e−x/2

ex/2−e−x/2 = x
2 ctgh x

2

jest parzysta, wie֒c jej pochodne nieparzystego rze֒du w punkcie 0

sa֒ równe 0 . Mamy h(n)(0) = g(n)(0) = bn dla n = 2, 3, . . .

i h′(0) = g′(0) + 1
2 . Wobec tego b2n+1 = 0 dla n = 1, 2, . . .

i h′(0) = 0 , wie֒c g′(0) = −1
2 .

Liczby B0, B1, B2, . . . nazywane sa֒ cze֒sto liczbami Bernoul-

liego. Z wzoru (B) wynikaja֒ kolejno równości: B0 = 1 , B1 = −1
2 ,

B2 = 1
6 , B3 = 0 , B4 = − 1

30 , B5 = 0 , B6 = 1
42 itd.

Przypomnijmy, że dla |x| < π zachodzi wzór 26.3 x ctgh x =

=1 + 2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

π2n . Wynika sta֒d, że

1 + 2
∑∞

n=1(−1)n−1ζ(2n) x2n

22nπ2n = x
2 ctgh x

2 =

= g(x) + x
2 = 1 + B2

2! x
2 + B4

4! x
4 + · · · = 1 +

∑∞
n=1

B2n

(2n)!x
2n ,

wie֒c 2(−1)n−1 ζ(2n)
22nπ2n = B2n

(2n)! , co można przepisać w postaci

1 + 1
22n + 1

32n + · · · = ζ(2n) = (−1)n−1B2n
22n−1π2n

(2n)! .

W przyk ladzie 26.7 udowodniona zosta la naste֒puja֒ca֒ równość

x ctg x = 1 −
∑∞

n=1
2

π2n ζ(2n)x2n , która֒ teraz zapiszemy tak

x ctg x = 1 −
∑∞

n=1
2

π2n (−1)n−1B2n
22n−1π2n

(2n)! x2n =

= 1 +
∑∞

n=1(−1)n 22n

(2n)!B2nx
2n .

Mamy tg x − ctg x = sin2 x−cos2 x
sin x cosx = −2 cos 2x

sin 2x = −2 ctg 2x , zatem

tg x = ctg x− 2 ctg 2x = 1
x

(

x ctg x− 2x ctg 2x
)

=

= 1
x

∑∞
n=1(−1)n 22n

(2n)!B2n

(

x2n − (2x)2n
)

=

=
∑∞

n=1(−1)n 22n(1−22n)
(2n)!

B2nx
2n−1 .

Znaleźlísmy szereg Maclaurina funkcji tangens. Wszystkie
pochodne nieparzystego rze֒du funkcji tangens sa֒ dodatnie, zatem

(−1)n−1B2n > 0 dla każdego n ∈ N . Liczby B2, B6, B10, . . . sa֒

wie֒c dodatnie, zaś liczby B4, B8, B12, . . . — ujemne. Kończymy

krótki przegla֒d zagadnień zwia֒zanych z liczbami Bernoulliego.

26.3
zob. uwaga 26.23
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Zadania
1. Dowieść, że jeżeli funkcja f jest nieparzysta i analityczna

w punkcie 0 , to f (2n)(0) = 0 dla n = 0, 1, 2, . . .

2. Znaleźć szereg Maclaurina funkcji f , jeśli f(x) =

1. (1 + x) ln(1 + x) ; 2. 1
4 ln 1+x

1−x + 1
2 arctg x ;

3. arctg 2−2x
1+4x ; 4. arctg 2x

2−x2 ;

5. 12−5x
6−5x−x2 ; 6. arccos(1 − 2x2) ;

7. x arctg x− ln
√

1 + x2 ; 8. x arcsin x−
√

1 − x2 ;

9. x ln(x+
√

1+x2) −
√

1+x2 ; 10. (1 + x)e−x ;

11. ex sinx ; 12. (1 − x)2 cosh
√

|x| ;

13.
(

ln(1 − x)
)2

; 14. ln
√

1+x
1−x ;

15. ex cosx ; 16. (1 + x)−1 ln(1 + x) ;

17. cos(b arcsin x) , b ∈ R ; 18. x−2(arcsin x)2 ;

19. cos2 x ; 20. sin3 x ;
21. x√

1−2x
; 22. x

(1−x)(1−x2) ;

23. (1 + x + x2 + x3 + x4)−1 ; 24. (1 + x + x2)−1 ;

25. ex cosα sin(x sinα) , α ∈ R ; 26. 1
(1−x2)

√
1−x2

27. sin(b arcsin x) , b ∈ R ; 28. (arctg x)2 ;

29. sin(b arccosx) , b ∈ R ; 30. sin(3x) sin(5x) .

3. Znaleźć przedzia l zbieżności szeregu pote֒gowego

a.
∑∞

n=1 n
−pxn , p ∈ R ; b.

∑∞
n=1

1
n

(

3n + (−2)n
)

xn ;

c.
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)! (x + 1)n ; d.
∑∞

n=1

(1·3·5·...·(2n−1)
2·4·6·...·(2n)

)p
xn;

e.
∑∞

n=1 a
n2

xn , a ∈ (0, 1) ; f.
∑∞

n=1

(

1 + 1
n

)n2

xn ;

g.
∑∞

n=1

(

1 + 1
2 + · · · + 1

n

)

xn ; h.
∑∞

n=1
1

2nx
n2

;

i.
∑∞

n=1
1
n (−1)⌊

√
n⌋xn ; j.

∑∞
n=1

1
sinn nx

n ;

k.
∑∞

n=1

(

1
lnn

)n(
1 + 2 cos nπ

4

)

xn ;

l.
∑∞

n=1

(

1
na

n + 1
n2 b

n
)n2

(

x+1
2

)n
, gdzie a > 0 , b > 0 ;

m.
∑∞

n=1
1
n10ℓ(n)(2 − x)n , ℓ(n) to liczba cyfr liczby n .

4. Przedstawić funkcje֒ ln(2 + 2x+ x2) w postaci
∑

an(x+ 1)n .

5. Przedstawić funkcje֒ (1 − x)−1 w postaci
∑

an
1
xn .
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6. Przedstawić funkcje֒ lnx w postaci
∑

an
(

x+1
x−1

)n
.

7. Przedstawić funkcje֒ x√
1+x

w postaci
∑

an
(

x
1+x

)n
.

8. Zsumować szereg

a.
∑∞

n=0
1

2n+1x
2n+1 ; b.

∑∞
n=0(−1)n 1

2n+1x
2n+1 ;

c.
∑∞

n=0
x2n

(2n)!
; d.

∑∞
n=1

1
n(n+1)

xn ;

e.
∑∞

n=1
1·3·5·...·(2n−1)

2·4·6·...·(2n) xn ; f.
∑∞

n=1 nx
n ;

g.
∑∞

n=1(−1)nn2xn ; h.
∑∞

n=1 n(n + 1)xn .

9. Znaleźć n –ta֒ pochodna֒ w punkcie 0 funkcji

a. ex
2

; b. arctg(2x) .

10. Znaleźć n –ta֒ pochodna֒ funkcji

a. ex
2

; b. arctg(2x) ; c. e10/x .

11. Niech f(x) =
∑∞

n=0 anx
n dla x ∈ R i F (x) = f(x)

1−x dla

x < 1 . Znaleźć F (n)(0) .

12. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest analityczna oraz

a < x0 < b , to f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(x0)

n! (x − x0)n dla każdej

liczby x , dla której szereg wyste֒puja֒cy po prawej stronie

równości jest zbieżny.

13. Dowieść, że jeśli funkcja f : (−2, 2) −→ R jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna we wszystkich punktach przedzia lu

[−1, 1] i f (n)(x) > 0 dla każdego n i każdego x ∈ [−1, 1] ,

to funkcja ta jest analityczna w przedziale (−1, 1) promień

zbieżności i promień zbieżności jej szeregu Maclaurina nie jest
mniejszy niż 1 .

14. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest nieskończenie

wiele razy różniczkowalna oraz |f (n)(x)| 6 cn dla każdego

x ∈ (a, b) i każdego n ∈ Z , to dla dowolnych x, x0 ∈ (a, b)

f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(x0)

n! (x− x0)n .
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