
CIA֒GI I SZEREGI FUNKCYJNE II

Widzielísmy już, że wiele funkcji można zapisać w postaci

sumy szeregu lub granicy cia֒gu. Podamy teraz twierdzenie, które

pozwala w licznych sytuacjach obliczać pochodna֒ granicy cia֒gu

funkcyjnego. Zaczniemy od przyk ladu pokazuja֒cego, że rzecz wy-

maga pewnego zastanowienia.

Przyk lad 25.1 Niech fn(x) = 1
n

sin(n2x) . Jasne jest, że za-

chodzi nierówność |fn(x)| 6
1
n

, wie֒c cia֒g (fn) jest jednostaj-

nie zbieżny do funkcji zerowej. Mamy f ′
n(x) = n2 1

n
cos(n2x) =

=n cos(n2x) , wie֒c f ′
n(0) = n , zatem lim

n→∞
fn(0) = ∞ . Jeśli n jest

liczba֒ parzysta֒, to f ′
n(π) = n . Jeśli n jest liczba֒ nieparzysta֒, to

f ′
n(π) = −n . Cia֒g (f ′

n(π)) w ogóle nie ma granicy (ani skończonej

ani nieskończonej). Wynika sta֒d, że z jednostajnej zbieżności

cia֒gu funkcyjnego nie wynika jednostajna zbieżność cia֒gu pochod-

nych, nie wynika nawet punktowa i to nawet wtedy, gdy granica

jest funkcja֒ różniczkowalna֒.

Bardzo użyteczne bywa twierdzenie, które mówi, że jednak

przy pewnych za lożeniach pochodna granicy ma zwia֒zek z pochod-

nymi wyrazów cia֒gu.

Twierdzenie 25.1 (o różniczkowaniu cia֒gów funkcyjnych)

Za lóżmy, że (Fn) jest cia֒giem funkcji cia֒g lych określonym na

przedziale domknie֒tym [a, b] oraz że każda funkcje Fn jest róż-

niczkowalna na przedziale otwartym (a, b) . Jeśli cia֒g (F ′
n) jest

jednostajne zbieżny na przedziale (a, b) do funkcji f , a cia֒g (Fn)

jest zbieżny w co najmniej jednym punkcie przedzia lu [a, b] , to

25.1.1 cia֒g (Fn) jest jednostajnie zbieżny na przedziale [a, b]

do pewnej funkcji F i

25.1.2 F ′(x) = f(x) dla każdego x ∈ (a, b) , co można zapisać

też tak
(

lim
n→∞

Fn(x)
)′

= lim
n→∞

F ′
n(x) .
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Dowód. Wykażemy najpierw, że cia֒g (Fn) jest zbieżny jedno-

stajnie. Niech p ∈ [a, b] be֒dzie takim punktem, że cia֒g (Fn(p))

jest zbieżny. Niech ε > 0 . Istnieje nε takie, że dla każdych

n, k > nε i dowolnego x zachodza֒ nierówności |F ′
n(x)−F ′

k(x)| < ε

oraz
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ < ε . Wobec tego

|Fn(x) − Fk(x)| 6

∣

∣

∣
Fn(x) − Fk(x) −

(

Fn(p) − Fk(p)
)

∣

∣

∣
+

+
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ =

=
∣

∣F ′
n(cx) − F ′

k(cx)
∣

∣

∣

∣x − p
∣

∣ +
∣

∣Fn(p) − Fk(p)
∣

∣ < ε + ε = 2ε .

Zastosowalísmy twierdzenie Lagrange’a do funkcji Fn − Fk ! Cia֒g
(

Fn

)

jest wie֒c cia֒giem Cauchy’ego, zatem jest zbieżny jedno-

stajnie do pewnej funkcji F . Funkcja ta jest cia֒g la jako granica

cia֒gu funkcji cia֒g lych zbieżnego jednostajnie.

Wykażemy, że F ′(x) = f(x) dla każdego x . Stosuja֒c znów

twierdzenie Lagrange’a do różnicy Fn − Fk otrzymujemy dla do-

statecznie dużych n i k nierówność
∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
− F ′

n(x) −

(

Fk(x + h) − Fk(x)

h
− F ′

k(x)

)
∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

F ′
n(cn,k) − F ′

n(x) −

(

F ′
k(cn,k) − F ′

k(x)

)
∣

∣

∣

∣

< ε

— bowiem dla dostatecznie dużych n, k i dowolnego t zachodzi

nierówność
∣

∣F ′
n(t) − F ′

n(t)
∣

∣ < ε
2 ,

która֒ stosujemy w przypadku t = cn,k oraz t = x . Ponieważ

lim
k→∞

Fk(t) = F (t) i lim
k→∞

F ′
k(t) = f(t) , wie֒c dla dostatecznie

dużego n wszystkich liczb x ∈ [a, b] i wszystkich takich h , że

x + h ∈ [a, b] , zachodzi nierówność
∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
−F ′

n(x) −

(

F (x + h) − F (x)

h
− f(x)

)
∣

∣

∣

∣

6 ε .

Dla ustalonego, dostatecznie dużego n i ustalonego x istnieje taka

liczba δn > 0 , że

0 < |h| < δn ⇒

∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
− F ′

n(x)

∣

∣

∣

∣

< ε ,
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jeśli tylko x + h ∈ I . Sta֒d wynika, że jeśli 0 < |h| < δn , to
∣

∣

∣

∣

F (x + h) − F (x)

h
−f(x)

∣

∣

∣

∣

6 ε+

∣

∣

∣

∣

Fn(x + h) − Fn(x)

h
−F ′

n(x)

∣

∣

∣

∣

6 2ε

dla tego ustalonego x , jeśli x + h ∈ I . Oznacza to, że zachodzi

równość f(x) = lim
h→0

F (x+h)−F (x)
h

, tzn. f(x) = F ′(x) .

Uwaga 25.2

Jeśli pochodne F ′
1, F

′
2, . . . sa֒ cia֒g le, to ich granica f też, bo

granica jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la.

Z twierdzenia o różniczkowaniu cia֒gów wynika

Twierdzenie 25.3 (o różniczkowaniu szeregu funkcyjnego)

Niech
∑

Fn be֒dzie takim szeregiem funkcji cia֒g lych na przedziale

[a, b] , różniczkowalnych na przedziale (a, b) , że szereg
∑

F ′
n jest

jednostajnie zbieżny na przedziale (a, b) a szereg
∑

Fn jest zbież-

ny w co najmniej jednym punkcie przedzia lu [a, b] . Wtedy szereg
∑

Fn jest jednostajnie zbieżny na przedziale [a, b] , jego suma jest

funkcja֒ różniczkowalna֒ i dla każdego x ∈ (a, b) zachodzi równość
(
∑

Fn(x)
)′

=
∑

F ′
n(x) .

Uwaga 25.4

Nie korzystalísmy w dowodzie tego twierdzenia w istotny sposób

z żadnych w lasności funkcji określonych na przedziale domknie֒-

tym. Oznacza to, że w twierdzeniu o różniczkowaniu cia֒gów funk-

cyjnych możemy zasta֒pić przedzia l domknie֒ty [a, b] przedzia lem

(a, b) , [a, b) lub (a, b] zak ladaja֒c, że −∞ < a < b < ∞ . Czytel-

nik zechce zastanowić sie֒ nad tym, gdzie wykorzystujemy za lożenie

−∞ < a < b < ∞ i sformu lować twierdzenie w przypadku prze-

dzia lu nieskończonego.

Udowodnimy teraz bardzo twierdzenie, z którego później sko-

rzystamy kilka razy.
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Twierdzenie 25.5 (o istnieniu funkcji pierwotnej)

Jeśli I ⊆ R jest przedzia lem a f : I −→ R funkcja֒ cia֒g la֒, to

istnieje taka funkcja F : I −→ R , że dla każdego x ∈ I zachodzi

równość 25.1 F ′(x) = f(x) .

Dowód. Niech a be֒dzie lewym końcem przedzia lu I , b — pra-

wym, być może a = −∞ lub b = ∞ . Niech (an) be֒dzie nie-

rosna֒cym cia֒giem zbieżnym do a , (bn) — niemaleja֒cym cia֒giem

zbieżnym do b i niech a < a1 < b1 < b . Mamy wie֒c

[a1, b1] ⊆ [a2, b2] ⊆ . . . [an, bn] ⊆ . . . i

∞
⋃

n=1

[an, bn] = (a, b) .

Za lóżmy jeszcze, że jeśli a ∈ I , to an = a dla n = 1, 2, . . . , a jeśli

b ∈ I , to bn = b dla n = 1, 2, . . .

Niech wn be֒dzie takim wielomianem, że dla każdej liczby

x ∈ [an, bn] zachodzi nierówność |wn(x) − f(x)| < 1
n
.25.2 Z tego,

że [c, d] ⊆ I wynika istnienie takiego k ∈ N , że [c, d] ⊆ [ak, bk] .

Wobec tego nierówność |wn(x) − f(x)| < 1
n

zachodzi dla n > k

i x ∈ [ak, bk] . Wynika sta֒d jednostajna zbieżność cia֒gu (wn) na

przedziale [ak, bk] , wie֒c również na przedziale [c, d] .

Niech p be֒dzie dowolnym punktem przedzia lu (a1, b1). Niech

Wn oznacza taki wielomian, że Wn(p) = 0 i W ′
n(x) = wn(x)

dla każdego x ∈ R . Taki wielomian Wn istnieje: jeśli zachodzi

równość wn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amxm , to przyjmujemy

Wn(x) = a0x + 1
2a1x

2 + 1
3a2x

3 + · · · + 1
m+1amxm+1 −

−
[

a0p + 1
2a1p

2 + 1
3a2p

3 + · · · + 1
m+1ampm+1

]

.

Z twierdzenia o różniczkowalności cia֒gu funkcyjnego wynika od

razu, że cia֒g (Wn) jest jednostajnie zbieżny do pewnej funkcji F

na przedziale [c, d] i F ′(x) = f(x) dla każdego x ∈ [c, d] .

Zauważmy jeszcze, że żadnych ograniczeń na przedzia l [c, d]

25.1
W końcu przedzia lu pochodna jednostronna.

25.2
Istnienie takiego wielomianu wynika z twierdzenia Weierstrassa o przybliżaniu
funkcji cia֒g lych wielomianami.
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nie nak ladalísmy. Oczywíscie dla każdego x ∈ I istnieja֒ takie

liczby c, d , że x ∈ [c, d] , a sta֒d wynika, że równość F ′(x) = f(x)

zachodzi dla każdej liczby x ∈ I .

Przypomnijmy, że z twierdzenia Lagrange’a o wartości śred-

niej wynika natychmiast, że jeśli F ′
1(x) = f(x) = F ′

2(x) dla każ-

dego x ∈ I , to istnieje taka liczba C , że dla każdego x ∈ I

zachodzi równość F2(x) = F1(x) + C , czyli funkcja F , której

istnienie wykazalísmy nie jest co prawda określona jednoznacznie,

ale z dok ladnościa֒ do sta lej.

Uwaga 25.6

Z dowodu twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej możemy  latwo

wyeliminować twierdzenie Weierstrassa o przybliżaniu funkcji cia֒g-

 lych wielomianami. Wystarczy zamiast wielomianami przybliżać

funkcjami przedzia lami liniowymi, czyli funkcjami postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| ,

w rozdziale poświe֒conym cia֒gom i szeregom funkcyjnym wykaza-

lísmy, że jest to możliwe. Mamy oczywíscie
(

1
2 |x|x

)′
= |x| dla

każdego x ∈ R . Z tego wzoru wnioskujemy bez trudu, że
1
2

(

ax2 + 2bx + a1|x − x1|(x − x1) + a2|x − x2|(x − x2) +

+ · · · + an|x − xn|(x − xn)
)′

=

= ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| .

W dowodzie zamiast wielomianów wn używamy funkcji przedzia-

 lami liniowych — to jedyna zmiana.

Naste֒pne dwa twierdzenia ilustruja֒ możliwe k lopoty z różnicz-

kowalnościa֒.

Twierdzenie 25.7

Dla każdego cia֒gu (an)∞n=1 liczb rzeczywistych istnieje funkcja

cia֒g la f : R −→ R , która jest różniczkowalna w każdym punkcie

x ∈ R \ {a1, a2, . . .} i która nie pochodnej w żadnym z punktów

a1, a2, . . .
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Dowód. Możemy oczywíscie za lożyć, że jeśli i 6= j , to ai 6= aj ,

czyli że w cia֒gu (an) nie ma powtórzeń — wystarczy wykreślić

wszystkie wyrazy, które pojawi ly sie֒ w cia֒gu wcześniej.

Niech g(x) = sin |x| . Funkcja g jest różniczkowalna w każ-

dym punkcie x 6= 0 — wynika to z twierdzenia o pochodnej

z lożenia dwu funkcji. W punkcie 0 pochodne jednostronne sa֒

różne, wie֒c funkcja różniczkowalna nie jest, ale jest cia֒g la.

Niech f(x) =
∑∞

n=1 2−ng(x − an) . Dla każdego n zachodzi

nierówność |2−ng(x − an)| 6 2−n , a ponieważ szereg
∑∞

n=1 2−n

jest zbieżny, wie֒c szereg
∑∞

n=1 2−ng(x − an) jest jednostajnie

zbieżny (kryterium Weierstrassa), zatem jego suma jest funkcja֒

cia֒g la֒.

Za lóżmy, że x 6= an dla n = 1, 2, . . . i że ε > 0 . Istnieje

taka liczba naturalna k , że
∑∞

n=k 2−n = 2−k+1 < ε
3 . Mamy też

|g(x + h) − g(x)| =
∣

∣ sin |x + h| − sin |x|
∣

∣ 6
∣

∣|x + h| − |x|
∣

∣ 6 |h| ,

wie֒c
∣

∣

g(x+h)−g(x)
h

∣

∣ =
∣

∣

sin |x+h|−sin |x|
h

∣

∣ 6
|h|
|h|

= 1 . Wynika sta֒d, że
∣

∣

1
h

(
∑∞

n=k 2−ng(x + h − an) −
∑∞

n=k 2−ng(x − an)
)
∣

∣ =

=
∣

∣

∑∞
n=k

1
2n

g(x+h−an)−g(x−an)
h

∣

∣6
∑∞

n=k
1

2n

∣

∣

g(x+h−an)−g(x−an)
h

∣

∣ 6

6
∑∞

n=k
1

2n = 1
2k−1 < ε

3 .

Z różniczkowalności funkcji g poza punktem 0 wynika, że

istnieje taka liczba δk > 0 , że jeśli 0 < |h| < δk , to

∣

∣

∣

1
h

(

k−1
∑

n=1

1
2n g(x+h−an)−

k−1
∑

n=1

1
2n g(x−an)

)

−

k−1
∑

n=1

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
< ε

3 .

Sta֒d i z tego, że |g′(x)| 6 1 wynika, że jeśli 0 < |h| < δk , to
∣

∣

∣

f(x+h)−f(x)
h

−

∞
∑

n=1

1
2n g′(x − an)

∣

∣

∣
6

6

∣

∣

∣

1
h

(

k−1
∑

n=1

1
2n g(x+h−an)−

k−1
∑

n=1

1
2n g(x−an)

)

−

k−1
∑

n=1

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
+

+
∣

∣

∣

1
h

(

∞
∑

n=k

1
2n g(x+h−an)−

∞
∑

n=k

1
2n g(x−an)

)
∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∞
∑

n=k

1
2n g′(x−an)

∣

∣

∣
<
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< ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε .

Wynika z tych oszacowań, że lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

=
∞
∑

n=1

1
2n g′(x− an) .

Zauważmy teraz, że funkcja
∑∞

n=2 2−ng(x− an) jest różnicz-

kowalna dla każdego x ∈ R z wyja֒tkiem punktów a2, a3, . . . ,

w szczególności jest różniczkowalna w punkcie a1 . Ponieważ

funkcja g(x− a1) =
∑∞

n=1 2−ng(x− an)−
∑∞

n=2 2−ng(x− an) nie

jest różniczkowalna w punkcie a1 , wie֒c funkcja
∑∞

n=1 2−ng(x−an)

jest nieróżniczkowalna w punkcie a1 . W taki sam sposób można

udowodnić, że funkcja
∑∞

n=1 2−ng(x− an) jest nieróżniczkowalna

w punktach a2 , a3 , . . .

Twierdzenie 25.8 (funkcja cia֒g la nigdzie nieróżniczkowalna
25.3

)

Istnieje funkcja cia֒g la f : R −→ R , która nie ma skończonej po-

chodnej w żadnym punkcie.

Dowód. Niech u(x) = 1
2 − |x − 1

2 | dla 0 6 x 6 1 . Te֒ funkcje֒

przed lużamy na ca la֒ prosta֒ tak, by równość u(x + 1) = u(x) za-

chodzi la dla każdej liczby x ∈ R . Niech un(x) = 4−nu(4nx) . 25.4

Niech f(x) =
∑∞

n=0 un(x) dla x ∈ R .

Szereg
∑

un jest jednostajnie zbieżny na ca lej prostej, bo

|un(x)| 6
1
2 · 4−n dla każdego x ∈ R i

∑∞
n=0 4−n = 4

3 < ∞.

Wobec tego, że funkcje u0, u1, . . . sa֒ cia֒g le, funkcja f jest cia֒g la.

Wykażemy, że nie ma ona skończonej pochodnej w żadnym punk-

cie (jednostronne nieskończone ma w wielu punktach).

Ustalmy x oraz n . Niech hn be֒dzie taka֒ liczba֒, że na

przedziale Px,n o końcach x , x + hn funkcja un jest mono-

toniczna i |hn| = 4−n−1 . Oznacza to, że mie֒dzy punktami x

i x + hn nie ma ani jednego punktu postaci p
2 · 4−n , gdzie p ∈ Z .

Wynika sta֒d, że jeśli k 6 n , to funkcja uk jest monotoniczna na

25.3
Twierdzenie udowodni l Weierstrass, a podany niżej dowód pochodzi od van
der Waerdena

25.4
A może Czytelnik narysuje sobie wykresy u0 , u1 ?
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przedziale Px,n . Jasne jest też, że uk(x+hn)−uk(x)
hn

= ±1 . Jeśli

k > n , to uk(x + hn) = uk(x) , bo okresem funkcji uk jest liczba

4−k , wie֒c liczba 4−n = 4k−n · 4−k jako wielokrotność okresu jest

też okresem funkcji uk . Sta֒d wynika, że iloraz f(x+hn)−f(x)
hn

jest

suma֒ n + 1 sk ladników, z których każdy równy jest ±1 , wie֒c

jest liczba֒ nieparzysta֒, gdy n jest parzyste i parzysta֒, gdy n jest

nieparzyste. Wynika sta֒d, że wartość bezwzgle֒dna֒ różnicy mie֒dzy

kolejnymi wyrazami cia֒gu
(

f(x+hn)−f(x)
hn

)

nie jest mniejsza niż 1 ,

wie֒c cia֒g ten nie ma granicy skończonej. Jeśli wie֒c funkcja f ma

pochodna֒ w punkcie x , to ta pochodna jest nieskończona.

Uwaga 25.9 A.S.Besicovitch poda l przyk lad funkcji cia֒g lej, któ-

ra w żadnym punkcie nie ma ani jednej pochodnej jednostronnej

(ani skończonej ani nieskończonej), ale jego przyk lad jest istotnie

trudniejszy od podanego w tekście i zosta l podany kilkadziesia֒t lat

po pojawieniu sie֒ przyk ladu Weierstrassa. Oryginalny przyk lad

Weiertrassa by l nieco inny od podanego w dowodzie. By la to

funkcja postaci
∑∞

n=0 bn cos(anπx) , gdzie oznacza liczbe֒ ca lkowi-

ta֒ nieparzysta֒, b ∈ (0, 1) oraz ab > 1 + 3
2π . Później za lożenia

o liczbach a i b zosta ly istotnie os labione: wystarczy za lożyć,

że 0 < b < 1 i ab > 1 , zob. Hardy G. H., Weierstrass’s nondif-

ferentiable function, Transactions of the American Mathematical

Society 17(1916), strony 301-325. Później okaza lo sie֒, że funkcje

o tak nieoczekiwanych w lasnościach pojawiaja֒ sie֒ w fizyce, np.

w modelu matematycznym ruchów Browna.

Zadania

1. Podać przyk lad takiego cia֒gu (fn) funkcji różniczkowalnych

na ca lej prostej, który jest jednostajnie zbieżny do funkcji

zerowej, że cia֒g (f ′
n) jego pochodnych jest zbieżny punktowo

do funkcji niezerowej.
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2. Dowieść, że funkcja cia֒g la, nigdzie nieróżniczkowalna, która֒

skonstruowalísmy w tym rozdziale, nie jest monotoniczna na

żadnym przedziale.

3.∗ Dowieść, że funkcja cia֒g la, nigdzie nieróżniczkowalna zdefi-

niowana w tym rozdziale ma nieskończona֒ pochodna֒ w co

najmniej jednym punkcie.

4. Niech I1 , I2 , . . . be֒da֒ otwartymi przedzia lami parami roz-

 la֒cznymi. Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy

różniczkowalna funkcja f : R −→ [0,∞) , że f(x) > 0 wtedy

i tylko wtedy, gdy x ∈ I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ . . .

5. Niech G1 ⊆ R , G2 ⊆ R , . . . be֒da֒ zbiorami otwartymi (Gn

jest otwarty, jeśli dla każdego x ∈ Gn istnieje taka liczba

δ > 0 , że (x−δ, x+δ) ⊆ Gn ). Za lóżmy, że G1∪G2∪ . . . = R .

Dowieść, ze istnieja֒ takie funkcje fn: R −→ [0,∞) , że jeśli

fn(x) > 0 , to x ∈ Gn i
∑∞

n=1 fn(x) = 1 dla każdego x ∈ R .

6.∗ Niech (an)∞n=0 be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb rzeczywistych.

Dowieść, że istnieje taka nieskończenie wiele razy różniczko-

walna funkcja f : R −→ R , że f (n)(0) = an dla n = 0, 1, . . .

Jeśli dla pewnej liczby r > 0 szereg
∑

an
xn

n! jest zbieżny na

pewnym przedziale (−r, r) , a g jest taka֒ nieujemna֒ funkcja֒

nieskończenie wiele razy różniczkowalna֒, że jeśli |x| 6
1
3r , to

g(x) = 1 a jeśli |x| >
2
3r , to g(x) = 0 , to możemy przyja֒ć, że

ϕ(x) = a0g(x) +
∑∞

n=1 an
xn

n! , funkcja g istnieje, zob. zad 37

z poprzedniego rozdzialu i poprawiać wzór dalej.

7! Dowieść, że jeśli I jest przedzia lem, f : I −→ R funkcja֒

cia֒g la֒, to dla każdej liczby naturalnej n istnieje taka funkcja

F : I −→ R , że F (n) = f , czyli dowolna funkcja cia֒g la jest

n –ta֒ pochodna֒ pewnej funkcji. Dowieść, że jeśli F (n) = G(n)

na przedziale I , to funkcja F − G jest wielomianem stopnia

mniejszego niż n .
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8. Dowieść, że jeśli funkcja f ma cia֒g la֒ pochodna֒ na przedziale

domknie֒tym [a, b] i fn(x) = n
(

f(x+ 1
n

)− f(x)
)

, to fn ⇉ f ′

9. Niech ζ(x) =
∑∞

n=1
1

nx dla x > 1 . Udowodnić, że funkcja ζ

jest dobrze zdefiniowana oraz, że jest nieskończenie wiele razy

różniczkowalna.

10. Zbadać, dla jakich x ∈ R szereg
∑∞

n=1(−1)n x
n+x

jest zbież-

ny i znaleźć zbiór wszystkich punktów różniczkowalności jego

sumy.

11. Niech f : R −→ R be֒dzie funkcja֒ nieskończenie wiele razy

różniczkowalna֒. Za lóżmy, że dla każdego x ∈ R zachodzi

równość lim
n→∞

f (n)(x) = g(x) , przy czym na każdym prze-

dziale ograniczonym ta zbieżność jest jednostajna. Dowieść,

że istnieje taka liczba c , że f(c) = cex dla każdego x ∈ R .

12. Ile pochodnych ma funkcja
∑∞

n=1
1

n3 sin(nx) ?

13. Niech fn(x) = 1
n

sin2(2n+1πx) , jeśli 1
2n+1 < x < 1

2n oraz

fn(x) = 0 dla pozosta lych x z przedzia lu [0, 1] . Dowieść,

że szereg
∑

fn jest zbieżny jednostajnie na przedziale [0, 1]

i
∑

sup{fn(x): x ∈ [0, 1]} = ∞ .

Oznacza to, że zbieżności jednostajnej tego szeregu nie można

wywnioskować z kryterium Weierstrassa.
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