
TWIERDZENIA O WARTOŚCI ŚREDNIEJ

Naste֒pne twierdzenie, które udowodnimy, by lo używane przez

Fermata (1601–1665) w odniesieniu do wielomianów jeszcze przed

wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku różniczkowego

i ca lkowego. Fermat zajmowa l sie֒ znajdowa l mie֒dzy innymi znaj-

dowaniem wartości najwie֒kszych i najmniejszych wielomianów na

przedzia lach domknie֒tych. Doprowadzi lo go to w gruncie rzeczy

do poje֒cia pochodnej, choć nie stworzy l on teorii. Tym nie mniej

odkry l twierdzenie, którego wage֒ trudno przecenić, choć zarówno

twierdzenie jak i jego dowód sa֒ nies lychanie proste.

Twierdzenie 23.1 ( Fermata o lokalnych ekstremach)

Jeśli f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ różniczkowalna֒ w pewnym punk-

cie p ∈ (a, b) i przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza֒ lub

najwie֒ksza֒, to f ′(p) = 0 .

Dowód. Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie p wartość naj-

wie֒ksza֒. Znaczy to, że dla każdego punktu x z dziedziny funkcji

f zachodzi nierówność f(x) 6 f(p) , zatem dla h > 0 mamy
f(p+h)−f(p)

h 6 0 i wobec tego

f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

= lim
h→0+

f(p+h)−f(p)
h

6 0 .

Mamy też f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h = lim

h→0−

f(p+h)−f(p)
h > 0 . Obie

te nierówności moga֒ zachodzić jednocześnie jedynie w przypadku

f ′(p) = 0 . Jeśli f przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza֒,

to funkcja −f przyjmuje w tym punkcie wartość najwie֒ksza֒, wie֒c

0 = (−f)′(p) = −f ′(p) . Dowód zosta l zakończony.

Wypada podkreślić, że jeśli funkcja określona na przedziale

przyjmuje wartość najwie֒ksza֒ w jego końcu, to nawet w przy-

padku, gdy jest w tym końcu jednostronnie różniczkowalna, to

jej pochodna nie musi być równa 0 . Funkcja x rozpatrywana

na przedziale [7, 13] ma swa֒ najwie֒ksza֒ wartość w punkcie 13 ,
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Twierdzenia o wartości średniej

w którym jej pochodna֒ jest liczba 1.

Uwaga 23.2 (o pozornej monotoniczności)

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p oraz f ′(p) > 0 ,

to istnieje taka liczba δ > 0 , że z nierówności 0 < h < δ wynika

nierówność f(p − h) < f(p) < f(p + h) , tzn. dostatecznie blisko

punktu p , na lewo od niego wartości funkcji sa֒ mniejsze niż war-

tość punkcie p , zaś na prawo od tego punktu, w jego pobliżu

wartości funkcji sa֒ wie֒ksze niż wartość w punkcie p .

Dowód. Iloraz różnicowy f(p+h)−f(p)
h jest dodatni dla dostate-

cznie ma lych h , bowiem ma dodatnia֒ granice֒ przy h → 0 , zatem

licznik i mianownik tego u lamka maja֒ taki sam znak.

Twierdzenie 23.3 (Rolle’a)

Jeżeli funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma pochodna֒ we wszyst-

kich jego punktach wewne֒trznych oraz f(a) = f(b) , to istnieje

punkt c ∈ (a, b) , taki że f ′(c) = 0 .

Dowód. Za lóżmy, że f(a) = f(b) nie jest najwie֒ksza֒ wartościa֒

funkcji f . Niech c be֒dzie punktem, w którym funkcja f przyj-

muje wartość najwie֒ksza֒ spośród przyjmowanych na tym prze-

dziale. Oczywíscie a < c < b . Funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie c , wie֒c na mocy twierdzenia Fermata zachodzi równość

f ′(c) = 0 . Jeśli funkcja f nie przyjmuje wewna֒trz przedzia lu [a, b]

wartości wie֒kszych niż f(a) = f(b), to albo przyjmuje mniejsze

i możemy zamiast niej rozważyć funkcje֒ przeciwna֒ −f , albo

funkcja f jest sta la na przedziale [a, b] . W tym drugim przypadku

c może być dowolnym punktem przedzia lu otwartego (a, b) . Do-

wód zosta l zakończony.

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia może być np. taka:

po prostoliniowej drodze porusza sie֒ pojazd, który rozpoczyna

i kończy przemieszczanie sie֒ w tym samym punkcie
(

f(a) = f(b)
)

.

Ponieważ kończymy podróż w punkcie startu, wie֒c w którymś
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punkcie musielísmy zawrócić, w momencie zmiany kierunku jazdy

nasza pre֒dkość by la równa 0 .

Na wykresie funkcji punkty, o których jest mowa w dowodzie

twierdzenia Rolle’a to te w otoczeniu, których wykres wygla֒da tak,

jak wykres funkcji −x2 w otoczeniu punktu 0 . Oczywíscie to nie

sa֒ jedyne punkty, w których pochodna przyjmuje wartość 0 . Jeśli

f(x) = sin3 x , to f ′(x) = 3 sin2 x cos x , wie֒c f ′(0) = 0 , chociaż

w punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego

minimum. Jeśli 0 < δ < π
2 , to funkcja f jest ścísle rosna֒ca na

przedziale postaci (−δ, δ) . Ma ona lokalne ekstrema, ale w innych

punktach, np. w punktach ±π
2 .

Przejdziemy teraz do najważniejszego twierdzenia w rachunku

różniczkowym:

Twierdzenie 23.4 (Lagrange’a o wartości średniej)

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma pochodna֒ we wszys-

tkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) , to istnieje taki punkt

c ∈ (a, b) , że

f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

.

Dowód. Niech g(x) = f(x) − f(b)−f(a)
b−a

(x − a) — od funkcji f

odejmujemy funkcje֒ f(b)−f(a)
b−a (x − a) , wie֒c liniowa֒, której zmia-

na wartości na przedziale [a, b] jest równa f(b) − f(a) , czyli jest

równa zmianie wartości funkcji f na tym przedziale. Mamy wie֒c

g(a) = f(a) = g(b) . Funkcja g jest funkcja cia֒g la, jako różnica

funkcji cia֒g lych. Taki sam argument przekonuje nas o istnieniu

pochodnej g′ we wszystkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) .

361



Twierdzenia o wartości średniej

Funkcja g spe lnia wie֒c za lożenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje

wobec tego taki punkt c ∈ (a, b) , że 0 = g′(c) = f ′(c)− f(b)−f(a)
b−a ,

a to w laśnie mielísmy wykazać.

Czytelnik z pewnościa֒ zauważy l, że twierdzenie Rolle’a jest

przypadkiem szczególnym twierdzenia Lagrange’a o wartości śred-

niej.

Geometrycznie twierdzenie to oznacza, że jeśli poprowadzimy

prosta֒ ℓ przez punkty (a, f(a)) , (b, f(b)) wykresu funkcji f ,

to styczna do niego w pewnym

punkcie (c,f(c)) , leża֒cym mie֒dzy

wybranymi punktami, jest rów-

noleg la do prostej ℓ. Twierdze-

nie Lagrange’a można też zinter-

pretować ,,fizycznie”. Jeżeli f(x)

oznacza po lożenie w chwili x cia-

 la poruszaja֒cego sie֒ po prostej,
a bc

f(a)

f(b)

f(c) y = f
′ (c)(x

− c) + f(c)

ℓ : y = k(x − a)+f(a)

f ′(c) = k = f(b)−f(a)
b−a

to f ′(c) oznacza pre֒dkość w chwili c , natomiast f(b)−f(a)
b−a to

pre֒dkość średnia w okresie od a do b . Wed lug tej interpre-

tacji twierdzenie o wartości średniej mówi, że pre֒dkość chwilowa

w pewnym momencie c równa jest pre֒dkości średniej, co wygla֒da

na stwierdzenie zupe lnie oczywiste. Widzimy wie֒c, że twierdzenie

Lagrange’a ma krótki dowód, prosto można je zinterpretować na

różne sposoby. Pokażemy, że ma ono liczne i ważne konsekwencje.

Twierdzenie 23.5 (o monotoniczności funkcji różniczkowalnej)

Za lóżmy, że funkcja f jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu P

i że jest różniczkowalna we wszystkich jego punktach wewne֒trz-

nych. Przy tych za lożeniach funkcja f jest:

(23.5.1) niemaleja֒ca (x < y ⇒ f(x) 6 f(y) ) wtedy i tylko wtedy,

gdy jej pochodna f ′ jest nieujemna,

(23.5.2) nierosna֒ca (x < y ⇒ f(x) > f(y) ) wtedy i tylko wtedy,
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gdy jej pochodna f ′ jest niedodatnia.

Dowód. Jeżeli funkcja f jest niemaleja֒ca, to iloraz różnicowy

f(x+h)−f(x)
h jest nieujemny, bo licznik i mianownik tego u lamka

maja֒ taki sam znak. Jeśli funkcja nieujemna ma granice֒, to nieu-

jemna֒. Z tego zdania wynika od razu, że pochodna we wszystkich

tych punktach przedzia lu P , w których istnieje, jest nieujemna.

Za lóżmy teraz, że pochodna w punktach wewne֒trznych przedzia lu

P jest nieujemna. Za lóżmy, że x, y ∈ P i że x < y . Z twierdzenia

o wartości średniej zastosowanego do przedzia lu [x, y] wynika, że
f(y)−f(x)

y−x = f ′(z) > 0 dla pewnego punktu z ∈ (x, y) . Ponieważ

mianownik u lamka f(y)−f(x)
y−x jest dodatni, a sam u lamek jest nieu-

jemny, wie֒c licznik tego u lamka, czyli różnica f(y)−f(x) , też jest

nieujemny, zatem f(y) > f(x) , co dowodzi tego, że funkcja f jest

niemaleja֒ca. Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle do pier-

wszego zaste֒puja֒c funkcje֒ f funkcja֒ przeciwna֒ −f . Dowód zosta l

zakończony.

Wniosek 23.6 (o sta lości funkcji różniczkowalnej) 23.1

Funkcja cia֒g la na przedziale P , różniczkowalna we wszystkich

jego punktach wewne֒trznych jest sta la wtedy i tylko wtedy, gdy

f ′(x) = 0 dla każdego punktu wewne֒trznego przedzia lu P .

Dowód. Funkcja sta la jest jednocześnie niemaleja֒ca i nierosna֒-

ca, zatem jej pochodna jest jednocześnie nieujemna i niedodat-

nia, czyli zerowa. Jeśli pochodna jest zerowa, czyli jednocześnie

nieujemna i niedodatnia, to funkcja jest zarówno niemaleja֒ca, jak

i nierosna֒ca, wie֒c jest sta la. Dowód zosta l zakończony.

Wniosek 23.7 (o pochodnej funkcji niemaleja֒cej)

Jeśli funkcja niemaleja֒ca f ma pochodna֒ w pewnym punkcie x ,

to f ′(x) > 0 .

23.1
Można z  latwościa֒ ten wniosek udowodnić bezpośrednio, bez powo lywania sie֒

na w laśnie wykazane twierdzenie.
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Twierdzenie 23.8 (o ścis lej monotoniczności funkcji różniczk.)

Niech f : P −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie prze-

dzia lu P i różniczkowalna֒ w każdym punkcie wewne֒trznym prze-

dzia lu P . W tej sytuacji funkcja f jest:

(23.8.1) ścísle rosna֒ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest

nieujemna i mie֒dzy każdymi dwoma punktami przedzia lu

P znajduje sie֒ taki punkt x , że f ′(x) > 0,

(4.13.2) ścísle maleja֒ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest

niedodatnia i mie֒dzy każdymi dwoma punktami przedzia-

 lu P znajduje sie֒ taki punkt x , że f ′(x) < 0 .

Dowód. Za lóżmy, że funkcja f jest ścísle rosna֒ca. Jest wie֒c rów-

nież niemaleja֒ca, wie֒c na podstawie poprzedniego twierdzenia jej

pochodna jest nieujemna. Jeżeli x, y ∈ P i x < y , to w pew-

nym punkcie wewne֒trznym z przedzia lu [x, y] zachodzi równość

f ′(z) = f(y)−f(x)
y−x > 0 (wynika to z twierdzenia Lagrange’a).

Zajmiemy sie֒ dowodem implikacji przeciwnej. Ponieważ f

jest funkcja֒ cia֒g la֒, której pochodna jest nieujemna, wie֒c na mocy

poprzedniego twierdzenia f jest funkcja֒ niemaleja֒ca֒. Jeśli nie

jest ona ścísle rosna֒ca, to istnieja֒ takie punkty x, y ∈ P , że x < y

i f(x) = f(y) . Jeśli x < z < y , to f(x) 6 f(z) 6 f(y) = f(x), co

oznacza, że f(x) = f(z) . Oznacza to, że f jest funkcja֒ sta la֒ na

przedziale [x, y] , wie֒c f ′(z) = 0 dla każdego punktu z ∈ [x, y] ,

wbrew za lożeniu.

Druga cze֒́sć twierdzenia może być uzyskana z pierwszej przez

rozważenie funkcji −f zamiast funkcji f .

Twierdzenie 23.9 (o lipschitzowskości funkcji różniczkowalnej)

Niech f : P −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ w każdym punkcie prze-

dzia lu P i różniczkowalna֒ w każdym jego punkcie wewne֒trznym.

Wtedy funkcja f spe lnia warunek Lipschitza ze sta la֒ L > 0 , tzn.

|f(x) − f(y)| 6 |x − y| , gdy x, y ∈ P ,
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wtedy i tylko wtedy, gdy L > sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} .23.9

Dowód. Jeśli x, y ∈ P , to na mocy twierdzenia Lagrange’a

o wartości średniej istnieje taki punkt z leża֒cy mie֒dzy x i y , że

|f(x) − f(y)| = |f ′(z)(x − y)| 6 sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} · |x − y| ,
co kończy dowód twierdzenia w jedna֒ strone֒.

Dowód w druga֒ strone֒ wynika natychmiast z tego, że jeśli

funkcja spe lnia warunek Lipschitza ze sta la֒ L , to dla dowolnych

x, y ∈ P zachodzi nierówność
∣

∣

∣

f(x)−f(y)
x−y

∣

∣

∣
6 L . Z niej wynika, że

|f ′(x)| = lim
y→x

∣

∣

∣

f(y)−f(x)
y−x

∣

∣

∣
6 L , wie֒c sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} 6 L .

Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 23.10 (Darboux)

Jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma w każdym punkcie przedzia lu

(a, b) pochodna֒ (być może nieskończona֒) i jest cia֒g la, to funkcja

f ′: P −→ R ∪ {−∞,∞} ma w lasność Darboux. Oznacza to, że

jeśli f ′(x) < C < f ′(y) dla pewnych x, y ∈ (a, b) i C ∈ R , to

mie֒dzy x i y znajdzie sie֒ taka liczba c , że C = f ′(c) .

Dowód. Za lóżmy, dla ustalenia uwagi, że a < x < y < b oraz

f ′(x) < C < f ′(y) . Niech g(t) = f(t)−Ct dla t ∈ (a, b) . Funkcja

g ma pochodna֒ w każdym punkcie przedzia lu (a, b) i zachodzi

wzór g′(t) = f ′(t) − C . Funkcja g jest też cia֒g la. Wystarczy

udowodnić, że dla pewnego c ∈ (x, y) zachodzi równość g′(c) = 0 .

Prawdziwe sa֒ wzory g′(x) = f ′(x) − C < 0 < f ′(y) − C = g′(y) .

Ponieważ g′(x) < 0 , wie֒c istnieje taka liczba δx > 0 , że jeśli

0 < h < δ , to g(x + h) < g(x) . Ponieważ g′(y) > 0 , wie֒c istnieje

taka liczba δy > 0 , że jeśli 0 < h < δ , to g(y − h) < g(y) . Sta֒d

wynika, że żadna z liczb g(x) , g(y) nie jest najmniejsza֒ wartościa֒

funkcji g na przedziale [x, y] . Niech c ∈ (x, y) be֒dzie punktem,

w którym g przyjmuje najmniejsza֒ wartość na przedziale [x, y] —

23.9
int P oznacza zbiór wszystkich punktów wewne֒trznych przedzia lu P , tzn.

przedzia l otwarty, którego końce pokrywaja֒ sie֒ z końcami przedzia lu P .
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istnienie c wynika z cia֒g lości g . Wtedy g′(c) = 0 , a to chcielísmy

dowieść.

Przyk lad 23.1 Zajmiemy sie֒ funkcja֒ arctg . Zachodzi równość

(arctg x)
′

= 1
1+x2 . Wobec tego dla x ∈ (−1, 1) mamy

(arctg)
′

= 1
1+x2 = 1−x2+x4−x6 +· · · =

(

x− x3

3 + x5

5 − x7

7 +· · ·
)′

.

Z kryterium Leibniza wynika, że szereg x − x3

3 + x5

5 − x7

7 + · · · =

=
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 jest zbieżny również dla x = ±1 , przy czym

nie jest to zbieżność bezwzgle֒dna. Z uwagi po kryterium Leibniza

wynika, że

∣

∣

∞
∑

n=0

(−1)j x2j+1

2j + 1
−

n−1
∑

n=0

(−1)j |x|2j+1

2j + 1
x2j+1

∣

∣ 6
x2n+1

2 + 1
6

1

2n + 1

Z tej nierówności wynika jednostajna zbieżność szeregu na ca lym

przedziale [−1, 1] . Funkcja arctg x −
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 jest wie֒c

cia֒g la na przedziale [−1, 1] a jej pochodna jest równa 0 w punk-

tach wewne֒trznych tego przedzia lu. Sta֒d wynika, że ta funkcja

jest sta la na przedziale [−1, 1] . Dla każdej liczby x ∈ [−1, 1] za-

chodzi wie֒c równość:

arctg x −
∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 = arctg 0 −
∞
∑

n=0

(−1)n · 02n+1

2n+1 = 0 .

Sta֒d wynika, że równość arctg x =

∞
∑

n=0

(−1)n · x2n+1

2n+1 zachodzi dla

każdego x ∈ [−1, 1] . Podstawiaja֒c x = 1 do otrzymanego wzoru

otrzymujemy

π
4 = arctg 1 = 1 − 1

3 + 1
5 − 1

7 + · · · =

∞
∑

n=0

(−1)n 1
2n+1

— ta równość nazywana jest zwykle wzorem Leibniza. Można

wykazać, że jeśli chcielibyśmy za pomoca֒ tego wzoru znajdować

przybliżenia dziesie֒tne liczby π , to musielibyśmy wykonać wiele
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obliczeń, co nawet w przypadku komputerów ma istotne znaczenie

– konkretnie: dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

podwójna 1
4(n+1) < 1

2n+1 − 1
2n+3 + 1

2n+5 − 1
2n+7 + · · · < 1

4n (nie jest

ona oczywista!), wie֒c b la֒d, który pope lniamy przy zaste֒powaniu

liczby π
4 liczba֒ 1 − 1

3 + 1
5 − 1

7 + + · · · + (−1)n−1 1
2n−1 jest za-

warty mie֒dzy 1
4(n+1) oraz 1

4n . Stosuja֒c wzór z lepiej dobranym

x otrzymać można bez trudu szeregi ,,szybciej” zbieżne. 23.3

Przyk lad 23.2 Znajdziemy najmniejsza֒ i najwie֒ksza֒ wartość

funkcji x
1+x2 , która֒ zreszta֒ umiemy znaleźć bez różniczkowania.

Mamy
(

x
1+x2

)′
= 1−x2

(1+x2)2 . Pochodna ta zeruje sie֒ jedynie w punk-

tach −1 i 1 , wie֒c tylko w tych punktach funkcja może przyj-

mować najmniejsza֒ lub najwie֒ksza֒ wartość, teoretycznie może też

nie przyjmować jej wcale. Najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji może być

jedynie liczba −1
1+(−1)2 = −1

2 , najwie֒ksza֒ — 1
1+12 = 1

2 . Bez trudu

stwierdzamy, że nierówność x
1+x2 6

1
2 jest równoważna temu, że

2x 6 1 + x2 , czyli 0 6 (x − 1)2 , wie֒c jest prawdziwa. Podobnie

uzasadniamy nierówność −1
2 6

x
1+x2 .

Przyk lad 23.3 Niech f(x) = 1
x . Mamy f ′(x) = − 1

x2 < 0.

Funkcja ma wie֒c ujemna֒ pochodna֒ w każdym punkcie swej dzie-

dziny (−∞, 0) ∪ (0,∞) . Mamy też f(−1) = −1 < 1 = f(1) ,

wobec tego funkcja ta nie jest nierosna֒ca, tym bardziej nie jest

maleja֒ca. Przyczyna֒ tego zjawiska jest to, że dziedzina tej funkcji

nie jest przedzia lem — malutka, raptem jednopunktowa dziurecz-

ka w dziedzinie, powoduje, że teza przestaje być prawdziwa! Na

każdym przedziale, na którym jest zdefiniowana, funkcja ta jest

ścísle maleja֒ca.

Przyk lad 23.4 Niech a > b > 0 be֒da֒ liczbami rzeczywistymi.

23.3
Można o tym przeczytać w ,,Rachunku różniczkowym i ca lkowym” G.M.Fich-
tenholza, t.2, rozdzia l XI, $ 8, punkt 410, ksia֒żce wielokrotnie wznawianej

przez PWN.
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Niech P oznacza prostoka֒t, którego jeden bok ma d lugość a ,

a drugi — b . Z prostoka֒ta P wycinamy cztery kwadraty o boku

x ∈
(

0, b
2

)

, zawieraja֒ce cztery wierzcho lki P w taki sposób, że

pole P zmniejsza sie֒ o 4x2 . Naste֒pnie zaginamy ,,wystaja֒ce”

cze֒́sci powsta lego dwunastoka֒ta (niewypuk lego) tak, by powsta lo

pude lko o wymiarach a−2x, b−2x, x . Dla jakiego x pojemność

otrzymanego pude lka be֒dzie najwie֒ksza?

Niech V (x) = x(a− 2x)(b− 2x) be֒dzie pojemnościa֒ pude lka.

Funkcja V jest cia֒g la, a nawet różniczkowalna w każdym punkcie

swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemności pude lka dziedzi-

na֒ funkcji V jest przedzia l
(

0, b
2

)

, ale można te֒ funkcje֒ rozpa-

trywać na przedziale domknie֒tym
[

0, b
2

]

. Na przedziale
[

0, b
2

]

funkcja V , jako cia֒g la, przyjmuje wartość najmniejsza֒ oraz war-

tość najwie֒ksza֒. Ponieważ V (0) = V
(

b
2

)

= 0 i V (x) > 0 dla

x ∈
(

0, b
2

)

, wie֒c najmniejsza wartość przyjmowana jest w końcach

przedzia lu
[

0, b
2

]

, zaś najwie֒ksza – w pewnym punkcie wewne֒trz-

nym x0 tego przedzia lu. Ponieważ funkcja V jest różniczkowalna

w x0 , wie֒c V ′(x0) = 0 . Wystarczy zatem znaleźć w przedziale
(

0, b
2

)

punkty, w których pochodna funkcji V jest równa 0 i wy-

brać z nich ten w którym V ma najwie֒ksza֒ wartość — takie

punkty sa֒ co najwyżej dwa, bo V jest wielomianem trzeciego stop-

nia, wie֒c V ′ jest wielomianem kwadratowym.

V ′(x) = 12x2−4(a+b)x+ab . Wiemy, że ten wielomian ma co

najmniej jeden pierwiastek w przedziale
(

0, b
2

)

(nie ma potrzeby

sprawdzać, że jego wyróżnik jest dodatni, bo to wynika z ist-

nienia x0 !). 23.4 Możemy teraz zastosować to samo rozumowanie

do badania funkcji V na przedziale
[

b
2 , a

2

]

. Wewna֒trz tego prze-

dzia lu funkcja V przyjmuje wartości ujemne, na końcach — zero.

23.4
Drugi pierwiastek wielomianu V ′ też jest dodatni, bo iloczyn pierwiastków
tego wielomianu jest równy ab

12
, jest wie֒c dodatni, zatem oba pierwiastki maja

ten sam znak, ale z tego korzystać nie be֒dziemy.
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Wobec tego swa֒ najmniejsza֒ wartość na
[

b
2 , a

2

]

funkcja V przyj-

muje wewna֒trz przedzia lu i wobec tego jej pochodna V ′ przyj-

muje wartość 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedzia lu.

Wynika z tego rozumowania, że w każdym z przedzia lów
(

0, b
2

)

,
(

b
2 , a

2

)

pochodna V ′ funkcji V ma co najmniej jeden pierwiastek,

a ponieważ V ′ ma dok ladnie dwa pierwiastki, wie֒c w każdym

z wymienionych przedzia lów ma dok ladnie jeden pierwiastek. Tak

sie֒ dzieje w przypadku a > b . Nieco inaczej jest, gdy a = b . Wte-

dy V ′( b
2

)

= 0 , co sprawdzamy bezpośrednim rachunkiem i wobec

tego również w tym przypadku w przedziale
(

0, b
2

)

funkcja V ′

może mieć co najwyżej jeden pierwiastek, wie֒c ma dok ladnie je-

den. Udowodnilísmy w ten sposób, że w przedziale
(

0, b
2

)

funkcja

V ′ ma dok ladnie jeden pierwiastek x0 . Jest nim mniejszy z dwóch

pierwiastków tej funkcji, a liczba V (x0) jest najwie֒ksza֒ wartościa֒

funkcji V przyjmowana֒ na przedziale
(

0, b
2

)

. Oczywíscie zachodzi

równość x0 =
4(a+b)−

√
42(a+b)2−4·12ab

2·12 = a+b−
√

a2+b2−ab
6 .

Uwaga 23.11

W ostatnim przyk ladzie nie zajmowalísmy sie֒ znakiem pochod-

nej V ′ , bo nie by lo potrzeby ustalać na jakich przedzia lach funkcja

V rośnie, a na jakich maleje. Można by lo posta֒pić inaczej: stwier-

dzić, że na przedziale (0, x0) pochodna V ′ funkcji V jest dodat-

nia, wie֒c V na tym przedziale rośnie, a na przedziale
(

x0,
b
2

)

pochodna V ′ jest ujemna, wie֒c na tym przedziale funkcja V

maleje. Z naszego rozumowania to też wynika, bo na przedziale

(0, x0) pochodna V ′ nie przyjmuje wartości 0 , ma zatem ten sam

znak we wszystkich punktach tego przedzia lu, zatem funkcja V

jest na tym przedziale ścísle monotoniczna, nie może być maleja֒ca,

bo V (x0) > 0 = V (0) , wie֒c jest ścísle rosna֒ca, wie֒c jej niezeruja֒ca

sie֒ pochodna jest dodatnia.

Przyk lad 23.5 Znajdziemy maksimum obje֒tości bry l powsta-
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 lych w wyniku obrotu trójka֒ta prostoka֒tnego o obwodzie 1 wokó l

jego przeciwprostoka֒tnej.

Niech a, b, c oznaczaja֒ boki trójka֒ta, przy czym c oznacza

przeciwprostoka֒tna֒. Bry la, która powstaje w wyniku obrotu trój-

ka֒ta wokó l boku c to dwa stożki z la֒czone podstawami. Promień

tej wspólnej podstawy to wysokość trójka֒ta prostopad la do prze-

ciwprostoka֒tnej, wie֒c równa ab
c (bo pole trójka֒ta to 1

2ab = 1
2chc ,

gdzie hc jest wysokościa֒ trójka֒ta prostopad la֒ do przeciwprosto-

ka֒tnej c ). Suma wysokości tych stożków jest równa c , zatem

suma֒ ich obje֒tości jest V = π
3 ·

(

ab
c

)2 · c = π(ab)2

3c .

Wiadomo, że a2 + b2 = c2 i a + b + c = 1 . Sta֒d wynika, że

2ab = (a + b)2 − (a2 + b2) = (1 − c)
2 − c2 = 1 − 2c .

Zachodzi wie֒c wzór V = V (c) = π(1−2c)2

12c = π
12

(

1
c − 4 + 4c

)

.

Obliczamy pochodna֒: V ′(c) = π
12

(

− 1
c2 + 4

)

. Sta֒d wnioskujemy

z  latwościa֒, że V ′(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy c = ±1
2

, za-

tem kandydatami na punkt, w którym funkcja V przyjmuje swa֒

najwie֒ksza֒ wartość sa֒ 1
2 oraz −1

2 . Liczba c jest d lugościa֒ boku

trójka֒ta, zatem jest dodatnia, wie֒c nie może być równa −1
2 . Licz-

ba 1
2

też nie wchodzi w gre֒, bo wtedy by laby spe lniona równość

a + b = 1 − 1
2 = 1

2 = c , przecza֒ca nierówności trójka֒ta. Oznacza

to, że funkcja V jest ścísle monotoniczna na każdym przedziale

zawartym w swej dziedzinie, zatem kresy, jeśli sa֒ przyjmowane, to

w końcach przedzia lu. Musimy wie֒c znaleźć dziedzine֒ funkcji V .

Liczby a, b, c maja֒ być bokami trójka֒ta prostoka֒tnego o ob-

wodzie 1 , wie֒c musza֒ być dodatnimi rozwia֒zaniami uk ladu rów-

nań: a2 +b2 = c2, a+b = 1−c . Jeśli a, b, c > 0 i a2 +b2 = c2 , to

(a+b)2 > a2 +b2 = c2 , zatem a+b > c i oczywíscie a+c > c > b

oraz b + c > c > a . Oznacza to, że z odcinków o d lugościach

a, b, c można zbudować trójka֒t, oczywíscie prostoka֒tny. Ten uk lad

równań równoważny jest naste֒puja֒cemu:
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a + b = 1 − c, ab = (1−c)2−c2

2 = 1
2 − c .

Wobec tego liczby a i b to pierwiastki równania kwadratowego

t2 − (1 − c)t + 1
2 − c = 0 . Równanie to ma dodatnie pierwiastki

dla dodatniego parametru c wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < c < 1
2

oraz 0 6 ∆ = (1 − c)2 − 4(1
2 − c) = −1 + 2c + c2 = (c + 1)2 − 2

czyli
√

2 − 1 6 c < 1
2 . Ponieważ V

(

1
2

)

= 0 , wie֒c maksymalna

wartość V jest równa V
(√

2 − 1
)

— oczywíscie maksymalna na

przedziale
[√

2 − 1, 1
2

)

.  Latwo zauważyć, że dla c =
√

2−1 otrzy-

mujemy trójka֒t równoramienny (bo ∆ = 0 , wie֒c pierwiastki rów-

nania kwadratowego x2 − (1 − c)x + 1
2 − c = 0 , czyli liczby a i b

sa֒ równe).

Uwaga 23.12

Ten przyk lad powinien przekonać Czytelniów o konieczności zwra-

cania uwagi na dziedzine֒ funkcji. Omawia lem to zadanie wielo-

krotnie na zaje֒ciach. Jeszcze sie֒ nie zdarzy lo, by uczniowie lub

studenci chcieli potraktować obje֒tość V jako np. funkcje֒ zmiennej

a . Gdyby tak sie֒ sta lo, by loby V = V (a) = πa2(1−2a)2

6(1−a)(1−2a+2a2)

i maksimum osia֒gane by loby w punkcie wewne֒trznym dziedziny

funkcji V , czyli przedzia lu
(

0, 1
2

)

, mianowicie w punkcie 2−
√

2
2 ,

zatem w punkcie zerowania sie֒ pochodnej funkcji V . Znacznie

mniej by loby k lopotu z dziedzina֒ funkcji, za to wie֒cej z obliczenia-

mi. Czasem rozwia֒zuja֒cy nie potrafili wywnioskować monotonicz-

ności funkcji. Wydawa lo im sie֒, że pope lnili b la֒d w obliczeniach:

skoro w jakimś punkcie jest osia֒gane maksimum, to pochodna tam

musi sie֒ zerować — zapominali wie֒c o tym, że to twierdzenie mówi

o punktach wewne֒trznych dziedziny, końców nie dotyczy.

Przyk lad 23.6 Znajdziemy teraz kres górny iloczynu trzech

liczb nieujemnych, których suma jest równa 3 . Oznaczmy te

liczby przez x, y, z . Mamy wie֒c x > 0 , y > 0 , z > 0 oraz

x + y + z = 3 . Mamy znaleźć kres górny wyrażenia xy(3 − x− y)
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zak ladaja֒c, że x, y > 0 oraz x + y 6 3 . Niech s = x + y 6 3.

Chwilowo traktować be֒dziemy wielkość s jako sta la֒. Przy usta-

lonym s nasze wyrażenie to x(s − x)(3 − s) . Mamy znaleźć jego

kres górny zak ladaja֒c, że 0 6 x 6 s . Mamy wie֒c do czynienia

z funkcja֒ kwadratowa֒ zmiennej x , której wspó lczynnik przy x2

jest ujemny, wie֒c przyjmuje ona swa֒ wartość najwie֒ksza֒ w środku

odcinka, którego końcami sa֒ jej pierwiastki. W naszym przypadku

tym punktem jest x = 1
2 (0 + s) = s

2 . Należy teraz znaleźć maksy-

malna֒ wartość wyrażenia (3 − s)s2

4 na przedziale [0, 3] . Mamy
(

(3 − s)s2

4

)′
= − s2

4 + (3 − s) s
2 = 3

2s − 3
4s2 = 3

4s(2 − s) .

Ponieważ funkcja (3 − s)s2

4 zmiennej s jest cia֒g la na przedziale

domknie֒tym [0, 3] , wie֒c osia֒ga w jakimś punkcie swój kres górny.

Ponieważ w końcach przedzia lu przyjmuje wartość 0 , a wewna֒trz

jest dodatnia, wie֒c kres górny jest przyjmowany w jakimś punkcie

wewne֒trznym tego przedzia lu. Jedynym punktem w przedziale

(0, 3) , w którym pochodna funkcji (3 − s)s2

4 zeruje sie֒, jest 2 .

Wartość funkcji (3−s)s2

4 w tym punkcie równa jest 1 . Odpowied-

nie wartości wyj́sciowych zmiennych to x = y = z = 1 . Zadanie

zosta lo rozwia֒zane.

Uwaga 23.13

Pokażemy teraz inne rozwia֒zanie problemu rozważanego w ostat-

nim przyk ladzie. Przypomnijmy, że 3
√

xyz 6
x+y+z

3 — to nie-

równość o średniej arytmetycznej i geometrycznej. Staje sie֒ ona

równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z . W naszym przy-

padku oznacza to, że 3
√

xyz 6 1 , przy czym nierówność staje sie֒

równościa֒ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 1 . Wobec tego

najwie֒ksza wartościa֒ iloczynu trzech liczb nieujemnych, których

suma jest równa 3 jest liczba 1 . Drugie rozwia֒zanie jest krótsze,

ale wymaga pewnego pomys lu.
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Przyk lad 23.7 Znajdziemy trójka֒t o najwie֒kszym obwodzie

wśród trójka֒tów wpisanych w okra֒g o promieniu 1 .

Zgodnie z twierdzeniem sinusów boki trójka֒ta sa֒ równe 2 sin α ,

2 sin β , 2 sin γ , gdzie α , β i γ sa֒ ka֒tami trójka֒ta. Po lowa ob-

wodu to sin α + sin β + sin γ . Wiemy też, że α + β + γ = π .

Z wzorów redukcyjnych wynika, że po lowa obwodu jest równa

P (α, β) := sin α + sin β + sin(α + β) .

Trzeba znaleźć najwie֒ksza֒ wartość funkcji P , o ile istnieje, na

zbiorze {(α, β): 0 < α, β i α + β < π} . Zaczniemy od rozwia֒-

zania zadania przy ustalonym ka֒cie β . Zdefiniujmy funkcje֒ po-

mocnicza֒: fβ(α) = P (α, β) . Mamy

f ′
β(α) = cos α + cos(α + β) = 2 cos(α + β

2 ) cos β
2 .

Ka֒ty α , β spe lniaja֒ nierówność 0 < α + β
2

< π . Wobec tego

jedynym punktem zerowania sie֒ pochodnej funkcji fβ jest α =
π−β

2 . Na przedziale
(

0, π−β
2

)

pochodna funkcji fβ jest dodatnia,

wie֒c funkcja fβ jest ścísle rosna֒ca na przedziale
(

0, π−β
2

]

, wie֒c

jej najwie֒ksza֒ wartościa֒ na tym przedziale jest liczba fβ

(

π−β
2

)

.

Na przedziale
(

π−β
2 , π − β

)

pochodna jest ujemna, wie֒c funkcja

fβ jest ścísle maleja֒ca na przedziale
[

π−β
2 , π − β

)

, wie֒c na tym

przedziale jej najwie֒ksza֒ wartościa֒ też jest liczba:

fβ

(

π−β
2

)

= sin
(

π−β
2

)

+ sin β + sin
(

π−β
2 + β

)

= 2 cos β
2 + sin β .

Znajdziemy najwie֒ksza֒ wartość tej funkcji na przedziale (0, π) .

Mamy
(

2 cos β
2 + sin β

)′
= − sin β

2 + cos β = cos β − cos
(

π−β
2

)

.

Ponieważ na przedziale (0, π) kosinus maleje, wie֒c pochodna na-

szej funkcji zeruje sie֒ jedynie w takim punkcie β , że β = π−β
2 , tzn.

gdy β = π
3

, przy czym pochodna, czyli − sin β
2

+ cos β , maleje na

przedziale (0, π) , wie֒c jest dodatnia na przedziale
(

0,π
3

)

i ujemna

na przedziale
(

π
3 , π

)

, zatem funkcja rośnie na przedziale
(

0, π
3

]

,

a na przedziale
[

π
3 , π

)

— maleje. Sta֒d wynika, że jej wartość w

punkcie π
3 jest najwie֒ksza. Wtedy również α = π

3 i si la֒ rzeczy
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γ = π
3 , zatem najwie֒kszy obwód spośród trójka֒tów wpisanych w

okra֒g o promieniu 1 ma trójka֒t równoboczny.

Uwaga 23.14

Podobnie jak w innych przypadkach można zadanie rozwia֒zać kró-

cej. Na przedziale (0, π) sinus jest funkcja֒ wkle֒s la֒. Z nierówności

Jensena wynika, że

sin α + sin β + sin γ = 3
(

1
3

sin α + 1
3

sin β + 1
3

sin γ) 6

6 3 sin
(

1
3α + 1

3β + 1
3γ

)

= 3 sin π
3 ,

czyli że po lowa obwodu dowolnego trójka֒ta jest mniejsza niż po-

 lowa obwodu trójka֒ta równobocznego.

Przyk lad 23.8 Wykażmy, że najmniejsza wartość wielomianu

f(x) = x6 + 6x2 + 12x jest niewymierna. Zacznijmy od stwier-

dzenia, że ten wielomian ma najmniejsza֒ wartość. Jeśli |x| > 2 ,

to f(x) = x6 + 6x2 + 12x > 6x2 + 12x > 6|x|(|x| − 2) > 0 ,

a na przedziale domknie֒tym [−2, 2] przyjmuje najmniejsza֒ war-

tość, jako funkcja cia֒g la, w pewnym punkcie c i f(c) 6 f(0) = 0 ,

wie֒c f(c) 6 f(x) dla każdego x ∈ R .

Wynika sta֒d, że 0 = f ′(c) = 6c5 + 12c + 12 = 6(c5 + 2c + 2) .

Tego wielomianu nie można przedstawić w postaci iloczynu dwóch

wielomianów stopnia niższego o wspó lczynnikach ca lkowitych ( lat-

we), wie֒c również wymiernych (lemat Gaussa). Zachodzi wzór

f(c) = c6 + 6c2 + 12c = c(c5 + 2c + 2) + 4c2 + 10c = 4c2 + 10c .

Gdyby liczba f(c) by la wymierna, to liczba c by laby pierwiast-

kiem wielomianu kwadratowego x2+10x−f(c) o wspó lczynnikach

wymiernych. Dziela֒c wielomian x5 + 2x+ 2 przez x2 + 10x−f(c)

otrzymujemy wzór

x5 + 2x + 2 = Q(x)
(

x2 + 10x − f(c)
)

+ R(x) ,

gdzie Q jest pewnym wielomianem stopnia trzeciego o wspó lczyn-

nikach wymiernych, a R — wielomianem stopnia pierwszego lub

zerowego o wspó lczynnikach wymiernych (R 6= 0 , bo wielomian
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x5 + 2x + 2 nie jest iloczynem wielomianów o wspó lczynnikach

wymiernych). Sta֒d jednak wynika, że liczba c jest pierwiastkiem

wielomianu R , wie֒c jest wymierna, wbrew temu, co o niej wiemy.

Dodajmy jeszcze, że liczba f(c) nie jest pierwiastkiem wielo-

mianu kwadratowego o wspó lczynnikach wymiernych, bo wtedy

liczba c by laby pierwiastkiem wielomianu czwartego stopnia

o wspó lczynnikach wymiernych. Szczegó ly tego rozumowania zo-

stawiamy Czytelnikowi. Czytelnik może też udowodnić, że liczba

f(c) nie jest pierwiastkiem żadnego wielomianu stopnia trzeciego

lub czwartego o wspó lczynnikach wymiernych.

Przyk lad 23.9 Cz lowiek spaceruja֒cy po lesie znajduje sie֒ w od-

leg lości 5 km od bardzo d lugiej prostoliniowej drogi i o 13 km od

domu, który stoi przy drodze. Ida֒c lasem cz lowiek może przej́sć

3 km w cia֒gu godziny, a szosa֒ — 5 km. Chce jak najszybciej doj́sć

do domu. Jak powinien zaplanować marszrute֒?

Rozwia֒żemy to zadanie. Oznaczmy przez C punkt, w którym

znajduje sie֒ cz lowiek, a punkt, w którym znajduje sie֒ dom — litera֒

D . Na prostej ℓ , która֒ jest droga, wybieramy punkt O , kierunek

dodatni i odcinek jednostkowy w taki sposób, by punkt O by l

rzutem prostopad lym punktu C na prosta֒ ℓ i żeby wspó lrze֒dna֒

punktu D by la liczba 12 =
√

132 − 52 . Za lóżmy, że cz lowiek na-

jpierw dochodzi do punktu na drodze, którego wspó lrze֒dna֒ jest

liczba x , a potem idzie droga֒ do domu. Z tych za lożeń wynika, że

czas przej́scia t(x) jest równy 1
3

√
x2 + 25 + 1

5 |12−x| . Ta funkcja

jest cia֒g la. Jest różniczkowalna wsze֒dzie z wyja֒tkiem punktu 12 .

Dla x 6= 12 mamy t′(x) = x
3
√

x2+25
+ |x−12|

5(x−12)
. Dla x > 12 za-

chodzi nierówność t′(x) > 0 , zatem funkcja jest ścísle rosna֒ca na

pó lprostej [12,∞) . Jeśli x < 12 , to t′(x) = x
3
√

x2+25
− 1

5 . Jasne

jest, że t′(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x < 12 i x2

9(x2+25) = 1
25 ,

czyli gdy 16x2 = 225 , tzn. x = 15
4 .  Latwo przekonujemy sie֒ o
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tym, że jeśli x < 15
4 , to t′(x) < 0 , zaś jeśli 15

4 < x < 12 , to

t′(x) > 0 . Wynika sta֒d, że funkcja t(x) maleje na pó lprostej
(

−∞, 15
4

]

i rośnie na przedziale
[

15
4 , 12

]

. Wobec tego jej najm-

niejsza֒ wartościa֒ jest liczba t
(

15
4

)

= 56
15

.

Przyk lad 23.10 Niech f(x) = sin x−
(

x− x3

6

)

. Mamy f ′(x) =

= cos x −
(

1 − x2

2

)

, wie֒c (f ′)′(x) = − sin x + x . Udowodnilísmy

poprzednio, że jeśli x > 0 , to sin x < x . Z tej nierówności wynika,

że (f ′)′(x) > 0 dla każdego x > 0 . Wobec tego funkcja f ′ jest

ścísle rosna֒ca na pó lprostej domknie֒tej [0,∞) . Sta֒d wynika, że

wzór f ′(x) > f ′(0) = cos 0 −
(

1 − 02

2

)

= 0 zachodzi dla każdego

x > 0 . Wobec tego funkcja f , której pochodna jest dodatnia

na pó lprostej otwartej (0,∞), jest ścísle rosna֒ca na pó lprostej

domknie֒tej [0,∞), wie֒c nierówność f(x) > f(0) = 0 zachodzi dla

x > 0 . W ten sposób wykazalísmy, że sin x > x − x3

6 dla każdej

liczby x > 0 .

Przyk lad 23.11 Niech f(x) = ex − (1 + x + 1
2x2) . Wtedy

f ′(x) = ex − (1 + x) > 0 . Wynika sta֒d, że (f ′)′(x) = ex − 1 > 0 ,

dla x > 0 oraz (f ′)′(x) = ex − 1 < 0 dla x < 0 . Funkcja f ′

jest wie֒c ścísle rosna֒ca na pó lprostej [0,∞) oraz ścísle maleja֒ca

na pó lprostej (−∞, 0] i dlatego najmniejsza֒ wartościa֒ funkcji f ′

jest liczba f ′(0) = e0 − 1 = 0 . Oznacza to, że dla x 6= 0 zachodzi

nierówność f ′(x) > 0 , czyli ex > 1+x . Wobec tego, że funkcja f ′

przyjmuje wartości dodatnie na ca lej prostej z wyja֒tkiem jednego

punktu, zatem funkcja f jest ścísle rosna֒ca na ca lej prostej. Mamy

wie֒c f(x) > f(0) = e0 − (1 + 0 + 1
202) = 0 dla x > 0 oraz

f(x) < f(0) = 0 dla x < 0 , zatem dla x > 0 zachodzi nierówność

ex > 1 + x + 1
2x2 , zaś dla x < 0 — nierówność ex < 1 + x + 1

2x2 .

Rozumuja֒c w ten sam sposób można wykazać, że dla każdej liczby

rzeczywistej x zachodzi nierówność ex > 1+x+ 1
2!x

2 + 1
3!x

3 , przy

czym nierówność jest ostra dla x 6= 0 . Uogólnienie pozostawiamy
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czytelnikom w charakterze prostego ćwiczenia. Zache֒camy też do

porównania z rozumowaniami przeprowadzanymi wcześniej: bez

trudu można zauważyć, że uzyskujemy teraz z  latwościa֒ nierów-

ności, których wykazanie bez pochodnych by lo dosyć trudne.

W poprzednich rozdzia lach pojawia ly sie֒ od czasu do czasu

funkcje wypuk le i wkle֒s le. Pokazalísmy jak można dowodzić, że

funkcja cia֒g la jest wypuk la. Teraz pokażemy, jak można to robić

w przypadku funkcji różniczkowalnej. Powia֒żemy też wyraźnie

poje֒cie wypuk lości funkcji z poje֒ciem stycznej do jej wykresu.

Przypomnijmy, że wypuk la֒ nazywalísmy taka֒ funkcje֒ określona֒ na

zbiorze wypuk lym (jedynymi wypuk lymi podzbiorami prostej sa֒

przedzia ly, zbiory jednopunktowe oraz zbiór pusty), że dla dowol-

nych punktów x, y z jej dziedziny i dowolnej liczby f ∈ (0, 1)

zachodzi nierówność f(tx + (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y) , co oz-

nacza, że punkty odcinka o końcach (x, f(x)) i (y, f(y)) leża֒ nad

wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezależnie od wyboru

punktów x i y . Przypomniana w laśnie definicja jest równoważna

temu, że spe lniony jest jeden (którykolwiek) z trzech warunków:

(a) f(y)−f(x)
y−x < f(z)−f(x)

z−x dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z ,

(b) f(x)−f(y)
x−y < f(z)−f(y)

z−y dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z ,

(c) f(x)−f(z)
x−z < f(y)−f(z)

y−z dla dowolnych x, y, z z dziedziny

funkcji f , dla których x < y < z .

Udowodnimy teraz twierdzenie charakteryzuja֒ce funkcje wy-

puk le w terminach pochodnych. Najpierw przypomnimy zwyk le

oznaczenia dla jednostronnych pochodnych w punkcie x :

f ′
−(x) = lim

h→0−

f(x+h)−f(x)
h to lewostronna pochodna funkcji f

oraz

f ′
+(x) = lim

h→0+

f(x+h)−f(x)
h to pochodna prawostronna.
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Twierdzenie 23.15 (o pochodnej funkcji wypuk lej)

Jeśli f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ wypuk la֒, to

W1. w każdym punkcie x ∈ (a, b) istnieja֒ pochodne jedno-

stronne f ′
−(x) i f ′

+(x) oraz f ′
−(x) 6 f ′

+(x) ;

W2. jeśli x, y ∈ (a, b) i x < y , to f ′
+(x) 6 f ′(y) , przy czym

jeśli f jest ścísle wypuk la, to nierówność jest ostra;

W3. funkcja f jest cia֒g la w każdym punkcie x ∈ (a, b) .

Dowód. Niech Dx(t) = f(t)−f(x)
t−x

dla dowolnego t ∈ (a, b)\{x} ,

Dx(t) oznacza iloraz różnicowy funkcji f w punkcie x . Za lóżmy,

że u < v < x < r < s sa֒ punktami przedzia lu (a, b) . Z w lasności

(c) wynika, że Dx(u) 6 Dx(v) . Z w lasności (b) wynika z kolei, że

Dx(v) 6 Dx(r) , zaś z w lasności (a) wynika, że Dx(r) 6 Dx(s) .

Mamy wie֒c

Dx(u) 6 Dx(v) 6 Dx(r) 6 Dx(s) ,

zatem funkcja Dx jest niemaleja֒ca w ca lym zbiorze (a, b) \ {x} .

Ma wie֒c granice jednostronne w każdym punkcie przedzia lu (a, b) ,

w tym w punkcie x . Sta֒d mamy równości: lim
t→x−

Dx(t) = f ′(x)

oraz lim
t→x+

Dx(t) = f ′
+(x) , przy czym f ′(x) 6 Dx(r) , i wobec tego

f ′(x) 6 f ′
+(x) . Pierwsza cze֒́sć twierdzenia zosta la udowodniona.

Niech x < r < y . Z w lasności (b) wynika, że Dx(r) 6 Dy(r) ,

a z tego co udowodnilísmy dotychczas wynika, że f ′
+(x) 6 Dx(r)

oraz Dy(r) 6 f ′
−(y) . Z trzech otrzymanych nierówności wynika,

że f ′
+(x) 6 f ′

−(y) . Uzyskalísmy wie֒c druga֒ cze֒́sć tezy.

Z istnienia jednostronnych pochodnych skończonych w punkcie x

wynika, że funkcja f jest w tym punkcie lewo– i prawostronnie

cia֒g la, wie֒c jest cia֒g la. Stwierdzenie tego, że w przypadku funkcji

ścísle wypuk lej nierówności staja֒ sie֒ ostre, wynika od razu z tego,

że w przypadku funkcji ścísle wypuk lej nierówności w (a), (b), (c)

sa֒ ostre. Dowód zosta l zakończony.
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Wniosek 23.16 (z dowodu twierdzenia)

Jeśli f jest funkcja֒ wypuk la֒ określona֒ na przedziale otwartym

(a, b) , to dla dowolnego h > 0 , takiego że x + h ∈ (a, b) zachodzi

nierówność f(x + h) > f(x) + f ′
+(x)h . Jeśli x − h ∈ (a, b) , to

zachodzi nierówność f(x − h) > f(x) − f ′
−(x)h . W przypadku

funkcji ścísle wypuk lej nierówności te sa֒ ostre.

Dowód. Wynika to z tego, że f ′
+(x) 6 Dx(x + h) = f(x+h)−f(x)

h

w pierwszym przypadku i f ′
−(x) > Dx(x−h) = f(x−h)−f(x)

−h w dru-

gim przypadku.

Wykazane twierdzenie oznacza, że pochodna różniczkowalnej

funkcji wypuk lej jest niemaleja֒ca. Wniosek to po prostu stwier-

dzenie, że wykres funkcji wypuk lej leży nad styczna֒ do siebie

w dowolnym punkcie wewne֒trznym przedzia lu–dziedziny. Przy

okazji okazuje sie֒, że funkcja wypuk la może być nieróżniczkowalna

w pewnych punktach, np. |x| , |x + 1| + |x| + |x − 1| lub e|x| ,

ale w punktach wewne֒trznych dziedziny ma skończone pochodne

jednostronne, wie֒c jest ,,niedaleka” od funkcji różniczkowalnej.

Wypada dodać, że te uwagi nie dotycza֒ końców przedzia lu–dzie-

dziny, w których funkcja wypuk la może nie być cia֒g la, np. jeśli

f(x) = x2 dla x > 0 i f(0) = 1 , to f jest ścísle wypuk la na

pó lprostej domknie֒tej [0,∞) , choć nie jest cia֒g la w punkcie 0 ,

wie֒c tym bardziej nie ma w tym punkcie pochodnej. Takimi

funkcjami nie be֒dziemy sie֒ jednak zajmować, bo sk lonni jesteśmy

przyznać, że sa֒ one nieco sztuczne.

Pojawi la sie֒ wielokrotnie nierówność ex > 1 + x dla x 6= 0 .

Teraz możemy ja֒ wywnioskować ze ścis lej wypuk lości funkcji ex

na przedziale (−∞,∞) . Nierówność sin x < x dla 0 < x < π jest

konsekwencja֒ ścis lej wkle֒s lości funkcji sinus na przedziale [0, π] .

Jeśli 0 < x 6= 1 , to ln x < x − 1 , co wynika z tego, że funkcja

ln jest ścísle wkle֒s la na (0,∞) . Widzimy wie֒c, że również w ten

sposób można uzyskiwać różne oszacowania. Warto wie֒c umieć
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wyjaśnić, czy funkcja na określonym przedziale jest wypuk la,

wkle֒s la, czy też ani wypuk la, ani wkle֒s la. Okazuje sie֒, że w wielu

przypadkach można to wyjaśnić badaja֒c pochodna֒ interesuja֒cej

nas funkcji.

Twierdzenie 23.17 (o wypuk lości funkcji różniczkowalnej)

Jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma w punktach przedzia lu (a, b) jed-

nostronne pochodne f ′
+ i f ′

− , dla których zachodza֒ warunki:

23.17.1 f ′
−(x) 6 f ′

+(x) dla każdego x ∈ (a, b) ,

23.17.2 jeśli x < y i x, y ∈ (a, b) , to f ′
+(x) 6 f ′

−(y) ,

to funkcja f jest wypuk la na przedziale (a, b) . Jeżeli nierówność

w warunku 23.17.2 jest ostra, to funkcja f jest ścísle wypuk la.

W szczególności: funkcja różniczkowalna f jest wypuk la wtedy

i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest niemaleja֒ca, ścísle wypuk la

— wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest ścísle rosna֒ca.

Dowód. Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji różniczkowal-

nych, bo w tym przypadku dowód jest bardzo prosty. Z wypuk lości

funkcji wynika, że jej pochodna jest niemaleja֒ca — jest to wniosek

z poprzedniego twierdzenia.

Za lóżmy wie֒c, że funkcja f jest różniczkowalna, a jej po-

chodna f ′ jest niemaleja֒ca: x < y =⇒ f ′(x) 6 f ′(y) . By

udowodnić, że funkcja f jest wypuk la, wystarczy wykazać, że

jeśli x < y < z , to f(x)−f(y)
x−y 6

f(y)−f(z)
y−z . Z twierdzenia o

wartości średniej wynika, że istnieja֒ takie punkty r ∈ (x, y) i

s ∈ (y, z) , że f(x)−f(y)
x−y

= f ′(r) oraz f(y)−f(z)
y−z

= f ′(s) . Ponieważ

r < y < s , wie֒c r < s i wobec tego f ′(r) 6 f ′(s) , co kończy

dowód twierdzenia w tym przypadku.

Dowód w przypadku ogólnym pozostawiam w charakterze ćwi-

czenia, bardzo zache֒cam do przeprowadzenia go!

Przyk lad 23.12 Naszkicować wykres wielomianu w zdefinio-

wanego wzorem jak naste֒puje: w(x) = 1
2x4 − 4x3 + 11x2 − 12x .
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Wielomian w jest funkcja֒ różniczkowalna֒ na ca lej prostej i za-

chodzi równość

w′(x) = 2x3 − 12x2 + 22x − 12 = 2(x3 − 6x2 + 11x − 6) =

= 2(x − 1)(x − 2)(x − 3) .

Ta pochodna jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < x < 2 lub

x > 3 . Wobec tego na pó lprostej [3,∞) wielomian w jest funkcja֒

ścísle rosna֒ca֒, na przedziale [2, 3] — ścísle maleja֒ca֒, na przedziale

[1, 2] — ścísle rosna֒ca֒ i wreszcie ścísle maleja֒ca֒ na pó lprostej

(−∞, 1] . Mamy w(1) = −9
2 = w(3) i w(2) = −4 . Z tego, co

do tej pory stwierdzilísmy wynika, że liczba −9
2 jest najmniejsza֒

wartościa֒ funkcji w . Liczba −4 jest najwie֒ksza֒ z wartości przyj-

mowanych np. na przedziale (1, 3) , ale to nie jest najwie֒ksza

wartość wielomianu w , bo na przyk lad w(0) = 0 > −4 . Naj-

wie֒kszej wartości nie ma w ogóle, bowiem lim
x→∞

w(x) =∞. Zbada-

my teraz monotoniczność pochodnej. Równość 0 = (w′)′(x) =

=6x2−24x+22 = 2(3x2−12x+11) zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy x1 = 6−
√

3
3 lub x2 = 6+

√
3

3 . Wynika sta֒d, że (w′)′(x) < 0 ⇔

⇔ x1 = 6−
√

3
3 < x < 6+

√
3

3 = x2 .

W przedziale domknie֒tym [x1, x2] =

=
[

6−
√

3
3 , 6+

√
3

3

]

funkcja w′ jest wie֒c

ścísle maleja֒ca, zatem funkcja w jest

ścísle wkle֒s la; na pó lprostej
(

−∞, x1

]

funkcja w′ jest ścísle rosna֒ca, wie֒c

funkcja w jest ścísle wypuk la. Podob-

nie na pó lprostej
[

x2,∞
)

.

0 4

1 32

x1 x2

Definicja 23.18 (lokalnego ekstremum)

Mówimy, że funkcja f określona na zbiorze zawieraja֒cym prze-

dzia l I o środku w punkcie p ma w tym punkcie lokalne mak-

simum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki przedzia l J ⊂ I

o środku w punkcie p , że jeśli x ∈ J , to f(x) 6 f(p) . Jeśli
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nierówność jest ostra dla x 6= p , to mówimy, że lokalne maksi-

mum jest w laściwe. Analogicznie określamy lokalne minimum oraz

lokalne minimum w laściwe. Jeśli funkcja ma w punkcie p lokalne

maksimum lub lokalne minimum, to mówimy, że ma w tym punkcie

lokalne ekstremum 23.5 .

Wielomian x4 − 8x3 + 22x2 − 24x ma w punkcie 2 lokalne

maksimum w laściwe, a w punktach 1 i 3 lokalne minima w laściwe.

Definicja 23.19 (punktu przegie֒cia)

Punkt p jest jest punktem przegie֒cia funkcji f wtedy i tylko wt-

edy, gdy istnieje liczba δ > 0 , taka że:

23.19.1 przedzia l (p − δ, p + δ) jest zawarty w dziedzinie f ,

23.19.2 na jednym z przedzia lów (p − δ, p] , [p, p + δ) funkcja f

jest wypuk la, a na drugim wkle֒s la,

23.19.3 na żadnym z przedzia lów (p− η, p + η] , [p, p + η) , gdzie

η ∈ (0, δ) , funkcja f nie jest liniowa.

Punktami przegie֒cia wielomianu x4 − 8x3 + 22x2 − 24x sa֒

liczby 6−
√

3
3

6+
√

3
3

. Liczba 0 jest punktem przegie֒cia każdej

z funkcji x3 , x5 , x7 . . . Liczba nπ dla n ∈ Z jest punktem

przegie֒cia funkcji sinus oraz funkcji tangens.

Przyk lad 23.13 Niech f : R \ {−1, 1} −→ R be֒dzie funkcja֒

zdefiniowana֒ wzorem f(x) = x3−4x
x2−1

. Zbadamy przebieg zmien-

ności tej funkcji, czyli znajdziemy maksymalne przedzia ly, na któ-

rych ta funkcja jest rosna֒ca, maleja֒ca, wypuk la, wkle֒s la. Potem

be֒dziemy mogli naszkicować jej wykres.

Mamy f ′(x) = (3x2−4)(x2−1)−2x(x3−4x)
(x2−1)2 = x4+x2+4

(x2−1)2 > 0 . Wy-

nika sta֒d, że funkcja f jest ścísle rosna֒ca na przedziale (−1, 1)

23.5
W wielu podre֒cznikach s lowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja֒

lokalne maksimum, lokalne minimum, lokalne ekstremum. Zdecydowalísmy
sie֒ na nieco d luższe terminy, by unikna֒ć cze֒stych nieporozumień zwia֒zanych

z krótszymi, wielu osobom zdarza sie֒ mylić np. lokalne maksima z globalnymi,

co może prowadzić do zupe lnie bezsensownych wniosków.
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i na każdej z pó lprostych (−∞,−1) , (1,∞) . Zachodza֒ równości

lim
x→−1−

f(x) = ∞ , lim
x→−1+

f(x) = −∞ , lim
x→1−

f(x) = ∞ i wreszcie

lim
x→1+

f(x) = −∞ .

Zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ funkcji f . Ustalimy wie֒c, gdzie

funkcja f ′ rośnie lub maleje. Obliczymy pochodna֒ (f ′)′ funkcji f ′.

(f ′)′(x) = (4x3+2x)(x2−1)2−4x(x2−1)(x4+x2+4)
(x2−1)4 =

= (4x3+2x)(x2−1)−4x(x4+x2+4)
(x2−1)3 = −6x(x2+3)

(x2−1)3 .

Wynika sta֒d, że (f ′)′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1) , wie֒c

funkcja jest ścísle wypuk la na pó lprostej (−∞,−1) oraz na prze-

dziale [0, 1) . Ponieważ (f ′)′(x) < 0 ⇐⇒ ⇐⇒x ∈ (−1, 0)∪ (1,∞) ,

wie֒c funkcja f jest ścísle wkle֒s la na przedziale (−1, 0] oraz na

pó lprostej (1,∞) . Ta funkcja nie ma lokalnych ekstremów. Jej

jedynym punktem przegie֒cia jest x = 0 . Dodajmy jeszcze, że

lim
x→−∞

x3−4x
x2−1

= −∞ i lim
x→∞

x3−4x
x2−1

= ∞ . Zachodza֒ też równości

lim
x→−∞

(

x3−4x
x2−1 − x

)

= 0 i lim
x→∞

(

x3−4x
x2−1 − x

)

= 0 .

Na rysunku obok sa֒: wykres funkcji

x3−4x
x2−1 ; proste x=−1, x=1 ; prosta

y = 4x styczna do wykresu funkcji

f w punkcie (0, 0) — linia cia֒g la;

prosta y =x– linia przerywana.23.6

-3 -2 -1 1 2 3

-10

-5

5

10

W ostatnim przyk ladzie pojawi la sie֒ proste, do której wykres

funkcji zbliża l sie֒ nieograniczenie, mianowicie proste: y = x ,

x = 1 i x = −1 . Takie proste maja֒ swa֒ nazwe֒.

Definicja 23.20 (asymptoty)

Prosta y = Ax + B jest asymptota֒ funkcji f : (a,∞) −→ R przy

x −→ ∞wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0 .

Prosta y = Ax+B jest asymptota֒ funkcji f : (a,−∞) −→ R przy

23.6 Tym razem odcinki jednostkowe na osiach maja֒ różne d lugości.
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x −→ −∞wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→−∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0.

Prosta x = c jest asymptota֒ (pionowa֒) funkcji f : (a, c) −→ R

przy x → c− , c ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→c−

f(x) = ±∞ .

Prosta x = c , jest asymptota֒ (pionowa֒) funkcji f : (c, a) −→ R

przy x → c+, c ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→c+

f(x) = ±∞ .

Cze֒sto w przypadku asymptot przy x → ∞ mówimy o asymp-

totach ukośnych, gdy A 6= 0 lub poziomych, gdy A = 0 .

Uwaga 23.21

Za lóżmy, że prosta y = Ax + B jest asymptota֒ funkcji f przy

x −→ ±∞ . Wtedy A = lim
x→∞

f(x)
x , B = lim

x→∞

(

f(x) − Ax
)

.

Pierwsza równość wynika z tego, że lim
x→∞

(

f(x) − (Ax + B)
)

= 0 ,

zatem

0 = lim
x→∞

f(x)−(Ax+B)
x = lim

x→∞

( f(x)
x −A

)

− lim
x→∞

B
x = lim

x→∞

( f(x)
x −A

)

.

Druga równość wynika z pierwszej.

Przyk lad 23.14 Niech f(x) =
√

x3

x−2 dla x /∈ (0, 2] . Zbadamy

przebieg zmienności funkcji f .

Dla x > 2 mamy f(x) = x
√

x
x−2 , zatem lim

x→∞
f(x)

x = 1 .

Mamy również

lim
x→∞

(

f(x) − x
)

= lim
x→∞

x
(
√

x
x−2

− x
)

=

= lim
x→∞

x√
x

x−2
+1

·
(

x
x−2 − 1

)

= lim
x→∞

1√
x

x−2
+1

· 2x
x−2 = 1

1+1 · 2
1 = 1 .

Wynika sta֒d, że prosta o równaniu y = x + 1 jest asymptota֒

ukośna֒ funkcji f przy x −→ ∞ . W podobny sposób przekonać

sie֒ możemy, że lim
x→−∞

f(x)
x = −1 i lim

x→∞

(

f(x) + x
)

= −1 , a to

oznacza, że prosta o równaniu y = −x− 1 jest asymptota֒ ukośna֒

funkcji f przy x −→ −∞ . W punkcie 0 funkcja f jest cia֒g la.

Mamy też lim
x→2+

f(x) = ∞ , zatem prosta x = 2 jest prawostronna֒

asymptota֒ pionowa֒ funkcji f .
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Na jakich przedzia lach funkcja f rośnie, a na jakich maleje?

Mamy

f ′(x) =
(
√

x3

x−2

)′
=

(

(

x3

x−2

)1/2
)′

=

= 1
2

(

x3

x−2

)−1/2 · 3x2(x−2)−x3

(x−2)2 =
√

x−2
x3 · x2(x−3)

(x−2)2 .

Wynika sta֒d, że f ′(x) > 0 , gdy x > 3 i f ′(x) < 0 , gdy x < 0

oraz gdy 2 < x < 3 . Wobec tego funkcja f jest ścísle rosna֒ca

na pó lprostej [3,∞) , a na przedziale (2, 3] i na pó lprostej (−∞, 0]

jest ścísle maleja֒ca (choć nie jest ścísle maleja֒ca na zbiorze

(−∞, 0] ∪ (2, 3] ). Teraz zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ i wkle֒s lościa֒

funkcji f na różnych przedzia lach. Aby stwierdzić na jakich prze-

dzia lach f jest funkcja֒ wypuk la֒, a na

jakich wkle֒s la֒, ustalimy, gdzie jej po-

chodna f ′: R \ [0, 2] −→ R rośnie, a

gdzie maleje. Dla x > 3 zachodzi wzór

f ′(x) =
√

x(x−3)2

(x−2)3 , a dla x 6 3 —

równość f ′(x) = −
√

x(x−3)2

(x−2)3 . Funkcja
√

y jest ścísle rosna֒ca, wie֒c wystarczy

zbadać na jakich przedzia lach funkcja
x(x−3)2

(x−2)3
rośnie, a na jakich maleje.

y=−
x

−
1 3

y
=

x
+

1
y

=
f(x

)

y
=

f(x)

x
=

2

Mianownik jej pochodnej jest dodatni, bo jest kwadratem, a licznik

jest równy
(

(x − 3)2 + 2x(x − 3)
)

(x − 2)3 − 3(x − 2)2
(

x(x − 3)2
)

=

= (x − 3)(x − 2)2
(

(3x − 3)(x − 2)−3x(x−3)
)

=6(x−3)(x−2)2.

Funkcja x(x−3)2

(x−2)3 jest wie֒c ścísle rosna֒ca na pó lprostej [3,∞). Na

przedziale (2, 3] oraz na pó lprostej (−∞, 0] funkcja x(x−3)2

(x−2)3
jest

ścísle maleja֒ca. Wobec tego na pó lprostej [3,∞) , na przedziale

(2, 3] i na pó lprostej (−∞, 0] pochodna f ′ jest ścísle rosna֒ca,

zatem funkcja f jest ścísle wypuk la na każdej z dwu pó lprostych:

(2,∞) i (−∞, 0] .
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Po tych kilku przyk ladach wypada stwierdzić, że prezento-

wane metody sa֒ skuteczne, jeśli potrafimy znajdować pierwiastki

funkcji. Daje sie֒ to robić w przypadku dosyć wa֒skiej klasy funkcji,

za to tych używanych najcze֒́sciej. W innych sytuacjach stosujemy

metody przybliżone.

Przyk lad 23.15 Pokażemy jak można znaleźć pierwiastek rów-

nania x5 + 2x + 2 = 0 z dok ladnościa֒ do 0,1 . Oznaczmy: f(x) =

=x5 + 2x + 2 . Wtedy f ′(x) = 5x4 + 2 > 0 , wie֒c funkcja f jest

ścísle rosna֒ca, zatem ma co najwyżej jeden pierwiastek. Ponieważ

f(−1) = −1 < 0 < 2 = f(0) , wie֒c funkcja cia֒g la f ma co

najmniej jeden pierwiastek w przedziale (−1, 0) . Wykazalísmy,

że funkcja f ma dok ladnie jeden pierwiastek, który znajduje sie֒

w przedziale (−1, 0) . Mamy f(−1
2
) = − 1

32
−1+2 = 31

32
> 0 , zatem

ten pierwiastek znajduje sie֒ w przedziale
(

−1,−1
2

)

. Pochodna f ′

funkcji f jest ścísle maleja֒ca na pó lprostej (−∞, 0] , wie֒c funkcja

f jest na tej pó lprostej ścísle wkle֒s la, a zatem jej wykres leży pod

styczna֒. Wobec tego możemy napisać, że

f(x) < f ′(−1)(x + 1) + f(−1) = 7(x + 1) − 1 = 7x + 6

dla x ∈ (−1, 0) . Wobec tego f(−6
7 ) < 0 . Z wkle֒s lości funkcji

wynika, że odcinek  la֒cza֒cy dwa punkty wykresu znajduje sie֒ pod

tym wykresem, zatem

f(x) > f(−1/2)−f(−1)
−1/2−(−1) (x+ 1) + f(−1) = 63

16 (x+ 1)− 1 = 63
16x+ 47

16 .

Wynika sta֒d, że f(−47
63 ) > 0 . Wobec tego pierwiastek leży mie֒dzy

liczbami −6
7

i −47
63

. Mamy też 6
7
− 47

63
= 1

9
< 1

5
, zatem liczba

−1
2

(

6
7 + 47

63

)

= −101
126 znajduje sie֒ w odleg lości mniejszej niż 1

18 < 1
10

od pierwiastka funkcji f .

Przyk lad 23.16 Znajdziemy przybliżenie (wymierne) liczby
3
√

2 z b le֒dem mniejszym niż 0,000 001 . Ponieważ 1 < 2 < 8,

wie֒c 1 < 3
√

2 < 2. Liczba 1 < 3
√

2 < 2 to jedyny pierwiastkiem

wielomianu x3 − 2 , który jest funkcja֒ ścísle rosna֒ca֒. Z definicji
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pochodnej wynika od razu, że x3 − 2 ≈ 3a2(x − a) + a3 − 2

dla x dostatecznie bliskich a . Można wie֒c spróbować rozwia֒zać

równanie 3a2(x − a) + a3 − 2 = 0 zamiast równania x3 − 2 = 0 .

Otrzymujemy x = a− a3−2
3a2 = 2

3
a+ 1

3
· 2

a2 = 1
3

(

a+a+ 2
a2

)

. Liczba
2
3a+ 1

3 · 2
a2 leży mie֒dzy liczbami a i 2

a2 (jako ich średnia ważona).

Jeśli a > 0 , to a > 3
√

2 ⇔ 2
a2 < 3

√
2 . Wynika sta֒d, że jeśli za-

sta֒pimy liczbe֒ a liczba֒ 2
3a+ 1

3 · 2
a2 , to przesuniemy sie֒ w kierunku

liczby 3
√

2 . Zauważmy, że

2
3a + 1

3 · 2
a2 = 1

3

(

a + a + 2
a2

)

> 3

√

a · a · 2
a2 = 3

√
2

Okaza lo sie֒, że dla każdej liczby a > 0 spe lniona jest nierówność
2
3a + 1

3 · 2
a2 >

3
√

2 . Jeśli a > 3
√

2 to, a > 2
3a + 1

3 · 2
a2 > 3

√
2 .

Definiujemy cia֒g (an) wzorami a1 = 2 , an+1 = 2
3an + 1

3 · 2
a2

n
.

Z wykazanych już nierówności wynika, że ten cia֒g jest ścísle male-

ja֒cy i że wszystkie jego wyrazy sa֒ wie֒ksze od 3
√

2 . Ma wie֒c ma

granice֒ skończona֒. Niech g = lim
n→∞

an . Ponieważ lim
n→∞

an+1 =

= lim
n→∞

an , wie֒c g = 2
3g + 1

3 · 2
g2 , zatem g3 = 2 , wie֒c g = 3

√
2 .

Oszacujemy różnice֒ mie֒dzy g = 3
√

2 i an . Mamy

0 < an+1 − 3
√

2 = 1
3

(

2an + 2
a2

n

)

− 3
√

2 = 1
3a2

n

(

2a3
n − 3a2

n
3
√

2 + 2
)

=

= 1
3a2

n

(

an − 3
√

2
)2(

2an + 3
√

2
)

< 1
an

(

an − 3
√

2
)2

.

Wobec tego a2 − 3
√

2 < 1
a1

(

a1 − 3
√

2
)

= 1
2

(

2 − 3
√

2
)

< 1
2 . Dalej:

an+2 − 3
√

2 < 1
an+1

(

an+1 − 3
√

2
)2

< 1
3
√

2

(

an+1 − 3
√

2
)2

<

< 1
3
√

2
· 1

3
√

22

(

an − 3
√

2
)4

= 1
2

(

an − 3
√

2
)4

.

Wobec tego a4 − 3
√

2 < 1
2

(

a2 − 3
√

2
)4

< 1
2 · 1

24 = 1
32 = 1

25 . Sta֒d

mamy

a6 − 3
√

2 < 1
2

(

a4 − 3
√

2
)4

< 1
2 · 1

210 < 1
2 000 000 ,

a wie֒c wystarczy obliczyć szósty wyraz zdefiniowanego cia֒gu, by

uzyskać ża֒dane przybliżenie. Czytelnik sam przekona sie֒ jaka֒ do-

k ladność daje pia֒ty wyraz tego cia֒gu.

Uwaga 23.22 Metode֒ opisana֒ w ostatnim przyk ladzie wymyśli l
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Isaac Newton. Jest ona bardzo skuteczna w przypadku różniczko-

walnych funkcji wypuk lych, ale nie tylko dla nich. Niedobrze dzia la

w przypadku takich pierwiastków funkcji, w których jej pochodna

jest równa 0 , wie֒c co najmniej dwukrotnych.

Metoda Newtona bywa modyfikowana. Jest szeroko stoso-

wana m.in. w różnych urza֒dzeniach elektronicznych s luża֒cych

do obliczania. W poprzednim przyk ladzie kombinowalísmy różne

metody. W dzisiejszych czasach obliczenia zazwyczaj wykonuja֒

komputery, ale jeśli mamy do czynienia z bardzo poważnymi obli-

czeniami, to komputer musi stosować rozsa֒dne metody, bo ina-

czej przyjdzie nam czekać na wynik zbyt d lugo i narazimy sie֒ na

niedok ladne wyniki — komputery używaja֒ przybliżeń liczb (np.

skończonych rozwinie֒ć w uk ladzie pozycyjnym o podstawie 16 ).

Zadania

1. Udowodnić, że liczba c jest 2 –krotnym pierwiastkiem wielo-

mianu w , czyli że wielomian w jest podzielny przez wielo-

mian (x − c)2 wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = w(c) = w′(c) .

2. Udowodnić, że funkcja f : R −→ R zdefiniowana wzorami

f(0) = 0 i f(x) = x + x3(2 + sin 1
x ) dla x 6= 0 nie jest ani

wypuk la ani wkle֒s la na żadnym przedziale, którego końcem

jest liczba 0 .

x ∈ (0, 1) ⇒ f(x) > x , x ∈ (−1, 0) ⇒ f(x) < x , wie֒c z lewej

strony punktu 0 wykres leży pod styczna֒, a z prawej — nad

nia֒, choć 0 nie jest punktem przegie֒cia funkcji f .

3. Dowieść, że jeśli a < b < c , funkcja f : [a, c] −→ R jest wy-

puk la i punkty
(

a, f(a)
)

,
(

b, f(b)
)

i
(

c, f(c)
)

leża֒ na jednej

prostej, to punkt
(

x, f(x)
)

też leży na tej prostej dla każdego

x ∈ (a, c) .

4. Niech f : [a, b] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ i niech be֒dzie

spe lniona nierówność f(a) < 0 < f(b) . Niech a0 = a ,
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a1 = b. Niech (a2, 0) be֒dzie punktem, w którym prosta prze-

chodza֒ca przez punkty
(

a, f(a)
)

i
(

b, f(b)
)

przecina pozioma֒

oś uk ladu wspó lrze֒dnych. Jeśli f(a2) = 0 , to przyjmujemy

an = a2 dla każdego n > 2. Jeżeli f(a2) < 0 , to a3 jest

pierwsza֒ wspó lrze֒dna֒ punktu przecie֒cia poziomej osi uk ladu

wspó lrze֒dnych i prostej przechodza֒cej przez obydwa punkty
(

a2,f(a2)
)

i
(

a1, f(a1)
)

. Jeśli f(a2) > 0 , to a3 jest pierw-

sza֒ wspó lrze֒dna֒ punktu przecie֒cia poziomej osi uk ladu wspó l-

rze֒dnych i prostej, która przechodzi przez punkty
(

a0, f(a0)
)

i
(

a2, f(a2)
)

. Analogicznie określamy naste֒pne wyrazy cia֒gu

(an). Dowieść, że cia֒g (an) jest zbieżny i że lim
n→∞

f(an) = 0 .

Uwaga. W zadaniu czwartym opisalísmy jeszcze jedna֒ me-

tode֒ przybliżonego obliczania pierwiastków funkcji.

5. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒, która ma po-

chodna֒ w każdym punkcie przedzia lu (a, b) . Dowieść, że jeśli

lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) , to f ′(c) = 0 dla pewnego c ∈ (a, b) .

6. Niech funkcja f : [0,∞) −→ R be֒dzie dana wzorem

f(x) =
{

x sin(ln x) dla x > 0,
0 dla x = 0.

Niech c(x) oznacza taka֒ liczbe֒, że f(x) − f(0) = xf ′(c(x)
)

i c(x) ∈ (0, x) . Wykazać, że funkcja c ma punkty niecia֒g lości

w każdym przedziale postaci (0, d) , d > 0 .

7. Funkcja f : [a, b] −→ R jest cia֒g la i ma cia֒g la֒ pochodna֒ w każ-

dym punkcie przedzia lu (a, b) . Czy wynika sta֒d, że dla każdej

liczby c ∈ (a, b) istnieja֒ takie liczby x, y ∈ [a, b] , że x < c < y

i f ′(c) = f(y)−f(x)
(y−x) ?

8. Dowieść, że jeśli p > 1 i 0 < x < y , to zachodzi nierówność

pxp−1(y − x) < yp − xp < pyp−1(y − x) .

9. Dowieść, że dla dowolnych x, y ∈ R z tego, że y 6= x wynika,

że | arctg x − arctg y| < |x − y| .
10. Dowieść, że nie istnieje taka liczba L > 0 , że nierówność
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| tg x− tg y| 6 L|x− y| zachodzi dla dowolnych x, y ∈
[

0, π
2

)

.

11. Dowieść, że jeśli 0 < x < y , to y−x
y < ln y

x < y−x
x .

12. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R ma ograniczona֒ po-

chodna֒, to jest jednostajnie cia֒g la.

13. Dowieść, że jeśli a, b ∈ R , f : (a, b) −→ R jest funkcja֒ nie-

ograniczona֒ i różniczkowalna֒, to jej pochodna f ′ też jest

nieograniczona.

14! Dowieść, że jeśli funkcja f : (a,∞) −→ R jest różniczkowalna

i lim
x→∞

f ′(x) = 0 , to lim
x→0

f(x)
x

= 0 .

15. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a,∞) −→ R jest różniczkowalna

i lim
x→∞

f(x)
x = 0 , to istnieje taki cia֒g (xn) , którego granica֒

jest ∞ , że lim
n→∞

f ′(xn) = 0 .

16! Dowieść, że jeśli funkcja f : [a, b) −→ R jest cia֒g la i róż-

niczkowalna w przedziale otwartym (a, b) i istnieje granica

lim
x→a+

f ′(x) = A ∈ [−∞,∞] , to funkcja f ma w punkcie a

prawostronna֒ pochodna֒ i f ′
+(a) = A .

17! Znaleźć wszystkie takie funkcje cia֒g le f : [a, b] −→ R , że dla

każdego x ∈ (a, b) zachodzi równość f ′(x) = 1 .

18. Dowieść, że jeśli funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i dla

każdej liczby x ∈ R zachodzi równość f ′(x) = 7f(x) , to

f(x) = f(0)e7x dla każdego x ∈ R .

19. Dowieść, że jeśli funkcja f : (−1,∞) −→ R jest różniczkowal-

na i dla każdej liczby x ∈ R zachodzi równość (1 +x)f ′(x) =

=
√

7f(x) , to f(x) = f(0)(1 + x)
√

7 dla każdego x ∈ R .

20. Dowieść, że jeżeli x < 1 , to zachodzi równość arctg 1+x
1−x =

= arctg x + π
4

, a dla x > 1 — arctg 1+x
1−x

= arctg x − 3π
4

.

21. Dowieść, że jeżeli |x| > 1 , to 2 arctg x + arcsin 2x
1+x2 = π · |x|

x .

22. Funkcja f : [a, b] → R jest cia֒g la, ma cia֒g la֒ pochodna֒ w prze-

dziale (a, b) , jej wykres nie jest zawarty w prostej. Dowieść,

że
∣

∣

∣

f(b)−f(a)
b−a

∣

∣

∣
< |f ′(c)| dla pewnego c ∈ (a, b).
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23. Znaleźć maksymalne przedzia ly, na których funkcja f jest

monotoniczna, jeśli f(x) = :

(a)
√

x
x+100 , x > 0 ; (b) x + sin x , x ∈ R ;

(c) x
(

√

3
2 + sin(ln x)

)

, x > 0 ; (d) x + sin(2x) , x ∈ R ;

(e) cos π
x , x 6= 0 ; (f) x22−x , x ∈ R ;

(g) xne−x , x ∈ R , n ∈ N ; (h) x2 − ln(x2) , x 6= 0 .

24. Dowieść, że funkcja
(

1 + 1
x

)x
jest ścísle rosna֒ca na każdej

z pó lprostych [1,∞) i (−∞,−1] .

25. Znaleźć maksimum obje֒tości stożka wpisanego w kule֒ o pro-

mieniu 1.

26. Znaleźć minimum obje֒tości stożka opisanego na kuli o pro-

mieniu 1.

27. Znaleźć maksimum obwodu trójka֒ta wpisanego w okra֒g o pro-

mieniu 1.

28. Znaleźć maksimum d lugości statku, który może wp lyna֒ć z ka-

na lu o szerokości a > 0 do prostopad lego doń kana lu, którego

szerokość jest równa b > 0 .

29. Znaleźć maksimum pola trójka֒ta o obwodzie 3 - można sko-

rzystać z wzoru Herona.

30. Znaleźć najwie֒kszy wyraz cia֒gu
(

n52−n
)

dla n = 1, 2, 3 . . .

i najwie֒kszy wyraz cia֒gu
(

n53−n
)

dla n = 1, 2, 3 . . .

31. Cie֒żarówka porusza sie֒ po autostradzie ze sta la֒ pre֒dkościa֒ v

km/h. Minimalna pre֒dkość dla cie֒żarówek na autostradzie

wynosi 50 km/h, maksymalna 100 km/h, litr benzyny kosz-

tuje 2 z l, kierowca otrzymuje 10 z l za godzine֒ swej pracy.

Cie֒żarówka zużywa 11 + v2

400 litrów paliwa w cia֒gu godziny

jazdy ( z pre֒dkościa֒ v ). Przy jakiej pre֒dkości koszt przejazdu

ustalonego odcinka trasy jest najmniejszy?

32. Zbadano, że w pewnej fabryce robotnik rozpoczynaja֒cy prace֒

o godzinie 8 :00 wykonuje −x3 +6x2 +15x radioodbiorników
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w cia֒gu x godzin. Po 15 –minutowej przerwie wykonuje w cia֒-

gu x godzin −1
3x3 + x2 + 23x radioodbiorników. O której

powinna rozpocza֒ć sie֒ 15 –minutowa przerwa, aby do 12:15

wykona l najwie֒cej radioodbiorników, a której — by wykona l

ich najmniej?

33. Statek p lywa z portu A do portu B. Koszt ruchu statku sk lada

sie֒ z dwu cze֒́sci: niezależnej od pre֒dkości i równej 25600 z l

dziennie oraz zależnej od pre֒dkości i równej (liczbowo) podwo-

jonemu sześcianowi pre֒dkości dziennie. Przy jakiej pre֒dkości

koszt przep lynie֒cia trasy jest najmniejszy?

34. Niech f(x) =
∣

∣x2 + 2x − 3
∣

∣ + 3
2 ln x . Znaleźć najwie֒ksza֒

i najmniejsza֒ wartość funkcji f na przedziale
[

1
2 , 2

]

i na

przedziale
[

1
8 , 2

]

35. Znaleźć najwie֒ksza֒ i najmniejsza֒ wartość funkcji e
√

x2·|x+1| na

przedziale [−2, 1] .

36. Niech f(x) = 4x + 9π2

x
+ sin x . Znaleźć najwie֒ksza֒ i naj-

mniejsza֒ wartość funkcji f na przedziale [π, 2π] .

37. Znaleźć najwie֒ksza֒ i najmniejsza֒ wartość funkcji 2ex ln x na

przedziale (0, 2] .

38. Ile pierwiastków ma równanie x3 − 6x2 + 9x − 10 = 0 ?

39. Ile pierwiastków ma równanie 3x4−4x3−6x2 +12x−20 = 0 ?

40. Ile pierwiastków ma równanie x5 − 5x = a w zależności od

parametru a ∈ IR ?

41. Ile pierwiastków ma równanie ex = ax2 w zależności od

parametru a ∈ IR ?

42. Dowieść, że wielomian dodatniego stopnia jest funkcja֒ ścísle

monotoniczna֒ na każdej z pó lprostych (a,∞) i (−∞, a) , jeśli

tylko a jest dostatecznie duża liczba֒ dodatnia֒.

43. Udowodnić, że jeżeli obie funkcje f , g sa֒ różniczkowalne na

pó lprostej [a,∞) i |f ′(x)| 6 g′(x) dla każdego x > a , to

nierówność |f(x) − f(a)| 6 g(x) − g(a) zachodzi dla x > a .
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44. Udowodnić, że jeśli f : [a,∞) −→ R jest cia֒g la, f(a) < 0 i dla

pewnej liczby c > 0 nierówność f ′(x) > c > 0 zachodzi dla

x > a , to istnieje taka liczba x0 ∈
(

a, a− f(a)
c

)

, że f(x0) = 0 .

45. Dowieść, że jeżeli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒, że dla

każdej liczby x ∈ (a, b) istnieje taka liczba δx > 0 , że jeżeli

0 < |y − x| < δx , to (y − x)
(

f(y) − f(x)
)

> 0 , to funkcja f

jest ścísle rosna֒ca.

46. Dowieść, że za lożenie cia֒g lości funkcji f : [a, b] −→ R w twier-

dzeniu Lagrange’a o wartości średniej jest istotne nawet wte-

dy, gdy pochodna f ′(x) funkcji f jest skończona dla każdego

x ∈ (a, b) .

47. Dowieść, że jeśli x > 0 , to ex > 1 + x + x2

2 .

48. Dowieść, że dla każdej liczby rzeczywistej x 6= 0 zachodzi nie-

równość

ex > 1 + x + x2

2 + x3

6 .

49. Dowieść, że dla każdej liczby dodatniej x zachodzi nierówność

x − x2

2
< ln(1 + x) < x .

50. Dowieść, że dla każdej liczby dodatniej x zachodzi nierówność

x − x3

6 < sin x < x .

51. Dowieść, że dla każdej liczby x ∈
(

0, π
2

)

zachodzi nierówność

tg x > x + x3

3 .

52. Dowieść, że jeśli 0 < a < b i x, y > 0 , to zachodzi nierówność

(xa + ya)1/a < (xb + yb)1/b .

53. Dowieść, że jeśli 0 < x < π
2 , to 2

π x < sin x < x .

54. Dowieść, że jeśli x > 0 , to
(

1 + 1
x

)x
< e <

(

1 + 1
x

)x+1
.

55. Dowieść, że jeśli x > 1 i p > 1 , to xp − 1 > p(x − 1) .

56. Dowieść, że jeśli x > 0 , to 1 + 2 ln x 6 x2 .
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57. Znaleźć maksymalne przedzia ly, na których funkcja f jest

wypuk la lub wkle֒s la, jeśli f(x) =

(a) 3x2 − x3 ; (b) 8
22+x2 ;

(c) x + x5/3 ; (d)
√

1 + x2 ;

(e) x + sin x ; (f) e−x2

;

(g) ln(1 + x2) ; (h) x sin(ln x) ;

(i) xx ; (j) x+1
x2+1 ;

(k) x ln x ; (l) x sin 1
x

.

58. Znaleźć przedzia ly monotoniczności i wypuk lości lub wkle֒s loś-

ci funkcji f , jej lokalne ekstrema i punkty przegie֒cia. Zna-

leźć granice funkcji f oraz granice funkcji f ′ w końcach

przedzia lów sk ladaja֒cych sie֒ na ich dziedziny (niekoniecznie

takie same). Naszkicować wykres funkcji 23.6 f , jeśli f(x) =

a. x4(1 + x)−3 ; b. x
3
√

x2−1
;

c. 3

√

x2

x+1
; d. 1 − x +

√

x3

x+3
;

e. ln
(

x +
√

1 + x2
)

; f. sin x sin 3x ;

g. x3−5x

(
√

5+x2)
3 ; h. 3

√
x4 − 2x2 ;

i. (x + 1)
5/3 (

x2 + 2x
)1/3

, wiedza֒c, że

f ′(x) = 1
3 (x + 1)

2/3 (

x2 + 2x
)−2/3 (

7x2 + 14x + 2
)

,

niewymiernymi pierwiastkami funkcji f ′ sa֒ x5 ≈ −1.845

i x6 ≈ −0.155 , ma ona również pierwiastek wymierny,

f ′′(x) = 2(14x4+56x3+61x2+10x−4)
9(x+1)1/3(x2+2x)5/3 , pierwiastkami drugiej

pochodnej sa֒ cztery liczby niewymierne x1 ≈ 0.177 ,

x2 ≈ −2.177 , x3 ≈ −0.492 , x4 ≈ −1.508 ;

j. 3

√

x2+2x−7
x2+2x−5 , wiedza֒c, że f ′(x) = 4(x+1)

3 3
√

(x2+2x−5)4(x2+2x−7)2
,

23.6
UWAGA: Zak ladamy, że dziedziny funkcji sa֒ tak dobrane, że operacje defini-

uja֒ce funkcje֒ sa֒ wykonalne oraz że dziedziny sa֒ maksymalnymi zbiorami o tej

w lasności. Pierwiastki stopnia nieparzystego sa֒ określone dla wszystkich

liczb rzeczywistych x .
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f ′′(x) = −4(9x4+36x3+8x2−56x−181)

9 3
√

(x2+2x−5)7(x2+2x−7)5
oraz że druga pochod-

na ma dok ladnie dwa pierwiastkami rzeczywiste x1 ≈ 1,7

oraz x2 ≈ −3,7 i że sa֒ one jednokrotne.

59. Dowieść, że jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ różniczkowalna֒

i istnieje taka liczba L ∈ (0, 1) , że dla każdego x zachodzi

nierówność |f ′(x)| 6 L , to istnieje dok ladnie taka liczba p ,

że f(p) = p . Czy teza pozostaje prawdziwa przy za lożeniu,

że |f ′(x)| < 1 dla każdej liczby x ∈ R ?

60. Za lóżmy, że funkcje f, g: (a, b) −→ R sa֒ różniczkowalne oraz

f ′(x)g(x) 6= f(x)g′(x) dla każdego x ∈ (a, b) . Dowieść, że

mie֒dzy każdymi dwoma pierwiastkami funkcji f leży pier-

wiastek funkcji g .

61. Dowieść, że jeśli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒, że nie-

równość f
(

x+y
2

)

6
1
2

(

f(x) + f(y)
)

zachodzi dla dowolnych

x, y ∈ (a, b) oraz funkcja f jest ograniczona na pewnym prze-

dziale (c, d) ⊆ (a, b) , to f jest wypuk la.

62. Dowieść, że jeśli f : (a, b) −→ R jest taka֒ funkcja֒ różniczko-

walna֒, że dla dowolnych x, y ∈ (a, b) istnieje dok ladnie jedna

liczba c leża֒ca mie֒dzy x i y , że f(y)− f(x) = f ′(c)(y − x) ,

to funkcja f jest ścísle wypuk la albo ścísle wkle֒s la.

63. Dowieść, że jeśli f : [a, b] −→ R jest różniczkowalna w każdym

punkcie przedzia lu [a, b] i g(x) = f ′(x) dla każdego x ∈ [a, b]

oraz funkcja g: (a, b) −→ R jest różniczkowalna na (a, b) , to

istnieje taka liczba c ∈ (a, b) , że g(b)− g(a) = g′(c)(b− a) —

nie zak ladamy tu cia֒g lości funkcji g w a , ani w b .

64. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ różniczkowalna֒ i niech

p ∈ (a, b) . Dowieść, że lim
n→∞

f(yn)−f(xn)
yy−xn

= f ′(p) dla dowol-

nych cia֒gów (xn) , (yn) zbieżnych do p wtedy i tylko wtedy,

gdy pochodna f ′ jest cia֒g la w punkcie p .

65. Niech f : [a, b] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒, różniczkowalna֒ na
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przedziale (a, b) . Dowieść, że jeśli istnieje taka liczba c > 0 ,

że |f ′(x)| 6 cf(x) dla każdego x ∈ (a, b) i f(a) = 0 , to

f(x) = 0 dla każdego x .
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