
POCHODNA FUNKCJI

Funkcje s luża֒ do opisu różnych zjawisk fizycznych, ekono-

micznych, biologicznych itd. Uzyskanie samego opisu matema-

tycznego jest na ogó l pierwszym krokiem do zbadania zjawiska.

Wielokrotnie jedna z dróg prowadza֒cych do celu jest poznanie

w lasności funkcji. Jednym z pierwszych problemów, które trzeba

rozwia֒zywać jest ustalenie w jakim tempie zmieniaja֒ sie֒ wartości

funkcji. Tego rodzaju kwestie napotykamy przy próbach znalezie-

nia najwie֒kszych lub najmniejszych wartości funkcji, przy ustala-

niu pre֒dkości z jaka֒ porusza sie֒ interesuja֒cy nas obiekt, przyspie-

szenia, zmiany liczby ludzi lub zwierza֒t na jakimś obszarze itd. Do

poje֒cia pochodnej, czyli wielkości mierza֒cej tempo zmian funkcji,

ludzie dochodzili stopniowo. Matematycy i fizycy w wieku XVII

i XVIII (Fermat, Newton, Leibniz i inni), ekonomísci nieco później,

niezależnie od matematyków i fizyków (sta֒d nieco inna terminolo-

gia: np. koszt krańcowy, dochód krańcowy, . . . ). Za pocza֒tek

rachunku różniczkowego i ca lkowego przyjmuje sie֒ prze lom wieków

XVII i XVIII. G lówne odkrycia zosta ly dokonane przez Newtona

(1643–1727) i Leibniza (1646–1716). Pocza֒tkowo nie istnia l w laś-

ciwy je֒zyk, którym można by opisywać uzyskiwane rezultaty, ale

na pocza֒tku XIX wieku i później teoria zosta la usystematyzowana

dzie֒ki pracom wielu matematyków, g lównie wspominanego już Au-

gusta Cauchy’ego.

Podamy teraz ścis la֒ definicje֒. Motywy, dla których jest ona

w laśnie tak wypowiadana zosta ly podane w poprzednim rozdziale.

Definicja 22.1 (pochodnej)

Za lóżmy, że funkcja f jest określona w dziedzinie zawieraja֒cej

przedzia l otwarty o środku p i że istnieje granica lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

.

Granice֒ te֒ nazywamy pochodna֒ funkcji f w punkcie p i oznacza-

my symbolem f ′(p) lub df
dx (p) . Jeśli pochodna jest skończona, to
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mówimy, że funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p . Funkcje֒

liniowa֒ przypisuja֒ca֒ liczbie h liczbe֒ f ′(p)h nazywamy różniczka֒

funkcji f w punkcie p i oznaczamy symbolem df(p) , a wartość

tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy symbolem df(p)(h)

lub cze֒́sciej df(p)h .

Wyrażenie f(p+h)−f(p)
h zwane jest ilorazem funkcji f w punk-

cie p . Jest ono funkcja֒ zmiennej h . Be֒dziemy jednak czasem

traktować je jako funkcje֒ zmiennej p + h lub p .

Powtórzymy też definicje stycznej do wykresu funkcji.

Definicja 22.2 (prostej stycznej do wykresu funkcji)

Za lóżmy, że funkcja f ma pochodna֒ w punkcie p oraz że jest

cia֒g la w punkcie p . 22.1 Jeśli pochodna f ′(p) jest skończona, to

mówimy, że styczna֒ do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)) jest

prosta, której wspó lczynnik kierunkowy jest równy f ′(p) , prze-

chodza֒ca przez punkt P = (p, f(p)) . Jeżeli f ′(p) = ∞ albo

f ′(p) = −∞ , to mówimy, że styczna֒ do wykresu funkcji w punkcie

(p, f(p)) jest prosta pionowa przechodza֒ca przez ten punkt, czyli

prosta o równaniu x = p .

Z tej definicji wynika od razu, że jeśli funkcja f jest różnicz-

kowalna w punkcie p , to prosta styczna do wykresu tej funkcji

w punkcie (p, f(p)) ma równanie y = f ′(p)(x − p) + f(p) .

Dodajmy jeszcze, że czasem rozważane sa֒ funkcje określone

np. na przedziale postaci [p, b) . Wtedy też cze֒sto mówimy o po-

chodnej funkcji f w punkcie p , ale w tym przypadku nazywamy

ja֒ prawostronna֒.

Niekiedy np. pochodna֒ funkcji x2 w punkcie p be֒dziemy

oznaczać symbolem (x2)′x=p , a funkcji ex w punkcie
√

5 — sym-

22.1
Wykażemy później, że jeśli pochodna f ′(p) funkcji f w punkcie p jest
skończona, czyli że f jest różniczkowalna w punkcie p , to funkcja f jest
cia֒g la w punkcie p , wie֒c w tym przypadku nie ma potrzeby dodatkowo

zak ladać cia֒g lości funkcji w punkcie p .
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bolem (ex)′
x=

√
5

.

Z w lasności granicy funkcji wynika, że istnienie pochodnej

funkcji w punkcie p jest w lasnościa֒ lokalna֒. Oznacza to, że jeśli

dwie funkcje f i g pokrywaja֒ sie֒ na pewnym przedziale otwartym

o środku w punkcie p , to albo obie maja֒ pochodna֒ w punkcie

p i te pochodne sa֒ równe, albo żadna z nich pochodnej w tym

punkcie nie ma.

Przyk lad 22.1 Niech f(x) = ax + b . W tym przypadku iloraz

różnicowy
f(p+h)−f(p)

h = a(p+h)−ap
h = a

jest niezależny od h , zreszta֒ również od p . Wobec tego pochodna

funkcji liniowej ax + b jest równa a . Z tego wynika, że prosta֒

styczna֒ do prostej y = ax + b jest ona sama, co nie powinno

dziwić, bo ona sama do siebie przylega najlepiej ze wszystkich

prostych. Cze֒sto stosowany jest zapis (ax + b)′ = a .

Przyk lad 22.2 Niech f(x) = x2 i niech p be֒dzie dowolna֒

liczba֒ rzeczywista֒. Mamy f(p+h)−f(p)
h

= 2p + h−−−→
h→0

2p , co oz-

nacza, że pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest liczba 2p . Zwykle

piszemy (x2)′ = 2x . Ponieważ f ′(0) = 0 , wie֒c styczna do wykresu

tej funkcji w punkcie (0, 0) jest pozioma. Jeśli natomiast p = 10 ,

to wspó lczynnik kierunkowy stycznej do wykresu jest równy 20 ,

wie֒c styczna w punkcie (20, 400) jest prawie pionowa.

Przyk lad 22.3 Niech f(x) = x3 . Tym razem zachodzi rów-

ność f(p+h)−f(p)
h = 3p2 + 3ph + h2 −−−→

h→0
3p2 , co oznacza, że

pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest 3p2 , tzn. (p3)′ = 3p2 .

W szczególności f ′(0) = 0 , wie֒c styczna do wykresu tej funkcji

f w punkcie (0, f(0)) = (0, 0) jest pozioma: jej równanie to:

y = 0 . Jednak w tym przypadku wykres nie leży po jednej stronie

stycznej, lecz przechodzi z jednej strony tej prostej na druga֒.
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Pochodna jest dodatnia z jednym wyja֒tkiem: f ′(0) = 0 . Bez

trudu stwierdzamy, że styczna do wykresu tej funkcji w każdym

punkcie, z wyja֒tkiem punktu (0, 0) , przecina wykres w jeszcze

jednym punkcie 22.2 , wie֒c w tym przypadku nie jest prawda֒, że

styczna ma z wykresem funkcji dok ladnie jeden punkt wspólny.

Przyk lad 22.4 (axn)′ = naxn−1 dla dowolnej liczby natural-

nej n i dowolnej liczby rzeczywistej a . Wynika to — tak jak

w poprzednich dwóch przyk ladach — z wzoru

a(p + h)n − apn =
(

n
1

)

apn−1h +
(

n
2

)

apn−2h2 + · · · + hn .

Przyk lad 22.5 Teraz zajmiemy sie֒ funkcja֒ f(x) = |x| . Jeśli

p > 0 i |h| < p , to f(p+h)−f(p)
h = p+h−p

h = 1 = 1−−−→
h→0

1 , co

oznacza, że pochodna֒ funkcji f w punkcie p jest 1 . W taki

sam sposób pokazać można, że f ′(p) = −1 dla każdej liczby

p < 0 . Należy rozważyć jeszcze jeden przypadek, mianowicie p =

0 . Jeśli h > 0 , to f(0+h)−f(0)
h = 1 , zatem lim

h→0+

f(0+h)−f(0)
h = 1 .

Analogicznie lim
h→0−

f(0+h)−f(0)
h = −1 . Z tych dwu równości wynika

od razu, że nie istnieje granica lim
h→0

f(0+h)−f(0)
h

, czyli że funkcja

|x| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaż jest cia֒g la — ma

ona w tym punkcie pochodne jednostronne, ale sa֒ one różne. Na

wykresie funkcji jest to widoczne, w punkcie (0, 0) wykres sie֒ za-

 lamuje, można powiedzieć, że wykres ma w tym punkcie ,,ostrze”.

Rezultaty tych rozważań można opisać wzorem (|x|)′ = |x|
x .

Przyk lad 22.6 Podamy teraz przyk lad świadcza֒cy o tym, że

istnieja֒ funkcje cia֒g le, które przynajmniej w niektórych punk-

tach nie maja֒ pochodnych jednostronnych. W pierwszym czyta-

niu ten przyk lad można opuścić i wrócić do niego później. Warto

też spróbować sporza֒dzić szkic wykresu funkcji, co może u latwić

22.2
Czytelnik zechce sprawdzić w jakim — to pomaga w zrozumieniu tekstu!
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zrozumienie sytuacji. Przechodzimy do szczegó lów.

Niech f(x) = x sin 1
x

dla x 6= 0 oraz f(0) = 0 . Z oczywistej

nierówności |f(x)| 6 |x| wynika, że lim
x→0

f(x) = 0 = f(0) , a to

znaczy, że funkcja f jest cia֒g la w punkcie 0 . Cia֒g lość w innych

punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia o operacjach na

funkcjach cia֒g lych i twierdzenia o cia֒g lości z lożenia dwu funkcji.

Z twierdzeń, które wykażemy nied lugo, wynika, że funkcja ta ma

pochodna֒ skończona֒ w każdym punkcie x 6= 0 .

Wykażemy teraz, że ta funkcja pochodnej w punkcie 0 nie

ma, dok ladniej, że w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej pra-

wostronnej w punkcie 0 . Jeśli h > 0 , to f(0+h)−f(0)
h = sin 1

h .

Funkcja ta nie ma granicy prawostronnej w punkcie 0 bowiem:

f
(

1
2nπ

)

= 0 oraz f
(

1
2nπ+π/2

)

= 1 . Widzimy, wie֒c że dla każdej

liczby naturalnej n punkt
(

1
2nπ , 0

)

leży na wykresie funkcji, co

oznacza, że styczna֒ do wykresu funkcji w punkcie (0, 0) powinna

być pozioma oś uk ladu wspó lrze֒dnych. Jednakże dla każdej liczby

naturalnej n punkt
(

1
2nπ+π/2 , 1

2nπ+π/2

)

leży na wykresie funkcji,

wie֒c styczna֒ powinna być prosta, na której te punkty leża֒, czyli

prosta o równaniu y = x — styczna֒ ma być prosta najdok ladniej

,,przylegaja֒ca” do wykresu.

Podobnie można uzasadniać, że styczna֒ do wykresu tej funk-

cji w punkcie (0, 0) powinna być prosta o równaniu y = kx ,

gdzie k jest dowolna֒ liczba֒ z przedzia lu [−1, 1] — na każdej takiej

prostej znajduja֒ sie֒ punkty leża֒ce na wykresie funkcji f , tworza֒ce

cia֒g zbieżny do 0 . Można powiedzieć, że wykres funkcji x sin 1
x

oscyluje mie֒dzy prostymi y = x oraz y = −x i do żadnej z nich

ani do żadnej leża֒cej w ka֒cie przez nie wyznaczonym w punkcie

(0, 0) nie ,,przylega”.

Przyk lad 22.7 Obliczymy teraz pochodna֒ funkcji wyk ladni-

czej. Niech f(x) = ex . Mamy lim
h→0

ex+h−ex

h
= ex lim

h→0

eh−1
h

= ex
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— wykazalísmy w rozdziale 18, że ta równość ma miejsce. Pochod-

na֒ funkcji wyk ladniczej o podstawie e w punkcie x jest liczba ex ,

czyli (ex)
′

= ex . Równanie stycznej w punkcie (p, ep) do wykresu

funkcji ex ma wie֒c postać y = ep(x − p) + ep .

Przyk lad 22.8 Naste֒pna֒ bardzo ważna֒ funkcja֒ jest logarytm

naturalny. Znajdziemy jej pochodna֒. Niech f(x) = ln x dla

każdej liczby dodatniej x . Przypomnijmy, że lim
x→0

ln(1+x)
x = 1

– wzór ten wykazalísmy w rozdziale 18. Mamy wie֒c dla x > 0

naste֒puja֒ca֒ równość: 22.3

lim
h→0

ln(x + h) − ln x

h
= lim

h→0

ln(1 + x/h)

x/h
· 1

x
= 1 · 1

x
=

1

x
.

Pochodna֒ logarytmu naturalnego w punkcie x jest wie֒c liczba 1
x ,

czyli (ln x)′ = 1
x . Styczna w punkcie (p, ln p) do wykresu loga-

rytmu naturalnego ma równanie y = 1
p (x − p) + ln p .

Przyk lad 22.9 Ostatnia֒ z krótkiego cyklu ,,najważniejszych”

funkcji elementarnych jest sinus. Przypomnijmy, że lim
x→0

sin x
x = 1

— ta równość zosta la wykazana w rozdziale 19. Z niej wynika, że

lim
h→0

sin(x+h)−sin x
h = lim

h→0

2 sin h
2 cos(x+ h

2 )

h =

= lim
h→0

sin(h/2)
h/2

· cos(x + h
2
) = cos x .

Uda lo sie֒ wie֒c nam wykazać, że pochodna֒ funkcji sinus w punkcie

x jest liczba cos x , czyli że zachodzi wzór (sin x)
′

= cos x . Wobec

tego równanie stycznej w punkcie (p, sin p) do wykresu funkcji

sinus to y = (x−p) · cos p+ sin p . Np. styczna do wykresu funkcji

sinus w punkcie (0, 0) ma równanie y = x .

Przyk lad 22.10 Znajdziemy jeszcze pochodna֒ funkcji 3
√

x .

Mamy lim
h→0

3
√

x+h− 3
√

x
h = lim

h→0

h

h( 3
√

(x+h)2+ 3
√

x+h 3
√

x+
3√

x2)
= 1

3
3√

x2
.

Podobnie można wykazać, że
(

n
√

x
)′

= 1
n
√

nxn−1
= 1

nx−1+1/n .

22.3
Przypomnijmy, że ln(x+h)−ln x=ln x+h

x
=ln(1+ h

x )
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Uwaga 22.3 Wzory na pochodne funkcji xn i n
√

x to szczególne

przypadki jednego ogólniejszego wzoru (xa)′ = axa−1 , którego

dowód niebawem poznamy.

Naste֒pne twierdzenie jest ważne i ma bardzo prosty dowód.

Twierdzenie 22.4 (o najlepszym przybliżeniu liniowym)

Za lóżmy, że f jest funkcja֒ cia֒g la֒ w punkcie p . Równość

lim
h→0

f(p+h)−(ah+b)
h

= 0

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p oraz a = f ′(p) i b = f(p) .

Dowód. Jeśli lim
h→0

f(p+h)−(ah+b)
h = 0 , to lim

h→0

f(p+h)−b
h − a = 0 .

Sta֒d a = lim
h→0

f(p+h)−b
h , zatem 0 = lim

h→0
ah = lim

h→0
(f(p + h) − b) ,

czyli b = lim
h→0

f(p + h) = f(p) . Z ostatniej równości wynika, że

a = lim
h→0

f(p+h)−b
h = lim

h→0

f(p+h)−f(p)
h , a to oznacza, że f jest róż-

niczkowalna w punkcie p i zachodzi równość a = f ′(p) , co kończy

dowód twierdzenia w jedna֒ strone֒.

Jeżeli f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h , to zachodzi naste֒puja֒ca rów-

ność 0 = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h − f ′(p) = lim

h→0

f(p+h)−f(p)−f ′(p)h
h , co do-

wodzi prawdziwości wynikania w druga֒ strone֒.

Z twierdzenia tego wynika, że spośród wszystkich wielomia-

nów zmiennej x , stopnia nie wie֒kszego od 1 najlepiej w otoczeniu

punktu p przybliża funkcje֒ f wielomian

f(p) + f ′(p)(x − p) .

Żadne z twierdzeń do tej pory sformu lowanych nie daje jawnego

oszacowania b le֒du przybliżenia. O tym be֒dzie mowa później. Po-

każemy, teraz kilka przyk ladów.

Przyk lad 22.11
√

50 =
√

49 + 1 ≈
√

49 + 1
2
√

49
· 1 = 7 + 1

14

— przyje֒lísmy tu h = 1 , f(x) =
√

x , zatem f ′(x) = 1
2
√

x
,

p = 49 . Chociaż 1 nie jest ma la֒ liczba֒, jednak przybliżenie, które
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uzyskalísmy jest dosyć dobre. Rzeczywíscie,
(

7 + 1
14

)2
= 49 + 2 · 7 · 1

14 +
(

1
14

)2
= 50 + 1

196 .

Widzimy wie֒c, że po podniesieniu do kwadratu przybliżonej war-

tości pierwiastka, otrzymalísmy liczbe֒ nieco tylko wie֒ksza֒ od 50.

Mamy 7, 07 < 7 + 1
14 < 7, 08 oraz 7, 072 = 49, 9849 , co ozna-

cza, że nasze przybliżenie pozwoli lo nam znaleźć dwie cyfry po

przecinku liczby
√

50 bez wykonania trudnych obliczeń! Wartość

przybliżona jest w tym przypadku wie֒ksza niż rzeczywista, bo

styczna do wykresu pierwiastka kwadratowego leży nad nim.

Przyk lad 22.12 502 = (49+1)2 ≈ 492 +2 ·49 ·1 = 2499 . Tym

razem f(x) = x2 , zatem f ′(x) = 2x , p = 49 i h = 1 . W rzeczy-

wistości 502 = 2500 , wie֒c tym razem b la֒d, który pope lniamy

stosuja֒c wzór przybliżony zamiast dok ladnego jest równy 1 , wie֒c

jest ponad 100 razy wie֒kszy niż w poprzednim przyk ladzie.

Przyk lad 22.13 e50 = e49+1 ≈ e49 + e49 · 1 = 2 · e49 . W tym

przyk ladzie przyjmujemy f(x) = ex = f ′(x) , p = 49 i h = 1 .

Zatem b la֒d to e50−2·e49 = (e−2)·e49 > 0, 7·e49 , jest wie֒c ogrom-

ny i to nie tylko w porównaniu z h = 1 , ale wre֒cz porównywalny

z wartościa֒ funkcji.

Mamy: e50 ≈ 5, 1847055286 · 1021 , e49 ≈ 1, 9073465725 · 1021

i wreszcie e50−2·e49 ≈ 1, 370012371·1021 — to rezultaty uzyskane

za pomoca֒ programu komputerowego (Mathematica 7). Widzimy

wie֒c, że w tym ostatnim przypadku przybliżanie za pomoca֒ wzoru

f(p + h) ≈ f(p) + f ′(p)h w ogóle nie ma sensu. Przekonamy

sie֒ później o tym, że jest to spowodowane niewielkimi zmianami

pochodnej funkcji
√

x w interesuja֒cym nas obszarze, istotnie szyb-

szymi zmianami pochodnej funkcji x2 i bardzo szybkim wzrostem

pochodnej funkcji ex .
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Definicja 22.5 (różniczki funkcji)

Różniczka֒ funkcji f w punkcie p nazywamy takie przekszta lcenie

liniowe L: R −→ R , że L(0) = 0 i lim
h→0

f(p+h)−f(p)−L(h)
h = 0 .

Różniczke֒ funkcji f w punkcie p oznaczamy symbolem df(p) ,

wie֒c jej wartość w punkcie h — symbolem df(p)(h) , jednak cze֒sto

piszemy df(p)h .

Czasem zamiast df(p) piszemy Df(p) . Pochodna f ′(p) funk-

cji f w punkcie p i jej różniczka df(p) powia֒zane sa֒ wzorem

df(p)h = df(p)(h) = f ′(p)h . Dodajmy jeszcze, że cze֒sto stosowa-

ne jest oznaczenie f ′(x) = df
dx(x) .

W świetle definicji różniczki twierdzenie o najlepszym przybli-

żeniu liniowym można sformu lować tak: funkcja f ma różniczke֒

w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma w tym punkcie skończona֒

pochodna֒. Zachodzi wtedy wzór: df(p)h = df(p)(h) = f ′(p)h.

Definicja 22.6 (różniczkowalności)

Funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p wtedy i tylko wtedy,

gdy ma różniczke֒ w punkcie p , czyli gdy ma skończona֒ pochodna֒

w punkcie p .

Twierdzenie 22.7 (o cia֒g lości funkcji różniczkowalnej)

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , to jest w tym

punkcie cia֒g la.

Dowód. Mamy lim
x→p

f(x) = f(p) + lim
h→0

(f(p + h) − f(p)) =

= f(p) + lim
h→0

h · f(p+h)−f(p)
h = f(p) + 0 · f ′(p) = f(p) .

Uwaga 22.8

Z istnienia nieskończonej pochodnej funkcji w punkcie nie wynika

jej cia֒g lość w tym punkcie. Niech f(x) = x
|x| dla x 6= 0 oraz

f(0) = 0 . Wtedy f ′(0) = lim
h→0

f(h)−f(0)
h = lim

h→0

1
|h| = ∞ . Oczywís-

cie w punkcie 0 funkcja jest niecia֒g la.
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Uwaga 22.9

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia o cia֒g lości funkcji różnicz-

kowalnej jest nieprawdziwe. Funkcja |x| jest cia֒g la, ale nie ma

pochodnej w punkcie 0 , bo ma pochodne jednostronne, ale sa֒ one

różne. Jeśli f(x) = x sin 1
x i f(0) = 0 , to funkcja f jest cia֒g la we

wszystkich punktach, ale w punkcie 0 nie ma nawet jednostronnej

pochodnej.

Twierdzenie 22.10 (o arytmetycznych w lasnościach pochodnej)

Za lóżmy, że funkcje f i g sa֒ różniczkowalne w punkcie p . Wtedy

funkcje f ± g , f · g i, jeśli g(p) 6= 0 , to również f
g

sa֒ różniczko-

walne w punkcie p i zachodza֒ wzory:

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) , (f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ,

(f − g)′(x) = f ′(x) − g′(x) ,
(

f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g(x)2 .

Dowód. Zachodza֒ równości f ′(p) = lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h oraz

g′(p) = lim
h→0

g(p+h)−g(p)
h . Wiemy też, że te pochodne sa֒ skończone.

Sta֒d i z twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach granicy funk-

cji wynika, że

lim
h→0

f(p+h)+g(p+h)−f(p)−g(p)
h =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h + lim

h→0

g(p+h)−g(p)
h = f ′(p) + g′(p) .

Udowodnilísmy wie֒c twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkcji

różniczkowalnych. W identyczny sposób dowodzimy twierdzenie

pochodnej różnicy funkcji różniczkowalnych.

Zajmiemy sie֒ teraz iloczynem funkcji różniczkowalnych. Tym

razem skorzystamy z udowodnionego wcześniej twierdzenia o cia֒g-

 lości funkcji różniczkowalnej. Mamy lim
h→0

f(p+h)g(p+h)−f(p)g(p)
h =

= lim
h→0

(

f(p+h)−f(p)
)

·g(p+h)+f(p)
(

g(p+h)−g(p)
)

h =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h · lim

h→0
g(p + h) + f(p) · lim

h→0

g(p+h)−g(p)
h =

= f ′(p)g(p) + f(p)g′(p) .
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Teraz kolej na iloraz. Za lożylísmy dodatkowo, że g(p) 6= 0 .

Wynika sta֒d, że istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |h| < δ , to

|g(p + h) − g(p)| < |g(p)| = |0 − g(p)| . Wnioskujemy sta֒d, że

liczby g(p) i g(p+h) leża֒ po tej samej stronie zera, w szczególności

g(p + h) 6= 0 . Mamy zatem

lim
h→0

f(p+h)
g(p+h)

− f(p)
g(p)

h
= lim

h→0

f(p+h)g(p)−f(p)g(p+h)
hg(p+h)g(p)

=

= lim
h→0

f(p+h)g(p)−f(p)g(p)−
(

f(p)g(p+h)−f(p)g(p)
)

hg(p+h)g(p) =

= lim
h→0

f(p+h)−f(p)
h

g(p)−f(p)
g(p+h)−g(p)

h

g(p+h)g(p) = f ′(p)g(p)−f(p)g′(p)
g(p)2 .

Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 22.11 (o pochodnej z lożenia)

Za lóżmy, że funkcja g jest różniczkowalna w punkcie p , zaś funk-

cja f , określona na zbiorze zawieraja֒cym wszystkie wartości funk-

cji g , jest różniczkowalna w punkcie g(p) . Wtedy z lożenie tych

funkcji f ◦ g jest różniczkowalne w punkcie p i zachodzi wzór:

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x) .

Niech y = g(x) . Możemy teraz napisać (f ◦ g)′(x) = f ′(y)g(x)

lub d(f◦g)
dx (x) = df

dy (g(x)) · dg
dx (x) = df

dy (y) · dg
dx(x) lub krócej

d(f◦g)
dx = df

dy · dg
dx . Cze֒sto wzór ten zapisywany jest w postaci

d(f◦g)
dx = df

dg · dg
dx lub, po oznaczeniu z = f(y) , jako dz

dx = dz
dy · dy

dx .

W literaturze angloje֒zycznej nosi nazwe֒ ,,the Chain Rule”, czego

oczywistym motywem jest jego ostatnia postać, zw laszcza jeśli za-

stosujemy go nie w przypadku z lożenia dwu funkcji, lecz wie֒kszej

ich liczby — wtedy  lańcuch staje sie֒ bardziej widoczny.

Dowód. Mamy do czynienia z dwiema funkcjami różniczkowal-

nymi: f w punkcie q = g(p) oraz g w punkcie p . Zdefiniujmy

rg(h) = g(p+h)−g(p)−g′(p)h
h dla h 6= 0 i rg(0) = 0 . Różniczko-

walność funkcji g w punkcie p równoważna jest cia֒g lości funkcji

rg w punkcie 0 . Mamy: g(p + h) = g(p) + g′(p)h + rg(h)h .
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Niech rf (H) = f(g(p)+H)−f(g(p))
H dla H 6= 0 oraz rf (0) = 0 .

Tak jak w przypadku funkcji g funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie q = g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja rf jest

cia֒g la w punkcie 0 . Również w tym przypadku zachodzi równość:

f(g(p)+H) = f(g(p))+f ′(g(p))H +rf (H)H . Możemy ,,wydzielić

cze֒́sć liniowa֒ z lożenia” f ◦ g w otoczeniu punktu p :

f
(

g(p + h)
)

= f
(

g(p) + g′(p)h + rg(h)h
)

=

= f
(

g(p)
)

+ f ′(g(p)
)

·
(

g′(p)h + rg(h)h
)

+

+ rf

(

g′(p)h + rg(h)h
)

·
(

g′(p)h + rg(h)h
)

=

= f(g(p)) + f ′(g(p)) · g′(p)h +

+ h ·
[

f ′(g(p)
)

rg(h) + rf

(

g′(p)h + rg(h)h
)

·
(

g′(p) + rg(h)
)]

.

Jasne jest, że granica֒ wyrażenia znajduja֒cego sie֒ w nawiasie kwa-

dratowym przy h −→ 0 jest liczba 0. Sta֒d zaś wynika od razu,

zob. twierdzenie o najlepszym przybliżeniu liniowym, że pochodna֒

funkcji f ◦ g w punkcie p jest liczba f ′(g(p))g′(p) . Dowód zosta l

zakończony.

Twierdzenie 22.12 (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech f : (a, b)
na−−→ (c, d) . Za lóżmy, że

funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p i f ′(p) 6= 0 ,

funkcja f jest różnowartościowa,

funkcja f−1 , odwrotna do f , jest cia֒g la w punkcie q = f(p) .

Wtedy funkcja f−1 jest różniczkowalna w punkcie q i zachodzi

wzór
(

f−1
)′

(q) = 1
f ′(p) .

Dowód. Tym razem wiemy, że funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p , że f ′(p) 6= 0 oraz że funkcja f−1 odwrotna do

funkcji f jest cia֒g la w punkcie q = f(p) . Wystarczy wykazać,

że lim
h→0

f−1(q+h)−f−1(q)
h = 1

f ′(p) . Niech H = f−1(q + h) − f−1(q) .

Oczywíscie H zależy od h . Z cia֒g lości funkcji f−1 w punkcie q

wynika od razu, że lim
h→0

H = 0 . Zachodzi też równość

h = q + h − q = f(f−1(q + h)) − f(f−1(q)) =
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= f(f−1(q) + H) − f(f−1(q)) = f(p + H) − f(p) .

Z niej i z poprzednich wynika, że

lim
h→0

f−1(q+h)−f−1(q)
h = lim

H→0

H
f(p+H)−f(p) = 1

f ′(p) .

Uwaga 22.13

Wzór na pochodna֒ funkcji odwrotnej można też zapisać w taki

sposób:
(

f−1
)′

(f(p)) = 1
f ′(p) lub tak:

(

f−1
)′

(q) = 1
f ′(f−1(q)) .

Piszemy też dx
dy =

(

dy
dx

)−1
, oznaczywszy uprzednio y = f(x) .

Ten ostatni zapis, zw laszcza w po la֒czeniu z wzorem dz
dx = dz

dy
dy
dx

sugeruje, że symbol dy
dx można traktować jak u lamek. Trzeba jed-

nak uważać, bo nie oznacza on u lamka, lecz pochodna֒ i pos lugiwać

sie֒ analogiami z ilorazem jedynie w zakresie dopuszczonym wyka-

zanymi twierdzeniami. Można np. napisać wzór dg
dx

+ dh
dx

= d(g+h)
dx

— oznacza on, że pochodna sumy dwu funkcji wzgle֒dem zmien-

nej x jest równa sumie ich pochodnych wzgle֒dem tej samej zmi-

ennej x . Wzoru df
dy + dg

dx = df ·dx+dg·dy
dy·dx napisać nie można np.

dlatego, że jego prawa strona nie ma sensu — w ogóle nie jest zdefi-

niowana. Później rozważać be֒dziemy pochodne wyższych rze֒dów

i tam sytuacja be֒dzie jeszcze bardziej skomplikowana.

Uwaga 22.14

Za lożenia w twierdzeniu o pochodnej funkcji odwrotnej sa֒ istotne.

Warto jednak zaznaczyć, że jeśli za lożymy dodatkowo, że funkcja

f jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (a, b) , to funkcja od-

wrotna be֒dzie cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (c, d) . Rzecz

w tym, że z różniczkowalności funkcji f w jednym tylko punkcie

cia֒g lość funkcji odwrotnej nie wynika.

Ostatnie z tego cyklu twierdzeń s luża֒cych do obliczania po-

chodnych mówi jak można obliczać pochodna֒ sumy szeregu pote֒-

gowego, czyli szeregu postaci
∑∞

n=0 an(x − x0)n . Przypomnijmy,

że dla każdego cia֒gu (an) istnieje takie r ∈ [0,∞] , że z nierów-
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ności |x−x0| < r wynika zbieżność szeregu
∑∞

n=0 an(x−x0)n i to

bezwzgle֒dna, a z nierówności |x−x0| > r — rozbieżność, a nawet

równość lim
n→∞

∣

∣an(x−x0)n
∣

∣ = ∞ . Mówimy, że r jest promieniem

zbieżności szeregu pote֒gowego.

Twierdzenie 22.15 (o pochodnej szeregu pote֒gowego)

Jeśli szereg pote֒gowy
∑∞

n=0 an(x − x0)n ma dodatni promień

zbieżności, to wewna֒trz przedzia lu zbieżności suma tego szeregu

jest funkcja֒ różniczkowalna֒ i zachodzi wzór:

( ∞
∑

n=0

an(x − x0)n

)′

=
∞
∑

n=1

nan(x − x0)n−1 .

Dowód. Be֒dziemy dowodzić twierdzenie zak ladaja֒c, że x0 = 0 ,

co nie zmniejsza ogólności rozważań.

Za lóżmy, że szereg
∑∞

n=0 anxn
1 jest zbieżny i że |x| < |x1| .

Niech k be֒dzie dowolna֒ liczba naturalna֒. Wtedy
∣

∣nkanxn
∣

∣ =

=nk
∣

∣

x
x1

∣

∣

n ·
∣

∣anxn
1

∣

∣ . Ponieważ lim
n→∞

anxn
1 = 0 , wie֒c cia֒g

(
∣

∣anxn
1

∣

∣

)

jest ograniczony. Szereg
∑∞

n=0 nk
∣

∣

x
x1

∣

∣

n
jest zbieżny, co wynika

np. z kryterium ilorazowego, zatem szereg
∑∞

n=0 nkanxn jest bez-

wzgle֒dnie zbieżny.

Wykażemy, że funkcja s przypisuja֒ca liczbie x sume֒ sze-

regu s(x) =
∑∞

n=0 anxn jest różniczkowalna w każdym punkcie

x ∈ (−r, r) oraz że zachodzi równość

s′(x) =
(

∑∞
n=0 anxn

)′
=
∑∞

n=0 nanxn−1 .

Zak ladamy dalej, że |x| < r , że 0 < |h| < d < r − |x| . Sta֒d

wynika, że |x + h| 6 |x| + |h| < r , wie֒c szeregi
∑∞

n=0 nanxn−1 ,
∑∞

n=0 anxn i
∑∞

n=0 an(x + h)n sa֒ zbieżne i to bezwzgle֒dnie. Ma-

my wie֒c
∣

∣

∣

∣

∣

s(x+h)−s(x)
h −

∞
∑

n=0

nanxn−1

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=0

an

(

(x+h)n−xn

h − nxn−1
)

∣

∣

∣

∣

∣

=
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=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=2

an

n
∑

k=2

(

n
k

)

xn−khk−1

∣

∣

∣

∣

∣

6 |h| ·
∞
∑

n=2

|an|
n
∑

k=2

(

n
k

)

|x|n−k|h|k−2 6

6 |h| ·
∞
∑

n=2

|an|n2

n
∑

k=2

(

n−2
k−2

)

|x|(n−2)−(k−2)|h|k−2 =

= |h| ·
∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + |h|)n−2
6 |h| ·

∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + d)
n−2

,

przedostatnia nierówność wynika z tego, że jeśli n > k > 2 , to
(

n
k

)

= n·(n−1)
(k−1)·k ·

(

n−2
k−2

)

6 n2
(

n−2
k−2

)

.

Oczywíscie lim
h→0

|h| ·
∞
∑

n=2

n2|an| (|x| + d)
n−2

= 0 , zatem

lim
h→0

[

s(x+h)−s(x)
h −

∞
∑

n=1

nanxn−1
]

= 0 ,

a sta֒d od razu wynika, że s′(x) = lim
h→0

s(x+h)−s(x)
h =

∞
∑

n=1

nanxn−1 .

Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 22.16

Wypada przestrzec, że szeregów na ogó l nie wolno różniczkować

w taki sposób, jak sie֒ różniczkuje sumy skończone. Niemiecki

matematyk, K.Weierstrass, wykaza l, że suma szeregu, którego wy-

razy sa֒ bardzo porza֒dnym funkcjami, różniczkowalnymi wsze֒dzie,

np.

∞
∑

n=1

1
2n cos(7nπx) jest funkcja֒ cia֒g la na ca lej prostej, ale nie

ma skończonej pochodnej w żadnym punkcie.

Przyk lad 22.14 Logarytm naturalny to funkcja cia֒g la, bowiem

odwrotna do funkcji ex . Ponieważ
(

ex
)′

= ex > 0 , wie֒c z twier-

dzenia o pochodnej funkcji odwrotnej wynika, że logarytm ma

pochodna֒ w każdym punkcie swej dziedziny. Z twierdzenia o po-

chodnej funkcji z lożonej wynika, że zachodzi równość

1 = (x)′ =
(

eln x
)′

= eln x · (ln x)′ = x · (ln x)′ .

Sta֒d mamy (ln x)′ = 1
x . Ten wzór uzyskalísmy już wcześniej, ale
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przedstawiona w tym przyk ladzie metoda jest bardzo ważna.

Przyk lad 22.15 Zajmiemy sie֒ teraz przez chwile֒ funkcja֒ wy-

k ladnicza֒ o dowolnej podstawie. Niech a be֒dzie dowolna֒ liczba֒

dodatnia֒, x — dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Mamy:

(ax)
′

=
(

ex ln a
)′

= ex ln a · ln a = ax ln a .

Przyk lad 22.16 Niech f(x) = xa , gdzie a jest dowolna֒ liczba֒

rzeczywista֒, zaś x jest liczba֒ dodatnia֒. Wykażemy, że

(xa)
′
= axa−1 . 22.4

Z definicji logarytmu wynika, że xa = ea ln x . Korzystaja֒c z twier-

dzenia o pochodnej z lożenia dwu funkcji oraz poprzednio wypro-

wadzonych wzorów na pochodne funkcji wyk ladniczej, logarytmu

i funkcji liniowej otrzymujemy:

(xa)
′

=
(

ea ln x
)′

= xea ln x · a · 1
x = axa−1 .

Dodać wypada, że pote֒ge֒ xa można zdefiniować również w przy-

padku x = 0 i a > 0 oraz w przypadku x < 0 , jeśli a jest liczba֒

wymierna֒, której mianownik jest ca lkowita֒ liczba֒ nieparzysta֒,

a licznik — liczba֒ ca lkowita֒, po ewentualnym skróceniu. Pozo-

stawiamy Czytelnikom uzasadnienie tego, że w obu tych przy-

padkach podany przez nas wzór na pochodna֒ funkcji pote֒gowej

pozostaje w mocy, oczywíscie w przypadku pierwszym mowa jest

jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba że a jest wyk ladnikiem

dodatnim, wymiernym o mianowniku nieparzystym (mowa o za-

pisie liczby wymiernej w postaci u lamka nieskracalnego, którego

licznik i mianownik sa֒ liczbami ca lkowitymi).

Przyk lad 22.17 Znajdziemy pochodna֒ funkcji kosinus. Mamy

cos x = sin
(

π
2 −x

)

. Skorzystamy z tego, że (sin x)′ = cos x i wzo-

ru na pochodna֒ z lożenia:

(cos x)
′
=
(

sin
(

π
2 − x

))′
= cos

(

π
2 − x

)

·
(

π
2 − x

)′
= − sin x

22.4
Dla a∈N oraz a= 1

n
, n∈N wzór pojawi l sie֒ wcześniej.
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— tutaj role֒ funkcji f z wzoru na pochodna֒ z lożenia pe lni sinus,

którego pochodna֒ jest kosinus, zaś role֒ funkcji g odgrywa funkcja
π
2 − x , której pochodna֒ jest −1 .

Przyk lad 22.18 Zastosujemy wzór na pochodna֒ ilorazu dla

uzyskania wzoru na pochodna֒ funkcji tangens:

(tg x)
′

=
(

sin x
cos x

)′
= (sin x)′ cos x−(cos x)′ sin x

(cos x)2
=

= cos x·cos x−(− sin x) sin x
cos2 x = 1

cos2 x = 1 + tg2 x .

Przyk lad 22.19 Teraz kolej na kotangens. Wzór ten można

uzyskać na różne sposoby, np. modyfikuja֒c nieznacznie wyprowa-

dzenie wzoru na pochodna֒ funkcji tangens. Można też zastosować

metode֒ znana֒ już z wyprowadzenia wzoru na pochodna֒ funkcji

kosinus i w laśnie tak posta֒pimy:

(ctg x)
′

=
(

tg
(

π
2 − x

))′
= 1

cos2( π
2 −x)

· (−1) = − 1
sin2 x

=

= −1 − ctg2 x .

Przyk lad 22.20 Niech f(0) = 0 i f(x) = x2 sin 1
x . Dla x 6= 0

mamy f ′(x) =
(

x2 sin 1
x

)′
=
(

x2
)′

sin 1
x + x2

(

sin 1
x

)′
= 2x sin 1

x +

+x2 · cos 1
x ·
(

1
x

)′
= 2x sin 1

x + x2 · cos 1
x · −1

x2 = 2x sin 1
x − cos 1

x .

Mamy też f ′(0) = lim
h→0

f(h)−f(0)
h = lim

h→0
h sin 1

h = 0 . Funkcja

f jest wie֒c wsze֒dzie różniczkowalna.  Latwo można stwierdzić,

że nie istnieje granica lim
x→0

f ′(x) , wystarczy przyja֒ć xn = 1
nπ

.

Widać, że pochodna funkcji różniczkowalnej może mieć punkty

niecia֒g lości.

Przyk lad 22.21 Obliczymy pochodna֒ funkcji x4−3x3+sin x
4+cos x+sin

√
1+x2

.

Mamy
(

x4 − 3x3 + sin x
)′

= 4x3 − 9x2 + cos x oraz
(

4 + cos x + sin
√

1 + x2
)′

= − sin x + cos
√

1 + x2 · 2x
2
√

1+x2
=

= − sin x + x√
1+x2

cos
√

1 + x2 . Z wzoru na pochodna֒ ilorazu wy-

nika, że
(

x4−3x3+sin x
4+cos x+sin

√
1+x2

)′
= (4x3−9x2+cos x)(4+cos x+sin

√
1+x2))

(4+cos x+sin
√

1+x2)2
−
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−
(x4−3x3+sin x)(− sin x+ x√

1+x2
cos

√
1+x2)

(4+cos x+sin
√

1+x2)2
.

W dalszym cia֒gu be֒dziemy używać jeszcze dwu funkcji zde-

finiowanych jako odwrotne do funkcji sinus i tangens. Oczywíscie

funkcje sinus i tangens jako okresowe nie sa֒ różnowartościowe,

wie֒c nie maja֒ funkcji odwrotnych. Można wie֒c posta֒pić tak, jak

w przypadku pierwiastka kwadratowego, który jest zdefiniowany

jako funkcja odwrotna do funkcji x2 rozpatrywanej nie na ca lej

dziedzinie, lecz na zbiorze, na którym funkcja x2 jest różnowartoś-

ciowa, i to możliwie najprostszym o tej w lasności. 22.5 Wybieramy

możliwe najbardziej naturalne dziedziny.

W przypadku sinusa ograniczymy sie֒ do przedzia lu
[

− π
2
, π

2

]

,

a w przypadku tangensa — do przedzia lu
(

− π
2 , π

2

)

. Zbiory war-

tości to odpowiednio przedzia l domknie֒ty [−1, 1] i ca la prosta

(−∞, +∞) . Tradycyjnie zamiast pisać sin−1 piszemy arcsin ,

a zamiast tg−1 piszemy arctg 22.6 , co zreszta֒ pozwala na unik-

nie֒cie dwuznaczności zwia֒zanej z oznaczeniami sin−1 i tg−1 . Po-

damy teraz definicje tych funkcji w jawny sposób.

Definicja 22.17 (funkcji arcsin i arctg) 22.7

Jeśli x ∈ [−1, 1] , to arcsin x jest jedyna֒ liczba֒ z przedzia lu domk-

nie֒tego
[

− π
2
, π

2

]

, dla której zachodzi równość sin(arcsin x) = x .

Jeśli x ∈ R , to arctg x jest jedyna֒ liczba֒ rzeczywista֒ z przedzia lu
(

− π
2 , π

2

)

, dla której zachodzi równość tg(arctg x) = x .

Przyk lad 22.22 arcsin 1 = π
2 , arcsin 1

2 = π
6 , arctg(−1) = −π

4 ,

arcsin
(

−
√

2
2

)

= −π
4 , arctg

√
3 = π

3 , arctg 0 = 0 .

22.5
Zbiorów, na których funkcja x2 jest różnowartościowa jest bardzo dużo,

np, [−1,0]∪(1,+∞) , (−∞,−2) , (−∞,0] , [0,+∞) , zbiór z lożony ze wszyst-
kich liczb wymiernych dodatnich oraz ujemnych liczb niewymiernych i wiele
innych.

22.6
W niektórych krajach i programach komputerowych arctan .

22.7
Czytamy arkus sinus lub arkus tangens, termin pochodzi od  lacińskiego s lowa
 luk. Funkcja przypisuje liczbie rzeczywistej d lugość  luku odpowiadaja֒cego

ka֒towi, którego sinus lub tangens równy jest danej liczbie.
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Ponieważ funkcje sinus i tangens sa֒ cia֒g le odpowiednio na

przedzia lach
[

− π
2 , π

2

]

i
(

− π
2 , π

2

)

, wie֒c odwrotne do nich sa֒

cia֒g le na przedzia lach [−1, 1] i (−∞,∞) . Na przedziale otwar-

tym
(

− π
2
, π

2

)

pochodne sinusa i tangensa sa֒ różne od 0 . Wobec

tego funkcje odwrotne do nich, czyli arcsin i arctg sa֒ różniczko-

walne odpowiednio na (−1, 1) i (−∞,∞) .

Zachodzi

Twierdzenie 22.18

Dla każdego x ∈
(

− π
2 , π

2

)

zachodza֒ równości arcsin′ x = 1√
1−x2

i arctg′ x = 1
1+x2 .

Dowód. Istnienie pochodnych wykazalísmy przed sformu lowa-

niem tego twierdzenia. Wiedza֒c, że te pochodne istnieja֒ możemy

zastosować twierdzenie o pochodnej funkcji z lożonej. Mamy wie֒c

1 = (x)′ =
(

sin(arcsin x)
)′

= cos(arcsin x)
(

arcsin x
)′

=

=
√

1 − sin2(arcsin x)
(

arcsin x
)′

=
√

1 − x2
(

arcsin x
)′

.

Sta֒d wynika, że
(

arcsin x
)′

= 1√
1−x2

.

1 = (x)′ =
(

tg(arctg x)
)′

=
(

1 + tg2(arctg x)
)(

arctg x
)′

=

= (1 + x2)
(

arctg x
)′

.

Sta֒d wynika, że
(

arctg x
)′

= 1
1+x2 .

Czasem wprowadzane sa֒ funkcje arccos i arcctg jako odwrot-

ne do kosinusa i kotangensa ograniczonych odpowiednio do prze-

dzia lów [0, π] i (0, π) , Przekszta lcaja֒ one te przedzia ly na [−1, 1]

i (−∞,∞) , wie֒c funkcje arccos i arcctg sa֒ określone na prze-

dzia lach [−1, 1] i (−∞,∞) .

Zadania

1. Znaleźć pochodna֒ funkcji f we wszystkich punktach, w któ-

rych ona istnieje, jeśli

(1) f(x) =

{

0 dla x /∈ Q,
1 dla x ∈ Q.
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(2) f(x) =

{

0 dla x /∈ Q,
1
q dla x = p

q , p, q ∈ Z, q 6= 0, nwd(p, q) = 1.

(3) f(x) =

{√
x dla x > 0,

−
√
−x dla x < 0.

(4) f(x) =

{

x2 dla x ∈ Q,
0 dla x /∈ Q.

2. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = x2 cos x .

3. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = xex .

4. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej znaleźć liczby f ′(0)

i f ′(1) , jeśli f(x) = x(x − 1) .

5. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(0) , jeśli

f(x) = x2 cos 1
x , f(0) = 0 .

6. Korzystaja֒c jedynie z definicji pochodnej obliczyć f ′(1) , jeśli

f(x) = (x − 1)ex .

7. Niech f(x) = x
√

9 + sin(tg x), ϕ(x) = sin
(

x
√

4 + sin(tg x)
)

.

Obliczyć f ′(0) i ϕ′(0) korzystaja֒c tylko z definicji pochodnej.

8. Niech f(x) = (x − 2)|x + 3| . Obliczyć f ′(2) korzystaja֒c

jedynie z definicji pochodnej.

9. Niech f(x) = (ln x)
√

1 + 3x2 . Obliczyć f ′(1) korzystaja֒c

jedynie z definicji pochodnej.

10. Obliczyć pochodna֒ funkcji f w tych punktach, w których

istnieje, jeśli f(x) =

(a) 1 − 3x + 7x2 + 5x3 ; (a֒)
√

1 + x ;

(c) 2x
1+x2 ; (ć) x

(1−x)2(1+x)3 ;

(d) arcsin(cos x) ; (e) sin2 x
sin(x2) ;

(e֒) sin
(

x +
√

1 + x2
)

; (f) tg x
2 − ctg x

2 ;

(g) xx ; (h)
√

tg x ;

(i) e−x2

; (j) esin x ;

(k) (ln x)x ; (l) sin(sin x) ;
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( l)

√

x +
√

2x +
√

3x ; (m) ln |x| ;
(n) sin2(

√
x) ; (o) |sin x| ;

(ó) ln |sin x| ; (p) arcsin 2x
1+x2 ;

(r) x |x| ; (ś)
√

|x| ;

(t) 3
√

x(x + 1) ; (u) 3

√

1+x3

1−x3 ;

(w) x⌊x⌋ ; (x) arctg 1+x
1−x ;

(z) arctg
(

sin x+cos x
sin x−cos x

)

; (ż) arcsin 1−x2

1+x2 .

11. Znaleźć równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie p

lub wykazać, że ta styczna nie istnieje, jeśli f(x) =

(A) cos2 x − 2 sin x, p = (π, 1); (B) arctg(2x) , p = (0, 0) ;

(C) |x − 1| 3
√

x + 2, p = −(3, 4); (D)
(

x2 − 1
)2

, p = (0, 1) ;

(E)
(

x2 − 1
)2

, p =
(√

2, 1
)

; (F) 3
√

x , p = (0, 0) ;

(G) 3
√

x − sin x , p = (0, 0) ; (H) 3
√

ex − 1 , p = (0, 0) ;

(I)
√

1 − cos
(

x
√

2
)

, p = (0, 1); (J) 1 − x2 , p = (0, 1) .

12. Udowodnić, że jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie

x , to lim
h→0

f(x+h)−f(x−h)
2h = f ′(x) .

Rozstrzygna֒ć, czy z istnienia granicy lim
h→0

f(x+h)−f(x−h)
2h wy-

nika istnienie pochodnej f ′(x) .

13. Podać przyk lad funkcji cia֒g lej f : R −→ R , która jest róż-

niczkowalna w punktach x /∈ {1, 2, . . . , 100} i która nie ma

jednostronnych pochodnych w punktach x ∈ {1, 2, . . . , 100} .

14. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ a g ∈ R taka֒ liczba֒,

że dla dowolnych cia֒gów (h′
n) , (h′′

n) liczb dodatnich zachodzi

równość g = lim
n→∞

f(7+h′

n)−f(7−h′′

n)
h′

n+h′′

n
. Dowieść, że f ′(7) = g .

15. Podać przyk lad takiej różnowartościowej funkcji f : R
na−−→ R ,

która ma pochodna֒ w punkcie 0 i f ′(0) = 1 , że funkcja

odwrotna f−1 nie ma pochodnej w punkcie f(0) .

16. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒, że dla dowolnych
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x, y ∈ R spe lniona jest nierówność |f(x) − f(y)| 6 (x − y)2 .

Dowieść, że f(e) = f(π) .

17. Podać przyk lad takiej różnowartościowej funkcji f : R
na−−→ R ,

która ma pochodna֒ w punkcie 0 i f ′(0) = 0 , że funkcja

odwrotna f−1 nie ma pochodnej lewostronnej w punkcie f(0)

i jest cia֒g la w punkcie f(0) .

18. Niech f : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ cia֒g la֒ w punkcie p , że

funkcja f2 = f · f jest różniczkowalna w punkcie p .

Dowieść, że funkcja fk jest różniczkowalna w punkcie p dla

dowolnej liczby naturalnej k > 2 , tu: f ℓ+1(x) = f ℓ(x) · f(x)

dla każdego x ∈ R . Czy z za lożeń o funkcji f wynika, że jest

ona różniczkowalna w punkcie p ?

19. Czy istnieje taka funkcja cia֒g la f : R −→ R , która nie ma

jednostronnych pochodnych w punkcie 0 , że z lożenie f ◦ f

jest funkcja֒ różniczkowalna֒ w punkcie 0 .

20. Niech f(x) =
∑∞

n=1 xn sin n dla x ∈ (−1, 1) . Dowieść,

że funkcja f jest różniczkowalna we wszystkich punktach

przedzia lu (−1, 1) .

21. Dowieść, że jeśli f3(x) + 3f(x) = x dla każdej liczby rzeczy-

wistej x , to funkcja f jest różniczkowalna. Znaleźć liczby

f(0) oraz f ′(0) .

22. Dowieść, że jeżeli f(x)+ef(x) = x dla każdej liczby rzeczywis-

tej x , to funkcja f jest różniczkowalna. Znaleźć liczby f(1)

oraz f ′(1) .

23. Znaleźć wzór na 1+2x+3x3 + · · ·+nxn−1 korzystaja֒c z tego,

że 1 + x + x2 + · · · + xn = 1−xn+1

1−x .

24. Dowieść, że pochodna funkcji parzystej jest nieparzysta, a

pochodna funkcji nieparzystej — parzysta.

Czy z tego, że funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i f ′

jest parzysta, wynika, że funkcja f jest nieparzysta?

Czy z tego, że funkcja f : R −→ R jest różniczkowalna i f ′
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jest nieparzysta, wynika, że funkcja f jest parzysta?

25. Funkcja f : (0,∞) −→ R jest różniczkowalna. Czy z tego, że

istnieje lim
x→∞

f(x) wynika, że istnieje lim
x→∞

f ′(x) ?

26. Dowieść, że pochodna różniczkowalnej funkcji okresowej jest

okresowa. Czy z okresowości pochodnej f ′ wynika okreso-

wość funkcji f ?

27. Dowieść, że dla każdej liczby ε ∈ [0, 1) istnieje dok ladnie jedna

taka funkcja f : R −→ R , że f(x) − ε sin f(x) = x . Wykazać,

że funkcja f jest różniczkowalna.

28. Niech f : (a, b) −→ R be֒dzie funkcja֒ różniczkowalna֒. Za lóż-

my, że a < x < αn < βn < b dla każdego n i lim
n→∞

βn = x .

Dowieść, że jeżeli cia֒g
(

βn−x
βn−αn

)

jest ograniczony, to zachodzi

wzór lim
n→∞

f(βn)−f(αn)
βn−αn

= f ′(x) . Podać przyk lad świadcza֒cy

o istotności za lożenia ograniczoności cia֒gu
(

βn−x
βn−αn

)

.
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