
PRE֒DKOŚĆ, PRZYSPIESZENIE, STYCZNA

Za lóżmy, że pewne cia lo (punkt materialny) porusza sie֒ po

prostej. Zak ladamy, że na tej prostej zosta la wprowadzona struk-

tura osi liczbowej, tzn. wybrano pewien punkt O , którego wspó l-

rze֒dna֒ jest liczba 0 , zdefiniowano odcinek jednostkowy i zwrot, co

umożliwi lo przypisanie każdemu punktowi tej prostej liczby rzeczy-

wistej dodatniej lub ujemnej w znany sposób. Za lóżmy, że w chwili

t poruszaja֒ce sie֒ cia lo znajduje sie֒ w punkcie o wspó lrze֒dnej s(t) .

W okresie od t0 do t cia lo przeby lo droge֒ s(t) − s(t0) . Jego

średnia pre֒dkość w okresie od t0 do t jest równa s(t)−s(t0)
t−t0

. Za-

równo licznik jak i mianownik tego u lamka moga֒ być dodatnie lub

ujemne, w zależności od tego, w która֒ strone֒ obiekt porusza sie֒

oraz w zależności od tego czy interesuje nas chwila t naste֒puja֒ca

po chwili t0 czy też poprzedzaja֒ca ja֒, może też zdarzyć sie֒, że

s(t0) = s(t) , chociaż t 6=0 .

Na ogó l ruch odbywa sie֒ ze zmienna֒ pre֒dkościa֒. Cze֒sto in-

teresuje nas pre֒dkość w jakiej́s chwili, a średnia ma znaczenie dru-

gorze֒dne. W normalnych warunkach im mniejsza liczba |t − t0|
tym średnia pre֒dkość jest bardziej zbliżona do chwilowej. Rozsa֒d-

nie jest wie֒c powiedzieć, że pre֒dkość chwilowa w momencie t0 jest

równa v(t0) := lim
t→t0

s(t)−s(t0)
t−t0

.

Podobnie można mówić o przyspieszeniu. Jeżeli pre֒dkość

w okresie od t0 do t zmieni la sie֒ o v(t)−v(t0) , to średnia zmiana

pre֒dkości w tym czasie, czyli średnie przyspieszenie, by la równa

v(t)−v(t0)
t−t0

. Na ogó l przyspieszenie zmienia sie֒ w czasie. Cze֒sto

interesuje nas przyspieszenie chwilowe: a(t) := lim
t→t0

v(t)−v(t0)
t−t0

.

Oczywíscie nie dla każdej funkcji f : R −→ R istnieja֒ granice

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

. Oznacza to , że istnieja֒ funkcje f : R −→ R , które

w sposób podany przez nas nie opisuja֒ żadnego realnego ruchu.
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Jeśli np. s(t) = a + bt , gdzie a, b ∈ R , to mamy do czynienia

z ruchem o sta lej pre֒dkości chwilowej b = (a+bt)−(a+bt0)
t−t0

, w chwi-

li 0 cia lo znajdowa lo sie֒ w punkcie o wspó lrze֒dnej a .

Jeśli dla odmiany s(t) = a+ bt+ ct2 , to średnia pre֒dkość jest

równa
(a+bt+ct2)−(a+bt0+ct2

0
)

t−t0
= b+c(t+ t0) , wie֒c v(t0) = b+2ct0 .

Ponieważ, v(t) = b + 2ct , wie֒c średnie przyspieszenie jest równe

v(t)−v(t0)
t−t0

= 2c , zatem nie zależy od t ani od t0 . Wobec tego

w tym ruchu przyspieszenie chwilowe jest stale równe 2c .

Czytelnik zapewne pamie֒ta, że prosta֒ styczna֒ do okre֒gu lub

po prostu styczna֒ do okre֒gu definiuje sie֒ zwykle jako prosta֒, która

ma dok ladnie jeden punkt wspólny z okre֒giem. W ten sam sposób

można zdefiniować styczna֒ do elipsy. Gdybyśmy jednak zech-

cieli w taki sposób zdefiniować styczna֒ do paraboli, to okaza loby

sie֒, że w każdym punkcie sa֒ dwie styczne: ta prawdziwa sty-

czna i prosta równoleg la do osi symetrii paraboli, np. styczna֒ do

paraboli y = x2 w punkcie (0, 0) by laby prosta y = 0 , ale również

prosta x = 0 . Tej drugiej oczywíscie nie chcemy nazywać styczna֒.

Jeszcze gorzej by loby z funkcja֒ sin
(

x2
)

, bo intuicja domaga sie֒

by prosta y = 0 by la styczna֒ do wykresu tej funkcji w punkcie

(0, 0) , ale ta prosta wykres funkcji przecina w nieskończenie wielu

punktach, w każdym postaci (±√
nπ, 0) , gdzie n ∈ N .

Jest to spowodowane niew laściwym spojrzeniem na problem.

Styczna do wykresu w pewnym jego punkcie ma sie֒ w pobliżu tego

punktu nieomal pokryć z wykresem funkcji. Tymczasem warunek

ma dok ladnie jeden punkt wspólny ma charakter globalny, a nie

lokalny. Jeśli Czytelnik zechce przyjrzeć sie֒ funkcji zdefiniowanej

wzorami f(x) = x2 sin 1
x

dla x 6= 0 i f(0) = 0 , której wykres

leży mie֒dzy wykresami funkcji −x2 i x2 , to zapewne dojdzie do

wniosku, że styczna֒ do tego wykresu w punkcie (0, 0) powinna

być wspólna styczna do wykresów obu funkcji −x2 i x2 w tym
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punkcie, wie֒c prosta y = 0 . Ta prosta ma jednak nieskończenie

wiele punktów wspólnych w wykresem funkcji f, mianowicie punk-

tów postaci ( 1
nπ

, 0) , gdzie n ∈ Z\{0} i ta sytuacja nie zmieni sie֒,

jeśli zmniejszymy je dziedzine֒ do przedzia lu (−δ, δ) niezależnie od

tego, jak ma la֒ liczba֒ dodatnia֒ be֒dzie δ .

Spojrzymy wie֒c na definicje stycznej nieco inaczej. Be֒dziemy

szukać stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P0 =
(

x0, f(x0)
)

.

Przez ten punkt i drugi punkt wykre-

su P1 =
(

x1, f(x1)
)

poprowadzimy

prosta֒ L(x1) i spróbujemy zrozumieć,

co sie֒ z nia֒ dzieje, gdy zbliżamy punkt
(

x1, f(x1)
)

do punktu
(

x0, f(x0)
)

.

Prosta֒ L(x1) opisujemy równaniem:

y = f(x1)−f(x0)
x1−x0

(x − x0) + f(x0) .

Nasz problem polega na ustaleniu,

L
(x

1
)

P0

P1

sty
czn

a

(x1, f(x0))

co sie֒ dzieje ze wspó lczynnikiem kierunkowym tej prostej, czyli

z liczba֒ f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Jeżeli funkcja jest w miare֒ porza֒dna, to

można oczekiwać, że istnieje granica lim
x1→x0

f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Oznaczmy:

k = lim
x1→x0

f(x1)−f(x0)
x1−x0

. Równanie y = k(x − x0) + f(x0) powinno

opisywać styczna֒. Przypomnijmy, że liczba f(x1)−f(x0)
x1−x0

to tan-

gens ka֒ta zorientowanego mie֒dzy dodatnia֒ pó losia֒ OX i prosta֒

y = f(x1)−f(x0)
x1−x0

x , sa֒ dwa takie ka֒ty, ale ich tangensy sa֒ równe.

Wobec tego liczba k to tangens ka֒ta zorientowanego utworzonego

przez dodatnia֒ pó loś OX i prosta֒ y = kx równoleg la֒ do stycznej.

Przyk lad 21.1 Przyjrzyjmy sie֒ opisanej procedurze w przy-

padku okre֒gu. Okra֒g nie jest wykresem funkcji, ale odpowiednio

wybrany pó lokra֒g już jest. Niech f(x) =
√

r2 − x2 . Wykresem tej

funkcji jest ,,górny” pó lokra֒g, którego środkiem jest punkt (0, 0)

a promieniem liczba r > 0 . Niech x0 ∈ (−r, r) . Mamy wtedy
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lim
x→x0

√
r2−x2−

√
r2−x2

0

x−x0

= lim
x→x0

(r2−x2)−(r2−x2

0
)

(x−x0)(
√

r2−x2+
√

r2−x2

0
)

=

= lim
x→x0

−(x+x0)
√

r2−x2+
√

r2−x2

0

= −x0√
r2−x2

0

.

Równanie stycznej w punkcie (x0,
√

r2 − x2
0) wygla֒da wie֒c tak:

y = −x0√
r2−x2

0

(x − x0) +
√

r2 − x2
0 . Bez trudu można sprawdzić,

że jedynym jej punktem wspólnym z okre֒giem x2 + y2 = r2 jest

punkt
(

x0,
√

r2 − x2
0

)

. Oznacza to, że prosta znaleziona w sposób

przez nas opisany jest styczna֒ do okre֒gu w zwyk lym sensie.

Jeśli x0 = r , to należa loby rozpatrywać granice֒

lim
x→r−

√
r2−x2−0

x−r
= −∞ .

W zasadzie nie umożliwia to napisania równania prostej, bo wspó l-

czynnik kierunkowy musi być liczba֒, ale mniej formalne spojrzenie

mówi, że styczna w punkcie (r, 0) powinna być pionowa — ka֒t jaki

prosta przechodza֒ca przez punkt (r, 0) i punkt (x,
√

r2 − x2) da֒ży

do −π
2 (w radianach!), wie֒c w granicy ma być równy −π

2 , a to

oznacza, że styczna w punkcie (r, 0) ma być prostopad la do osi

OX . Podobne rozumowanie przekonuje nas, że również styczna

w punkcie (−r, 0) ma być pionowa.

Przyk lad 21.2 Zajmijmy sie֒ jeszcze parabola֒ y = ax2 + bx + c ,

a 6= 0 . Niech x0 oznacza dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒ i niech

y0 = ax2
0 + bx0 + c . Znajdziemy równanie stycznej do paraboli

w punkcie (x0, y0) . Mamy znaleźć wspó lczynnik kierunkowy sty-

cznej, czyli granice֒

lim
x→x0

(ax2+bx+c)−(ax2

0
+bx0+c)

x−x0

= lim
x→x0

(

a(x + x0) + b
)

= 2ax0 + b .

Wynika sta֒d, że równanie poszukiwanej stycznej powinno wygla֒-

dać tak: y = (2ax0 + b)(x − x0) + y0 . Można przekonać sie֒, że

jedynym punktem wspólnym tej prostej i paraboli y = ax2 +bx+c

jest punkt (x0, y0) . Oczywíscie ta prosta nie jest pionowa, wie֒c

nie jest równoleg la do osi symetrii paraboli.
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Czytelnik powinien przekonać sie֒ o tym, że styczna do wykre-

su funkcji ax + b w dowolnym punkcie pokrywa sie֒ z tym wykre-

sem, co przecież jest oczekiwanym rezultatem: styczna֒ do prostej

jest (powinna być) ona sama.

Definicja 21.1 (ka֒ta mie֒dzy krzywymi)

Ka֒t mie֒dzy krzywymi, to z definicji ka֒t mie֒dzy stycznymi do tych

krzywych w ich punkcie wspólnym.

Zadania

1. Znaleźć równanie prostej stycznej do elipsy zdefiniowanej rów-

naniem x2

a2 + y2

b2
= 1 w punkcie (x0, y0) , x0 ∈ (−a, a) .

2. Udowodnić, że istnieja֒ takie dwa punkty A,B , że jeśli pro-

mień świat la przechodzi przez punkt A i odbija sie֒ od zwier-

ciad la eliptycznego o równaniu x2

a2 + y2

b2
= 1 zgodnie z prawem

,,ka֒t padania równy jest ka֒towi odbicia”, to promień odbity

przechodzi przez punkt B .

3. Dowieść, że wykres wielomianu stopnia drugiego o dodatnim

wyróżniku przecina pozioma֒ oś uk ladu wspó lrze֒dnych pod

ka֒tami, których suma jest równa π .

4. W ilu punktach i pod jakimi ka֒tami przecinaja֒ sie֒ parabole

o równaniach y = x2 i x = y2 ?

5. Znaleźć warunek na liczby p, q na to, by wykres wielomianu

x3 + px + q by l styczny do osi OX w pewnym jej punkcie.

6. Dla jakiej liczby rzeczywistej a istnieje taka liczba rzeczywista

b , że styczne do wykresów funkcji ax2 i ln x maja֒ w punkcie

(b, ab2) = (b, ln b) wspólna֒ styczna֒?

7. Dowieść, że krzywe o równaniach x2 − y2 = a i xy = b

przecinaja֒ sie֒ pod ka֒tem prostym, czyli że styczne do nich

w punktach przecie֒cia sa֒ prostopad le.
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