
CIA֒GI I SZEREGI FUNKCYJNE I

W wielu przypadkach mamy do czynienia z cia֒gami, których

wyrazami sa֒ w istocie rzeczy funkcje. Opowiemy teraz pokrótce

o dwóch najważniejszych rodzajach zbieżności. Rodzajów zbież-
ności cia֒gów funkcyjnych jest wie֒cej, ale na razie wystarczy nam

problemów z dwoma.

Niech A be֒dzie niepustym zbiorem i niech dla każdej liczby

naturalnej n be֒dzie określona funkcja fn: A −→ R . Dla każdego

x ∈ A jest wie֒c określony cia֒g liczbowy
(

fn(x)
)

. Mówimy wtedy

o cia֒gu funkcyjnym (fn) .

Możemy też mówić o szeregu funkcyjnym
∑∞

n=1 fn . Dla każ-

dego x ∈ A określony jest wtedy szereg liczbowy
∑∞

n=1 fn(x) .

Jeśli (fn) i (gn) sa֒ cia֒gami funkcyjnymi określonymi na tym

samym zbiorze A , h: A −→ R jest funkcja֒, to cia֒gi (fn + gn)

(fn − gn) , (fn · gn) nazywamy odpowiednio suma֒, różnica֒ i ilo-

czynem cia֒gów (fn) i (gn) , cia֒g (hfn) — iloczynem cia֒gu (fn)

przez funkcje֒ h . Jeżeli dla każdego x ∈ A i każdego n ∈ N

zachodzi nierówność gn(x) 6= 0 , to możemy określić iloraz
(

fn

gn

)

cia֒gów (fn) i (gn) .

Podobnie określamy sume֒
∑

(fn + gn) i różnice֒
∑

(fn − gn)

szeregów
∑

fn i
∑

gn oraz iloczyn
∑

hfn szeregu
∑

fn przez

funkcje֒ h .

Definicja 20.1 (punktowej zbieżności)

Niech (fn) be֒dzie cia֒giem funkcyjnym określonym na zbiorze A

i niech x ∈ A . Mówimy, że cia֒g (fn) jest zbieżny w punkcie x ,

jeśli cia֒g liczbowy fn(x) jest zbieżny. Granica֒ cia֒gu (fn) jest ta-

ka funkcja f : A −→ R , że f(x) = lim
n→∞

fn(x) dla każdego x ∈ A .

Funkcje֒ f nazywamy wtedy punktowa֒ granica֒ cia֒gu (fn) .

Szereg funkcyjny
∑

fn jest zbieżny w punkcie x wtedy i tylko

wtedy, gdy szereg
∑

fn(x) jest zbieżny. Jeżeli dla każdego x ∈ A

szereg
∑∞

n=1 fn(x) jest zbieżny i jego suma֒ jest liczba s(x) , to

mówimy, że szereg
∑∞

n=1 fn jest punktowo zbieżny do sumy s
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Cia֒gi i szeregi funkcyjne I

na zbiorze A . Piszemy wtedy s(x) =
∑∞

n=1 fn(x) , a funkcje֒

s: A −→ R nazywamy suma֒ szeregu
∑∞

n=1 fn .

Jest jasne, że jeśli granica cia֒gu funkcyjnego istnieje, to tylko

jedna.

Przyk lad 20.1 Niech fn(x) = xn(1 − x) dla x ∈ [0, 1] . Jasne

jest, że dla każdego x ∈ [0, 1] zachodzi równość lim
n→∞

fn(x) = 0 .

Oznacza to, że na przedziale [0, 1] cia֒g (fn) jest zbieżny do funkcji

zerowej.

Przyk lad 20.2 Niech fn(x) = n!x − ⌊n!x⌋ dla x ∈ R . Jasne

jest, że jeśli x jest liczba֒ wymierna֒, to dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n liczba n!x jest ca lkowita, zatem zachodzi

równość fn(x) = 0 . Czytelnik sprawdzi, że lim
n→∞

fn(e) = 0 .

Można bez trudu udowodnić, że e
2 = 1 + 2

3! + 3
5! + 4

7! + 5
9! + · · · =

=
∑∞

n=1
n

(2n−1)! i sta֒d wywnioskować, że lim
n→∞

f2n−1

(

e
2

)

= 0 i jed-

nocześnie lim
n→∞

f2n

(

e
2

)

= 1
2 . Można również zauważyć, że jeśli

x = a1 + 1
2!

a2 + 1
3!

a3 + · · · , gdzie aj ∈ Z dla j = 1, 2, . . .

przy czym 0 6 aj 6 j − 1 dla j = 2, 3, . . . oraz że nierówność

aj 6 j − 1 jest ostra dla nieskończenie wielu j (por. zad 16.68),

to granica lim
n→∞

fn(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

granica lim
n→∞

an+1

n+1
. Granice te sa֒ równe.

Przyk lad 20.3 Niech x ∈ [−1, 1] i niech f1(x) = 0 oraz

fn+1(x) = fn(x)+ 1
2

(

x2−f2
n(x)

)

. Wykażemy, że lim
n→∞

fn(x) = |x|
dla każdego x ∈ [−1, 1] .

Wykażemy najpierw, że 0 6 fn(x) 6 |x| i fn(x) 6 fn+1(x)

dla każdego x ∈ [−1, 1] i każdego n = 0, 1, 2, . . . . Zastosujemy

indukcje֒. Dla n = 0 nierówności zachodza֒: 0 6 f0(x) = 0 6 |x|
i f0(x) 6 f1(x) = 1

2
x2 . Jeśli sa֒ spe lnione dla pewnego n , to

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)(

|x| + fn(x)
)

> fn(x) , bo na

mocy za lożenia indukcyjnego |x| + fn(x) > |x| − fn(x) > 0 . Sta֒d

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)(

|x| + fn(x)
)

6
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6 fn(x) + 1
2

(

|x| − fn(x)
)

· 2|x| 6 fn(x) + |x| − fn(x) = |x| ,
a to jest teza indukcyjna. Z tego, co udowodnilísmy wynika, że dla

każdego x ∈ [−1, 1] cia֒g (fn(x)) jest niemaleja֒cy i ograniczony:

z góry przez |x| , z do lu — przez 0 . Ma wie֒c granice֒.

Niech g(x) = lim
n→∞

fn(x) . Oczywíscie g(x) > 0 . Z wzoru

fn+1(x) = fn(x) + 1
2

(

x2 − f2
n(x)

)

i twierdzenia o arytmetycznych

w lasnościach granicy wynika, że g(x) = g(x) + 1
2

(

x2 − g2(x)
)

.

Sta֒d wynika, że lim
n→∞

fn(x) = g(x) = |x| . Zauważmy jeszcze, że

funkcja fn jest wielomianem zmiennej x (stopnia 2n ).

Przyk lad 20.4 Niech fn(x) = sin(nπx) dla x ∈ R . Udowod-

nimy, że cia֒g (fn(x)) jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy x jest

liczba֒ ca lkowita֒. Jeśli x ∈ Z , to fn(x) = sin(nπx) = 0 . Jeśli

x = p
q , gdzie g > 1 i p sa֒ liczbami ca lkowitymi. Wtedy cia֒g

(fn(x)) jest okresowy, jego okresem jest 2q . Taki cia֒g jest zbieżny

wtedy i tylko wtedy, gdy jest sta ly, a to ma miejsce jedynie wt-

edy, gdy q = 1 (zak ladamy, że nwd(p, q) = 1 ). Jeśli x /∈ Q ,

to każda liczba z przedzia lu [0, 1] jest granica֒ pewnego podcia֒gu

cia֒gu
(

nx−⌊nx⌋
)

. Sta֒d, z wzorów redukcyjnych i cia֒g lości funkcji

sinus wynika, że każda liczba z przedzia lu [−1, 1] jest granica֒

pewnego podcia֒gu cia֒gu
(

sin(nπx)
)

.

Na zakończenie zapiszemy, że funkcja f jest granica֒ punk-

towa֒ cia֒gu (fn) za pomoca֒ kwantyfikatorów:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) ⇐⇒ ∀x∈A∀ε>0∃nx,ε
∀n>nx,ε

|fn(x) − f(x)| < ε .

Liczbe֒ nx,ε dobieramy do x i do ε . Jeśli można ja֒ dobierać do

liczby ε niezależnie od x , to mówimy, że cia֒g (fn) jest jednosta-

jnie zbieżny do funkcji f .

Definicja 20.2 (jednostajnej zbieżności)

Cia֒g funkcyjny (fn) określony na zbiorze A jest jednostajnie

zbieżny do funkcji f : A −→ R wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃nε
∀n>nε

∀x∈A|fn(x) − f(x)| < ε .

Mówimy, że szereg funkcyjny
∑

ϕn jest jednostajnie zbieżny, gdy

cia֒g jego sum cze֒́sciowych jest zbieżny jednostajnie.
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Czasem zamiast pisać, że cia֒g (fn) jest jednostajnie zbieżny

do funkcji f piszemy fn ⇉ f lub fn ⇉
A

f , gdy chcemy podkreślić,

że chodzi o zbieżność na zbiorze A . Czytelnik widzi, że definicje
zbieżności punktowej i zbieżności jednostajnej różnia֒ sie֒ jedynie

kolejnościa֒ wyste֒powania kwantyfikatorów.

Zbieżność jednostajna֒ można zinterpretować geometrycznie:

w krzywoliniowym pasie ograniczonym wykresami funkcji f(x)−ε

i f(x) + ε leża֒ wykresy prawie wszystkich funkcji f1, f2, . . .

y = f(x)
y =

f(x
) +

ǫ

y =
f(x

)−
ǫ

y = fn(x)

Uwaga 20.3

Jeśli cia֒g funkcyjny (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f ,

to jest też zbieżny punktowo do funkcji f .

Wniosek 20.4
Jeśli istnieje taki cia֒g liczb dodatnich (εn) zbieżny do 0 , że dla

każdej liczby x ∈ A spe lniona jest nierówność |fn(x)−f(x)| 6 εn ,

to fn ⇉ f .

Uwaga 20.5

Cia֒g (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f na zbiorze A

wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

sup{|fn(x) − f(x)|: x ∈ A}= 0.

Przyk lad 20.5 Cia֒g funkcyjny
(

x
n

)∞
n=1

określony na R jest

zbieżny punktowo do funkcji zerowej, ale nie jest zbieżny jedno-
stajnie.

Oczywíscie dla każdego x ∈ R zachodzi równość lim
n→∞

x
n = 0 .

Ze zbieżności jednostajnej wynika loby istnienie takiej liczby n1 ,
że dla każdego n > n1 i każdego x ∈ R zachodzi laby nierówność
∣

∣fn(x) − 0
∣

∣ =
∣

∣

x
n

∣

∣ < 1 . Dla x = 2n otrzymalibyśmy 2 = 2n
n < 1 .
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n
=

1

n = 2
n = 3

n = 7

Proste y = x
n dla kolejnych n

Po prostu odchodza֒c dostatecznie daleko od punktu x = 0

punkt na wykresie funkcji x
n znajdzie sie֒ w odleg lości wie֒kszej

od 1 od osi OX , wie֒c wykres funkcji x
n

nie zmieści sie֒ w pasie

ograniczonym prostymi równoleg lymi do osi OX .

Cia֒g
(

x
n

)

jest jednostajnie zbieżny na każdym przedziale po-

staci [−r, r] , r > 0 , bo jeśli x ∈ [−r, r] . to
∣

∣

x
n

∣

∣ 6
r
n

< ε ,

dla każdego n > r
ε . Wynika sta֒d, że cia֒g

(

x
n

)

jest zbieżny na

każdym ograniczonym przedziale [a, b] , bo każdy taki przedzia l

jest zawartym w przedziale postaci [−r, r] , r > 0 .

Przyk lad 20.6 Cia֒g funkcyjny
(

xn(1 − xn)
)

jest zbieżny do

funkcji zerowej na przedziale [0, 1] , ale nie jest do niej zbieżny

jednostajnie. Zbieżność wynika z nierówności 0 6 xn(1−xn) 6 xn

dla 0 6 x < 1 oraz tego, że w punkcie 1 wszystkie funkcje tego

cia֒gu zeruja֒ sie֒. Cia֒g nie jest zbieżny jednostajnie, bo dla x = 1
n
√

2

i dowolnego naturalnego n , mamy xn(1 − xn) = 1
4 .

Przyk lad 20.7 Szereg
∑∞

n=0 xn jest zbieżny punktowo na prze-

dziale (−1, 1) do funkcji 1
1−x . Zbieżność ta nie jest jednostaj-

na, ale na każdym przedziale domknie֒tym zawartym w (−1, 1)

zbieżność jest jednostajna.

Mamy
∑k

n=0 xn = 1−xk+1

1−x = 1
1−x − xk+1

1−x −−−−→
k→∞

1
1−x , bowiem

lim
k→∞

xk+1 = 0 , gdy |x| < 1 .

Jeśli |x| 6 c < 1 , to
∣

∣

xk+1

1−x

∣

∣ 6
ck+1

1−c −−−−→k→∞
0 , co dowodzi

jednostajnej zbieżności szeregu funkcyjnego na przedziale [−c, c] ,

a każdy domknie֒ty przedzia l zawarty w przedziale (−1, 1) jest

zawarty w pewnym przedziale postaci [−c, c] , c > 0 .
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Z jednostajnej zbieżności szeregu na przedziale (−1, 1) wyni-

ka loby, że lim
k→∞

sup{xk+1

1−x : x ∈ (−1, 1)} = 0 . Tak jednak nie jest,

bo przy ustalonym k ∈ N mamy lim
x→1−

xk+1

1−x
= ∞ .

Uwaga 20.6 W końcówce poprzedniego przyk ladu można by lo

podstawić np. x = 1 − 1
2(k+1) . Wtedy (nierówność Bernoulliego)

xk+1

1−x = 2(k + 1)
(

1 − 1
2(k+1)

)k+1
> 2(k + 1)

(

1 − 1
2

)

= k + 1 .

Podobnie jak w przypadku cia֒gu liczbowego w badaniu jed-

nostajnej zbieżności ważna֒ role֒ pe lni

Twierdzenie 20.7 (warunek Cauchy’ego zbieżności jednostajnej)

Cia֒g funkcyjny (fn) jest jednostajnie zbieżny na zbiorze A wtedy

i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃nε
∀m>nε

∀n>nε
∀x∈A|fm(x) − fn(x)| < ε .

Szereg
∑∞

n=1 gn jest jednostajnie zbieżny wtedy i tylko wtedy,

gdy

∀ε>0∃nε
∀m∈N∀n>nε

∀x∈A|
∑m

k=n gk(x)| < ε .

Dowód. Jeśli (fn) jest cia֒giem funkcyjnym jednostajnie zbież-

nym na zbiorze A do funkcji f i ε > 0 , to istnieje taka liczba

nε ∈ N , że jeśli n > nε , to |fn(x) − f(x)| < ε
2 . Jeśli również

m > nε , to zachodzi nierówność

|fm(x) − fn(x)| 6 |fm(x) − f(x)| + |f(x) − fn(x)| < ε
2 + ε

2 = ε .

Wykazalísmy, że jednostajnie zbieżny cia֒g funkcyjny spe lnia wa-

runek Cauchy’ego.

Za lóżmy, że cia֒g funkcyjny (fn) spe lnia warunek Cauchy’ego.

Wtedy dla każdego x ∈ A cia֒g liczbowy (fn(x)) spe lnia warunek

Cauchy’ego, wie֒c ma granice֒ skończona֒. Niech f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Zdefiniowalísmy funkcje֒ f : A −→ R . To kandydatka na granice֒

jednostajna֒ cia֒gu (fn) . Niech ε > 0 . Istnieje takie nε ∈ N , że

jeśli m,n > nε , to |fm(x) − fn(x)| < 5
6
ε .

Wobec tego |f(x) − fn(x)| = lim
m→∞

|fm(x) − fn(x)| 6
5
6
ε < ε , co

dowodzi tej cze֒́sci tezy.

Dla szeregów twierdzenie wynika z tego, że cia֒g sum cze֒́scio-
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wych musi spe lniać warunek Cauchy’ego dla cia֒gów.

Z tego twierdzenia wynika

Twierdzenie 20.8 (kryterium Weierstrassa zbieżności jednostajnej)

Niech
∑

gn be֒dzie szeregiem funkcyjnym określonym na zbio-

rze A . Jeśli istnieje taki szereg zbieżny
∑

an , że dla każdego

x ∈ A i każdego n ∈ N zachodzi nierówność |gn(x)| 6 an , to sze-

reg
∑

gn jest jednostajnie zbieżny na zbiorze A . Jest też zbieżny

bezwzgle֒dnie w każdym punkcie zbioru A .

Przyk lad 20.8 Jeśli szereg funkcyjny 20.1
∑∞

n=0 anxn jest zbież-

ny w punkcie x 6= 0 i 0 < r < |x0| , to szereg
∑∞

n=0 anxn jest

zbieżny jednostajnie i bezwzgle֒dnie na przedziale [−r, r] .

Cia֒g
(

anxn
0

)

jest zbieżny do 0 , wie֒c jest ograniczony, tzn.

istnieje taka liczba M > 0 , że dla każdego n ∈ N zachodzi

nierówność
∣

∣anxn
0

∣

∣ 6 M . Jeżeli |x| 6 r < |x0| , to
∣

∣anxn
∣

∣ =

=
∣

∣anxn
0

∣

∣ ·
∣

∣

x
x0

∣

∣

n
6 M ·

∣

∣

r
x0

∣

∣

n
, wie֒c jednostajna zbieżność szeregu

∑

anxn na przedziale [−r, r] wynika z kryterium Weierstrassa.

Twierdzenie 20.9 (o cia֒g lości granicy)

Granica jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji cia֒g lych w punkcie

x0 jest cia֒g la w punkcie x0 .

Dowód. Niech (fn) be֒dzie cia֒giem jednostajnie zbieżnym do

funkcji f na zbiorze A . Niech ε be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Mamy

|f(x0) − f(x)| 6

6 |f(x0) − fn(x0)| + |fn(x0) − fn(x)| + |fn(x) − fn(x)| .
Dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n , dla wszyst-

kich x ∈ A zachodzi nierówność |fn(x) − f(x)| < ε
3

. Niech n

be֒dzie dostatecznie duża֒ liczba֒ naturalna֒. Ponieważ funkcja fn

jest cia֒g la w punkcie x0 , wie֒c istnieje taka liczba δn > 0 , że jeśli

|x − x0| < δn , to |fn(x0) − fn(x)| < ε
3 . Sta֒d i z poprzedniej

nierówności otrzymujemy |f(x0) − f(x)| < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε , wie֒c

dowód cia֒g lości funkcji f w punkcie x0 zosta l zakończony.

Przyk lad 20.9 Cia֒g (xn) jest zbieżny na przedziale [0, 1] do

20.1
Szeregi, o jakich mówimy w tym przyk ladzie, nazywane sa֒ pote֒gowymi.
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funkcji f , zdefiniowanej wzorami f(1) = 1 oraz f(x) = 0 dla

x ∈ [0, 1) . Granica jest niecia֒g la w punkcie 1 , wie֒c zbieżność nie

jest jednostajna.

Twierdzenie 20.10
Suma jednostajnie zbieżnego szeregu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la.

Wniosek 20.11
Jeśli szereg

∑∞
n=0 anxn

0 jest zbieżny w punkcie x0 6= 0 , to funkcja
∑∞

n=0 anxn jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu (−|x0|, |x0|)
Dowód. Niech x1 ∈ (−|x0|, |x0|) . Niech r ∈ (|x1|, |x0|) . Każda

z funkcji anxn jest cia֒g la w punkcie x1 ∈ (−r, r) , a szereg tych

funkcji jest jednostajnie zbieżny na przedziale [−r, r] . Sta֒d wyni-

ka teza.

Uwaga 20.12 Z dowodu twierdzenia o cia֒g lości granicy wynika,

że jeśli cia֒g funkcji jednostajnie cia֒g lych jest jednostajnie zbież-

ny, to jego granica jednostajnie cia֒g la.

Pokazalísmy już przyk lad punktowo zbieżnego cia֒gu funkcji

cia֒g lych, którego granica ma punkt niecia֒g lości. Wyjaśnienie jakie

funkcje sa֒ granicami cia֒gów punktowo zbieżnych na przedziale jest

problemem dosyć z lożonym i wykracza poza ramy tej ksia֒żki. Ist-

nieja֒ funkcje, które granicami punktowo zbieżnych cia֒gów funkcji

cia֒g lych nie sa֒. Można np. dowieść, że granica punktowo zbieżne-

go cia֒gu funkcji cia֒g lych na pewnym przedziale ma punkty cia֒g-

 lości, wie֒c np. funkcja Dirichleta, która punktów cia֒g lości nie

ma, nie może być przedstawiona jako granica punktowo zbieżnego
cia֒gu funkcji cia֒g lych. Funkcje monotoniczne sa֒ granicami punk-

towo zbieżnych cia֒gów funkcji cia֒g lych.

Przyk lad 20.10 Niech fn(x) = lim
m→∞

(

cos(n!πx)
)2m

. Wszyst-

kie funkcje
(

cos(n!πx)
)2m

sa֒ cia֒g le. Funkcja fn ma punkty

niecia֒g lości, bo przyjmuje jedynie wartości 0 (np. dla x = 0 )

i 1 (np. dla x =
√

2 ). Czytelnik sprawdzi, że granica֒ cia֒gu (fn)

jest funkcja Dirichleta, która punktów cia֒g lości nie ma.

Zajmiemy sie֒ sie֒ teraz przybliżaniem funkcji cia֒g lych prosty-
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mi funkcjami. Najpierw udowodnimy, że każda funkcja cia֒g la na

przedziale domknie֒tym jest granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu

funkcji przedzia lami liniowych, a później, że jest granica֒ jedno-

stajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów.

Zaczniemy od podania definicji.

Definicja 20.13 (funkcji przedzia lami liniowej)

Funkcje֒ L: [a, b] −→ R nazywamy przedzia lami liniowa֒ wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieja֒ takie punkty

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b ,

że równość L(x) = f(xi−1) + f(xi)−f(xi−1)
xi−xi−1

(x− xi−1) zachodzi dla

każdego x ∈ [xi−1, xi] , czyli że na każdym przedziale [xi−1, xi]

funkcja L jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego niż 1 , a takie

wielomiany cze֒sto nazywamy funkcjami liniowymi.

Z definicji wynika od razu, że funkcja przedzia lami liniowa

jest cia֒g la w każdym punkcie przedzia lu [a, b] .

Przyk lad 20.11 Funkcje |x| , x−17+2|x−
√

7| sa֒ przedzia lami

linowe na każdym przedziale.

Można  latwo stwierdzić, że suma funkcji przedzia lami linio-
wych oraz iloczyn funkcji przedzia lami liniowej przez liczbe֒ sa֒

funkcjami przedzia lami liniowymi. Wynika sta֒d, że każda funkcja

postaci ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| jest

przedzia lami liniowa. Czytelnik zechce wykazać, że każda funkcja
przedzia lami liniowa na przedziale domknie֒tym jest tej postaci.

Jeśli a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b sa֒

punktami przedzia lu [a, b] a y0, y1, . . . , yn — dowolnymi liczbami

rzeczywistymi, to istnieje taka przedzia lami liniowa funkcja L , że

L(xi) = yi dla i = 0, 1, . . . , n . Określamy ja֒ za pomoca֒ wzoru

L(x) = yi−1+ yi−yi−1

xi−xi−1
(x−xi−1) dla x ∈ [xi−1, xi] , i = 1, 2, . . . , n .

Z tego stwierdzenia wynika, że jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcja֒

cia֒g la֒, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b sa֒ punktami

przedzia lu [a, b] , to istnieje taka funkcja przedzia lami liniowa L ,

że L(xi) = f(xi) dla i − 0, 1, . . . , n . Pozwala to na przedstawie-

nie dowolnej funkcji cia֒g lej na przedziale domknie֒tym jako granicy
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jednostajnie zbieżnego cia֒gu funkcji przedzia lami liniowych.

Lemat 20.14 (o przybliżaniu funkcjami przedzia lami liniowymi)

Jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcja֒ cia֒g la֒, to istnieje cia֒g (Ln) funkcji

przedzia lami liniowych jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dowód. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 i dowolnej liczby

i ∈ {0, 1, 2, . . . , n} zdefiniujemy xi = a + i
n(b − a) . Zdefiniowane

w laśnie punkty dziela֒ przedzia l [a, b] na n równych przedzia lów.

Niech fn(x) =f(xi−1)+ f(xi)−f(xi−1)
xi−xi−1

(x−xi−1) dla i = 1, 2, . . . , n .

Wykażemy, że fn ⇉ f na przedziale [a, b] . Niech ε be֒dzie liczba֒

dodatnia֒. Funkcja f jest cia֒g la na domknie֒tym przedziale, wie֒c

jest też jednostajnie cia֒g la. Istnieje wie֒c taka liczba nε ∈ N ,

że jeśli n > nε i |x′ − x′′| < b−a
n

oraz x′, x′′ ∈ a, b , to zachodzi

nierówność |f(x′)−f(x′′)| < ε . Wykażemy, że |Ln(x)−f(x)| < ε .

Za lóżmy, że xi−1 6 x 6 xi . Niech t = xi−x
xi−xi−1

. Mamy

wtedy x = txi−1 + (1 − t)xi . Ponieważ funkcja Ln jest liniowa

na przedziale [xi−1, xi] , wie֒c

Ln(x) = tLn(xi−1) + (1 − t)Ln(xi) = tf(xi−1) + (1 − t)f(xi) .

Mamy też f(x) = tf(x) + (1 − t)f(x) . Wobec tego

|Ln(x) − f(x)| =
∣

∣t
(

f(xi−1) − f(x)
)

+ (1 − t)
(

f(xi) − f(x)
)
∣

∣ 6

6 t
∣

∣f(xi−1) − f(x)
∣

∣ + (1 − t)
∣

∣f(xi) − f(x)
∣

∣ < tε + (1 − t)ε = ε ,

bo |x − xi−1| 6
b−a
n i |x − xi| 6

b−a
n . Otrzymana nierówność

kończy dowód jednostajnej zbieżności cia֒gu (Ln) do funkcji f .

W praktyce cze֒sto wykonywane sa֒ przybliżone wykresy bar-

dzo z lożonych funkcji. Najprostsza metoda to: znajdujemy pewna֒

liczbe֒ punktów na wykresie i  la֒czymy je odcinkami prostych (we

w laściwej kolejności). Powsta la  lamana przybliża poszukiwany

wykres, jeśli mamy do czynienia z funkcja֒ cia֒g la֒. Przybliżenie

jest tym dok ladniejsze im ,,ge֒́sciej” wybierzemy punkty na wykre-

sie — wynika to z dowodu twierdzenia o przybliżaniu funkcjami
przedzia lami liniowymi.

Można zasta֒pić funkcje przedzia lami liniowe innymi, np. wie-

lomianami. Jeśli x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn i y0, y1, . . . , yn

sa֒ liczbami rzeczywistymi, to istnieje dok ladnie jeden taki wielo-
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mian wn stopnia nie wie֒kszego niż n , że yi = wn(xi) dla każdego

i ∈ {0, 1, . . . , n} . Nazywany jest n –tym wielomianem interpola-

cyjnym Lagrange’a. Czytelnik bez trudu stwierdzi, że może on być
zdefiniowany wzorem:

wn(x) =
n

∑

i=0

yi
(x−x0)(x−x1)...(x−xi−1)(x−xi+1...(x−xn)

(xi−x0)(xi−x1)...(xi−xi−1)(xi−xi+1...(xi−xn)
.

Dowód jednoznaczności tego wielomianu to ca lkiem dobre ćwicze-
nie. Jeśli chcemy przybliżać funkcje֒ cia֒g la֒, to wybieramy punkty

x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn w dziedzinie funkcji i przyjmu-

jemy yi = f(xi) dla i = 0, 1, . . . , n .

Niestety istnieja֒ funkcje cia֒g le, dla których cia֒g wielomianów

Lagrange’a nie jest zbieżny do przybliżanej funkcji, choć przy do-
statecznie silnych za lożeniach o funkcji przybliżanej takich k lopo-
tów już nie ma. Pokażemy niebawem, że każda funkcja cia֒g la na

przedziale domknie֒tym jest granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu

wielomianów. Takie cia֒gi można określać wieloma sposobami.

Pokażemy dwa.

Lemat 20.15
Niech (fn) be֒dzie cia֒giem funkcji cia֒g lych na przedziale [a, b] jed-

nostajnie zbieżnym do funkcji f : [a, b] −→ R . Za lóżmy, że dla

każdego n dany jest cia֒g (fn,k)∞k=1 funkcji cia֒g lych na przedziale

[a, b] jednostajnie zbieżny do funkcji fn . Istnieje wtedy taki ros-

na֒cy cia֒g (kn) , że cia֒g funkcyjny (fn,kn
)∞n=1 jest jednostajnie

zbieżny do funkcji f .

Dowód. Niech an = sup{|fn(x) − f(x)|: x ∈ [a, b]} oraz

an,k = sup{|fn,k(x) − fn(x)|: x ∈ [a, b]} . Z za lożeń o cia֒gach

(fn) i (fn,k) wynika, że lim
n→∞

an = 0 i lim
k→∞

an,k = 0 dla każdej

liczby naturalnej n . Wynika sta֒d, że istnieje taki rosna֒cy cia֒g

liczb naturalnych kn , że an,kn
< 1

n . Dla każdego x ∈ [a, b] za-

chodzi nierówność
|fn,kn

(x)−f(x)| 6 |fn,k(x)−fn(x)|+ |fn(x)−f(x)| 6 an,kn
+an .

Sta֒d sup{|fn,kn
(x) − f(x)|: x ∈ [a, b]} 6 an,kn

+ an < 1
n

+ an .

Z otrzymanej nierówności teza wynika od razu.
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Lemat 20.16
Istnieje cia֒g (wn)∞n=0 wielomianów jednostajnie zbieżny na prze-

dziale [−1, 1] do funkcji |x| .

Dowód. Niech w0(x) = 0 , wn+1 = wn(x) + 1
2

(

x2 − w2
n(x)

)

.

Udowodnilísmy poprzednio (przyk lad 20.3), że ten cia֒g jest nie-

maleja֒cy i zbieżny punktowo na przedziale [−1, 1] do funkcji |x| .
Teraz wykażemy, że zbieżność ta jest jednostajna, czyli że

∀ε>0∃nε
∀n>nε

∀x∈[−1,1] |x| − wn(x) < ε .

Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje taki rosna֒cy cia֒g liczb

naturalnych (nk) i taki cia֒g (xnk
) liczb z przedzia lu [−1, 1] , że

|xnk
| − wnk

(xnk
) > ε . Zaste֒puja֒c w razie potrzeby cia֒g (xnk

)

jego podcia֒giem możemy za lożyć, że istnieje granica g = lim
k→∞

xnk
.

Oczywíscie −1 6 g 6 1 . Ponieważ dla każdego x ∈ [−1, 1] cia֒g
(

wn(x)
)

jest niemaleja֒cy, wie֒c jeżeli k < ℓ , to

wnk
(xnℓ

) 6 wnℓ
(xnℓ

) .

Sta֒d wynika, że jeśli k < ℓ , to

|xnℓ
| − wnk

(xnℓ
) > |xnℓ

| − wnℓ
(xnℓ

) > ε ,

zatem |xnℓ
| − wnk

(xnℓ
) > ε Z cia֒g lości funkcji wnk

wynika, że

zachodzi nierówność |g| − wnk
(g) > ε . Ta nierówność przeczy

temu, że lim
k→nk

wnk
(g) = |g| . Lemat zosta l udowodniony.

Uwaga 20.17
Powtarzaja֒c dowód lematu w nieco ogólniejszej wersji można udo-

wodnić, że: jeśli cia֒g (fn) funkcji cia֒g lych na przedziale domknie֒-

tym [a, b] jest w każdym punkcie tego przedzia lu niemaleja֒cy lub

nierosna֒cy i punktowo zbieżny do funkcji cia֒g lej, to zbieżność jest

jednostajna.

Czytelnik z  latwościa֒ zauważy, że funkcje֒ |x| można przy-

bliżać jednostajnie na dowolnym przedziale domknie֒tym. Sta֒d

wynika, że każda֒ funkcje֒ postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn|
można przedstawić jako granice֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wie-

lomianów. Z tego stwierdzenia, z lematu o przybliżaniu funkcjami
przedzia lami liniowymi i z lematu 20.15 wynika
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Twierdzenie 20.18 (Weierstrassa o aproksymacji)

Każda funkcja cia֒g la określona na przedziale domknie֒tym jest

granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów.

Dowód zosta l tak przeprowadzony, że dosyć trudno z niego
uzyskać konkretny cia֒g wielomianów jednostajnie zbieżny do da-

nej funkcji. Prosty sposób zosta l podany przez N.S.Bernsteina.

Twierdzenie 20.19 (Bernsteina)

Niech f : [0, 1] −→ R be֒dzie funkcja֒ cia֒g la֒ i niech dla każdej liczby

naturalnej n i każdej liczby rzeczywistej x ∈ [0, 1] spe lniona

be֒dzie równość

bn(x) =
∑n

i=0 f
(

i
n

)(

n
i

)

xi(1 − x)n−i .

Wtedy bn jest wielomianem 20.2 stopnia nie wie֒kszego niż n i cia֒g

(bn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dowód. Wykażemy, że jeśli liczba n jest dostatecznie duża, to

przyje֒cie w(t) = bn(t) powoduje, że dla każdego t ∈ [0, 1] za-

chodzi nierówność |f(t) − w(t)| = |f(t) − bn(t)| < ε .

Zaczniemy od trzech pomocniczych równości i nierówności.
∑n

k=0

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = 1 (W1)
∑n

k=0 k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = nt (W2)
∑n

k=0

(

n
k

)

tkk2(1 − t)n−k = n(n − 1)t2 + nt (W3)

∀δ>0

∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6
1
n · t(1−t)

δ2 6
1

4nδ2 (W4)

Równość (W1) zachodzi, bo 1 =
(

t + (1− t)
)n

=
(

n
k

)

tk(1− t)n−k .

Równość (W2) podobnie:
n

∑

k=0

k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k = nt
n

∑

k=1

(

n−1
k−1

)

tk−1(1 − t)n−1−(k−1) =

= nt
n−1
∑

k=0

(

n−1
k

)

tk(1 − t)n−1−k = nt
(

t + (1 − t)
)n−1

= nt .

Kolej na (W3).
n

∑

k=0

k2
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k =

n
∑

k=2

k(k − 1)
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +

20.2
zwany n –tym wielomianem Bernsteina funkcji f .
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+
n

∑

k=1

k
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k =

= n(n − 1)t2
n

∑

k=2

(

n−2
k−2

)

tk−2(1 − t)n−2−(k−2) + nt =

= n(n − 1)t2
n−2
∑

k=0

(

n−2
k

)

tk(1 − t)n−2−k + nt =

= n(n − 1)t2
(

t + (1 − t)
)n−2

+ nt = n(n − 1)t2 + nt .

Teraz kolej na najważniejsze z tych czterech stwierdzeń, zwane nie-

równościa֒ Czebyszewa (w przypadku ogólniejszym, na omówienie

którego tu nie ma miejsca).

n2δ2
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

k − nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k <

<

n
∑

k=0

(

k − nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k =

n
∑

k=0

k2
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k −

− 2
n

∑

k=0

knt
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +
n

∑

k=0

(

nt
)2(n

k

)

tk(1 − t)n−k =

= n(n − 1)t2 + nt − 2n2t2 + n2t2 = nt − nt2 = nt(1 − t)

Z otrzymanej nierówności  latwo wynika, że
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k
6

nt(1 − t)

n2δ2
=

1

n
· t(1 − t)

δ2
6

1

4nδ2
.

Jesteśmy gotowi do dowodu. Ponieważ f jest cia֒g la na prze-

dziale domknie֒tym, wie֒c istnieje taka liczba δ > 0 , że z nierównoś-

ci |t − s| < δ wynika |f(t) − f(s)| < ε
2 . Istnieje też taka liczba

M > 0 , że |f(t)| 6 M dla każdego t ∈ [0, 1] . Dzie֒ki (W1) mamy:

∣

∣f(t) − bn(t)
∣

∣ =
∣

∣

∣
f(t) −

n
∑

k=0

f
(

k
n

)(

n
k

)

tk(1 − t)n−k
∣

∣

∣
=

=
∣

∣

∣

n
∑

k=0

(

f(t) − f
(

k
n

)

)

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k
∣

∣

∣
6

6
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣<δ

∣

∣f(t) − f
(

k
n

)∣

∣

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k +

323



Cia֒gi i szeregi funkcyjne I

+
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

∣

∣f(t) − f
(

k
n

)
∣

∣

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6

6
ε

2

∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣<δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k + 2M
∑

∣

∣ k
n
−t

∣

∣>δ

(

n
k

)

tk(1 − t)n−k 6

6
ε
2 + 2M 1

4nδ2 = ε
2 + M

2nδ2

Jeśli n > M
εδ2 , to

∣

∣f(t) − bn(t)
∣

∣ < ε
2

+ ε
2

= ε . Dowód zosta l

zakończony.

Uwaga 20.20 ( krótki komentarz probabilistyczny.)

Za lóżmy, że w Nibylandii (pozdrowienia od Piotrusia Pana) wypro-

dukowano monete֒ nieca lkiem symetryczna֒: rzucaja֒c nia֒ otrzymu-

jemy reszke֒ z prawdopodobieństwem t , a druga֒ strone֒ — z ma lo

czytelna֒ podobizna֒ jakiegoś fruwaja֒cego stworzenia — z praw-

dopodobieństwem 1−t . Prawdopodobieństwo uzyskania w n rzu-

tach ta֒ moneta֒ dok ladnie k –reszek równe jest
(

n
k

)

tk(1 − t)n−k .

Wobec tego liczba
n

∑

k=0

k
(

n
k

)

tk(1−t)n−k = nt oznacza średnia֒ liczbe֒

reszek otrzymanych w k rzutach ta֒ moneta֒. Oczekujemy wie֒c, że

rzucaja֒c ta֒ moneta֒ n razy otrzymamy nt , a raczej oko lo nt ,

reszek. Wzór (W4) wyjaśnia, jakie jest prawdopodobieństwo tego,

że liczba rzutów (k ), w których wypad la reszka, be֒dzie różnić

sie֒ od liczby oczekiwanej (nt ) o pewien ustalony procent liczby

rzutów lub jeszcze bardziej. Dlatego zajmujemy sie֒ tam różnica֒
∣

∣

k
n − t

∣

∣ (
∣

∣

k
n − t

∣

∣ > δ ⇔ |k − nt| > δn , ta ustalona cze֒́sć liczby n

to δn ). Prawdopodobieństwo to da֒ży do 0 — jest to tzw. s labe

prawo wielkich liczb. Liczba bn(t) jest wie֒c średnia֒ liczb f
(

k
n

)

, ta

średnia jest mniej wie֒cej równa f(t) , bo na ogó l k
n ≈ t . Powinna

wie֒c mieć miejsce naste֒puja֒ca równość przybliżona f(t) ≈ bn(t) .

Końcówka nie jest ca lkiem precyzyjna, ale wcześniej staralísmy sie֒

wyjaśnić dok ladnie, o co chodzi.

Uwaga 20.21

Jeśli funkcja f jest cia֒g la na przedziale [a, b] , to cia֒g (wn) wielo-

mianów określonych wzorem wn(t) = bn

(

t−a
b−a

)

, gdzie bn oznacza
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n –ty wielomian Bernsteina funkcji ϕ , która֒ definiujemy wzorem

ϕ(t) = f
(

a + t(b − a)
)

, jest jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dodajmy jeszcze, że na ogó l n –ty wielomian Bernsteina funk-
cji f nie pokrywa sie֒ z jej n –tym wielomianem Lagrange’a.

Uwaga 20.22
Ponieważ każdy wielomian może być przybliżany jednostajnie na
przedziale domknie֒tym wielomianami o wspó lczynnikach wymier-

nych, wie֒c każda funkcja cia֒g la na przedziale domknie֒tym jest

granica֒ jednostajnie zbieżnego cia֒gu wielomianów o wspó lczynni-

kach wymiernych.

Efektywne przybliżenia wielomianami licznych funkcji można
uzyskać przedstawiaja֒c je w postaci sum szeregów.

Przyk lad 20.12 1
1−x = 1+x+x2+· · · dla każdej liczby rzeczy-

wistej x ∈ (−1, 1) . Korzystaja֒c z twierdzenia udowodnionego

w przyk ladzie 20.8 stwierdzamy, że cia֒g (wn) określony wzorem

wn(x) = 1 + x + x2 + · · ·+ xn jest jednostajnie zbieżny do funkcji
1

1−x na każdym przedziale o środku w punkcie 0 , którego d lugość

jest mniejsza (ostro!) niż 2 .

Przyk lad 20.13 Jak wiadomo ex = 1 + x
1! + x2

2! + x3

3! + · · · dla

każdego x ∈ R . Wobec tego cia֒g (wn) wielomianów zdefiniowany

wzorem wn(x) = 1 + x
1! + x2

2! + x3

3! + · · · + xn

n! jest jednostajnie

zbieżny do funkcji ex na każdym przedziale domknie֒tym.

Przyk lad 20.14 Jak wiadomo cos x = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · ·
i sin x = x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+ · · · dla każdej liczby rzeczywis-

tej x . Udowodnilísmy to w rozdziale poświe֒conym trygonometrii.

Wobec tego zbieżność ta jest jednostajna na każdym przedziale
domknie֒tym. Pozwala to na efektywne znajdowanie przybliżonych

wartości kosinusa i sinusa. Jeśli np. |x| 6 1 , to
∣

∣ cos x −
(

1 − x2

2! + x4

4! − x6

6!

)
∣

∣ 6
x8

8! 6
1
8! = 1

40320 ,

a przypominamy, że 1 radian to 180
π

◦ ≈ 57, 3◦ , wie֒c stosunkowo

niewielkim nak ladem pracy uzyskujemy dosyć dobre przybliżenie.
Zwróćmy jeszcze uwage֒ na to, że im bliżej zera znajduje sie֒ licz-
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ba x , tym mniejszy jest b la֒d wzgle֒dny. Gdy np. x = π
6 < 3,2

6 = 1,6
3 ,

to b la֒d jest mniejszy niż
(

1,6
3

)8 · 1
40320 =

(

2,56
9

)4 · 1
40320 <

< (0,3)4 · 1
40320 = 9

44 800 000 < 9
44 100 000 = 1

4 900 000 , co nie jest

z la֒ dok ladnościa֒ w przypadku liczby cos π
6 =

√
3

2 .

Przyk lad 20.15 Wykażemy, że jeśli x ∈ (−1, 1] , to ln(1+x) =

=x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ · · · . Skorzystamy z tego, że lim

h→0

ah−1
h

= ln a

(zob. przyk lad 18.6). Mamy wie֒c lim
k→∞

k
(

k
√

1 + x− 1
)

= ln(1 + x)

dla każdej liczby x > −1 . Wiemy też, że dla każdego x ∈ (−1, 1)

i dowolnych a, b ∈ R zachodzi równość
∞
∑

n=0

(

a

n

)

xn ·
∞
∑

n=0

(

b

n

)

xn =
∞
∑

n=0

(

a + b

n

)

xn .

Z tej równości wynika, że
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn =
(
∑∞

n=0

(

a/2
n

)

xn
)2

> 0

dla każdego a ∈ R . Sta֒d i ze wspomnianej równości wynika, że:

k
√

1 + x =
∑∞

n=0

(

1/k
n

)

xn . Z tego wzoru wynika, że dla każdego

x ∈ (−1, 1) i dowolnych k, n ∈ N zachodza֒ nierówności
∣

∣k
(

k
√

1 + x − 1
)

−
−

[

x + ( 1
k
− 1)x2

2!
+ · · · + ( 1

k
− 1)( 1

k
− 2) . . . ( 1

k
− n + 1)xn

n!

]
∣

∣ 6

6
∣

∣( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n) xn+1

(n+1)! +

+ ( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n − 1) xn+2

(n+2)! +

+ ( 1
k − 1)( 1

k − 2) . . . ( 1
k − n − 2) xn+3

(n+3)! + · · ·
∣

∣ 6

6
|x|n+1

n+1 + |x|n+2

n+2 + |x|n+3

n+3 +· · · = 1
n+1

(

|x|n+1|x|n+2+|x|n+3+· · ·
)

=

= |x|n+1

(n+1)(1−|x|) < 1
(n+1)(1−|x|) .

Przechodza֒c do granicy przy k −→ ∞ otrzymujemy nierów-

ność
∣

∣ ln(1 + x) −
(

x − x2

2 + · · · + (−1)n−1 xn

n

)
∣

∣ 6
1

(n+1)(1−|x|) .

Ponieważ lim
n→∞

1
(n+1)(1−|x|) = 0 , wie֒c

ln(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + · · · .
Udowodnilísmy wie֒c równość, która֒ chcielísmy wykazać. Z twier-

dzenia wykazanego w przyk ladzie 20.8 wynika, że na każdym prze-

dziale domknie֒tym zawartym w przedziale (−1, 1) ta zbieżność
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jest jednostajna. Za lóżmy, że 0 6 x 6 1 . Zachodza֒ wtedy nie-

równości x >
x2

2 >
x3

3 > . . . . Z nich wynika, że x − x2

2 6

6x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
6 x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ x5

5
− x6

6
6 . . . oraz

x > x − x2

2 + x3

3 > x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + x5

5 > . . . .

Niech sn(x) = x − x2

2 + · · · + (−1)n−1 xn

n . Wiemy, że cia֒g
(

s2n(x)
)

jest niemaleja֒cy, a cia֒g
(

s2n−1(x)
)

— nierosna֒cy, wie֒c

oba maja֒ granice i lim
n→∞

s2n(x) > −∞ oraz lim
n→∞

s2n−1(x) < ∞ .

Sta֒d i z nierówności |sn(x) − sn+1(x)| = xn+1

n+1
6

1
n+1

wynika,

że te granice sa֒ równe, wie֒c w szczególności skończone. Niech

s(x) = lim
n→∞

sn(x) . Mamy s2n(x) 6 s(x) 6 s2n−1(x) dla n ∈ N ,

a sta֒d 0 6 s(x) − s2n(x) 6 s2n−1(x) − s2n(x) 6
1

2n i analogicznie

0 6 s2n−1(x) − s(x) 6 s2n−1(x) − s2n(x) 6
1

2n < 1
2n−1 . Możemy

wie֒c napisać, że |s(x) − sn(x)| 6
1
n dla każdego x ∈ [0, 1] , wie֒c

szereg jest jednostajnie zbieżny na przedziale domknie֒tym [0, 1]

do funkcji s(x) , która jako suma jednostajnie zbieżnego szere-

gu funkcji cia֒g lych jest cia֒g la. Dla x ∈ [0, 1) zachodzi równość

s(x) = ln(1 + x) . Funkcja s(x) jest cia֒g la (lewostronnie) w punk-

cie 1 . Również funkcja ln(1 + x) jest cia֒g la w punkcie 1 . Mamy

wie֒c ln 2 = lim
x→1−

ln(1 + x) = lim
x→1−

s(x) = s(1) . Udowodnilísmy

wie֒c, że ln 2 = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·

W podobny sposób można udowodnić wiele innych wzorów.
znane sa֒ ogólniejsze metody poste֒powania. Z niektórymi z nich

zapoznamy sie֒ w dalszych cze֒́sciach tej ksia֒żki. Okaże sie֒, że wzór

ln(1 + x) = x − x2

2 + · · · można wyprowadzić prościej.

Zadania
1. Dowieść, że ln 2 = 1

2 + 1
2 · 1

22 + 1
3 · 1

23 + 1
4 · 1

24 + · · · .

2. Czy szereg

∞
∑

n=1

1
n!

(

n
e

)n
jest zbieżny?

3. Dowieść, że jeśli n ∈ N , to zachodzi wzór ln(n + 1) − ln n =

= 2
2n+1

(

1 + 1
3

1
(2n+1)2 + 1

5
1

(2n+1)4 + 1
7

1
(2n+1)6 + · · ·

)

.
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4. Korzystaja֒c z wzoru z poprzedniego zadania obliczyć ln 2

i ln 5 z dok ladnościa֒ do pie֒ciu miejsc po przecinku.

5. Dowieść, że jeśli 0 < x < π , to x− x3

6 < sin x < x− x3

6 + x5

120 .

6. Niech a1 = sin 1 i an+1 = sin an dla n = 1, 2, . . . . Dowieść,

że lim
n→∞

an = 0 a naste֒pnie, że lim
n→∞

√
n · an =

√
3 .

7. Dowieść, że jeśli cia֒g wielomianów (wn) jest jednostajnie

zbieżny na przedziale domknie֒tym do funkcji w i istnieje

taka liczba M , że dla każdego n ∈ N zachodzi nierówność
st wn 6 M , to funkcja w jest wielomianem, którego stopień
nie przekracza M .

8. Niech α < 0 . Dla jakich liczb rzeczywistych t szereg funk-

cyjny
∑∞

n=1 nα cos(2πnt) jest zbieżny? Na jakich zbiorach

zbieżność jest jednostajna?

9. Czy cia֒g nx(1 − x)n jest jednostajnie zbieżny na [0, 1] ?

10. Czy cia֒g n
√

1 + xn jest jednostajnie zbieżny na [0,∞) ?

11. Czy cia֒g
(

1 + x
n

)n
jest jednostajnie zbieżny na R ?

12. Czy cia֒g
(

1 + x
n

)n
jest jednostajnie zbieżny na [a, b] ?

13. Czy szereg
∑

1
1+(x−n)2 jest jednostajnie zbieżny na R ?

14. Czy szereg
∑

x2

n4+x4 jest jednostajnie zbieżny na R ?

15. Czy szereg
∑ (−1)n

n+x jest jednostajnie zbieżny na [0,∞) ?

16! Dowieść, że każda funkcja przedzia lami liniowa jest postaci

ax + b + a1|x − x1| + a2|x − x2| + · · · + an|x − xn| .
17. Dowieść, że jeśli funkcja f jest granica֒ punktowo zbieżnego

cia֒gu funkcji cia֒g lych na przedziale domknie֒tym, to jest też

granica֒ punktowo zbieżnego cia֒gu wielomianów na tym prze-

dziale.

18! Dowieść, że szereg funkcyjny

x(1 − x) − x(1 − x) + x2(1 − x) − x2(1 − x) +

+ x3(1 − x) − x3(1 − x) + · · ·
jest zbieżny jednostajnie i bezwzgle֒dnie na przedziale [0, 1] .

Zmienić kolejność wyrazów tego szeregu tak, by nowy szereg

nie by l zbieżny jednostajnie na [0, 1] .

19! Niech (fn) be֒dzie cia֒giem cia֒giem funkcyjnym określonym na
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przedziale [a, b] . Udowodnić, że jest on jednostajnie zbieżny

do funkcji cia֒g lej f : [a, b] −→ R wtedy i tylko wtedy, gdy

z równości lim
n→∞

xn = x wynika, że lim
n→∞

fn(xn) = f(x) .

20. Wykazać, że granica cia֒gu wielomianów jednostajnie zbieżne-

go na ca lej prostej jest wielomianem.

21. Wykazać, że jeśli cia֒g funkcji monotonicznych jest zbieżny

punktowo do funkcji cia֒g lej na przedziale domknie֒tym, to jest

zbieżny jednostajnie.

22. Wykazać, że jeśli dla każdego x ∈ [a, b] cia֒g (fn(x)) jest

monotoniczny i lim
n→∞

fn(x) = f(x) , funkcje f , f1 , f2 , . . .

sa֒ cia֒g le, to cia֒g (fn) jest zbieżny jednostajnie na przedziale

[a, b] do funkcji f .

23. Podać przyk lad cia֒gu (fn) funkcji cia֒g lych zbieżnego punk-

towo do funkcji cia֒g lej f na przedziale [0, 1] , który nie jest

zbieżny jednostajnie na żadnym podprzedziale domknie֒tym

przedzia lu [a, b] .

24. Podać przyk lad cia֒gu (fn) funkcji cia֒g lych na przedziale [0, 1]

takiego, że szereg
∑∞

n=1 fn jest zbieżny bezwzgle֒dnie i jed-

nostajnie na przedziale [0, 1] i jednocześnie zachodzi równość
∑∞

n=1 sup06x61 |fn(x)| = +∞ .

25. Niech f(x) =
∑∞

n=1
1

x2−n2 dla każdego x /∈ Z . Wykazać, że

funkcja f jest cia֒g la na zbiorze R \ Z .

26. Niech f(x) =
∑∞

n=1

√
xe−n2x dla x > 0 . W jakich punktach

funkcja f jest cia֒g la?

27. Niech f(x) =
∑∞

n=1
1
n

sin x
n

. Wykazać, że funkcja f jest

cia֒g la na R i wyjaśnić, czy jest okresowa.

28. Udowodnić, że szereg nieujemnych funkcji cia֒g lych zbieżny

punktowo do funkcji cia֒g lej jest zbieżny jednostajnie.

29. Dowieść, że jeśli |x| < 1 , to dla każdej liczby rzeczywistej a

zachodzi równość (1 + x)a =
∑∞

n=0

(

a
n

)

xn .

30. Dowieść, że jeśli 0 < a < 1 , to dla dowolnych liczb dodatnich

x, y spe lniona jest nierówność (x + y)a < xa + ya .

31. Dowieść, że szereg
∑∞

n=1 x2e−n2x dla x > 0 jest jednostajnie
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zbieżny na zbiorze wszystkich liczb nieujemnych.

32. Dowieść, że dla każdej liczby a ∈ (0, 1) naste֒puja֒ce równanie

1 + x
1!

+ x2

2!
+ · · · + xn

n!
= aex ma dodatni pierwiastek.

33. Obliczyć lim
x→0+

∑∞
n=1

x
1+x2n2 .

34. Dowieść, że jeśli lim
n→∞

an = a , to lim
x→∞

(

e−x
∞
∑

n=0

an
xn

n!

)

= a.
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