
POTE֒GI I LOGARYTMY

Niech a 6= 0 be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒, n — liczba֒ ca lkowita֒.

Określilísmy pote֒ge֒ liczby a wzorami: a0 = 1 , an+1 = an ·
a dla n = 0, 1, 2 . . . oraz an = 1

a−n dla n = −1,−2,−3, . . . .

Spe lnione sa֒ równości am+n = am · an i (am)n = amn dla dowol-

nych liczb ca lkowitych m,n oraz a−n = 1
an dla dowolnej liczby

n ∈ Z . Rozszerzymy teraz definicje pote֒gi definiuja֒c najpierw

pote֒gi o wyk ladniku wymiernym, a potem o wyk ladniku rzeczy-

wistym. Oczywíscie zachowamy ważne w lasności pote֒gowania.

Z wymienionych wyżej najważniejsza jest pierwsza, bo po-

zosta le z niej wynikaja֒. Be֒dziemy wie֒c tak definiować pote֒gi, by

spe lniona by la równość ax+y = ax · ay . To natychmiast prowadzi

do pewnego ograniczenia: a = a1 = a1/2 · a1/2 =
(
a1/2

)2
> 0 , za-

tem podstawa pote֒gi, jeśli chcemy dopuścić np. wszystkie wymier-

ne wyk ladniki musi być nieujemna. Nie może ona być równa 0 ,

bo musia loby wtedy być 00 = 1 , wie֒c 1 = 01 · 0−1 = 0 · 0−1 , co

jest nie możliwe.

Definicja 18.1

dla każdej liczby rzeczywistej x > 0 przyjmujemy 0x = 0 .

Nie definiujemy 00 , ani 0x dla x < 0 , by nie mieć problemów

z w lasnościami pote֒g.

W dalszych rozważaniach zak ladamy, że a > 0 . Niech w∈ Q.

Za lóżmy, że q > 0 i p sa֒ takimi liczbami ca lkowitymi, że w = p
q .

Powinna być spe lniona równość
(
aw
)q

= aw · aw · . . . · aw
︸ ︷︷ ︸

q czynników

= aqw = ap .

Oznacza to, że powinnísmy przyja֒ć, że aw = q
√

ap . Zauważmy, że

liczby wymierne można zapisywać w postaci ilorazu liczby ca lko-

witej i naturalnej na nieskończenie wiele sposobów. Jednak z tego,

że p, q, r, s ∈ Z , q > 0 , s > 0 i p
q = r

s wynika, że q
√

ap = s
√

ar .
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Definicja 18.2 (pote֒gi o wyk ladniku wymiernym)

Jeśli a > 0 , w = p
q , p, q ∈ Z i q > 0 , to pote֒ga֒ liczby a o wy-

k ladniku w nazywamy liczbe֒ aw = q
√

ap . 18.1

Przyk lad 18.1 81/3 = 2, 21/2 =
√

2, 324/5 = 16 , 81−2/4 = 1
9 ,

1048576−7/20 = 1
128 ,

(
216

15625

)−2/3
= 625

36 , 4413/2 = 9261 .

Dla każdej rzeczywistej liczby dodatniej a definiujemy funkcje֒

f̃a: Q −→ R wzorem f̃a(w) = aw . Z w lasności pote֒g o wyk ladni-

kach ca lkowitych i w lasności pierwiastków wynika

Twierdzenie 18.3

Funkcja f̃a ma naste֒puja֒ce w lasności:

18.3.1 Dla dowolnych liczb wymiernych w , i v zachodzi wzór

f̃a(w + v) = f̃a(w) · f̃a(v) ;

18.3.2 f̃a(1) = a ;

18.3.3 jeśli a > 1 , to funkcja f̃a jest ścísle rosna֒ca, funkcja

f̃1 jest sta la, jeśli 0 < a < 1 , to funkcja f̃a jest ścísle

maleja֒ca.

18.3.4 f̃a(w) > 0 dla każdej liczby wymiernej w .

Z uwag poprzedzaja֒cych definicje֒ pote֒gi o wyk ladniku wy-

miernym wynika, że funkcja spe lniaja֒ca֒ warunki 18.3.1 i 18.3.2

jest tylko jedna. Wykażemy, że można ja֒ przed lużyć do funkcji

cia֒g lej na fa: R −→ R w dok ladnie jeden sposób.

Lemat 18.4

Funkcja f̃a jest cia֒g la w punkcie 0 .

Dowód. Funkcja f̃a jest monotoniczna, wie֒c istnieja֒ granice

jednostronne lim
x→0+

f̃a i lim
x→0−

f̃a . Wiemy też, że f̃a(0) = 1 =

= lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

a1/n = lim
n→∞

f̃a( 1
n) i f̃a(0) = 1 = lim

n→∞
1

n
√

a
=

= lim
n→∞

a−1/n = lim
n→∞

f̃a(− 1
n ) . Wynika sta֒d, że obie granice jed-

18.1
Czytamy a do pote֒gi w lub po prostu a do w .

249



Pote֒gi i logarytmy

nostronne sa֒ równe wartości funkcji w punkcie 0 , zatem funkcja

jest cia֒g la w tym punkcie.

Lemat 18.5

Funkcja f̃a jest jednostajnie cia֒g la na każdym zbiorze postaci

(c, d) ∩ Q , gdzie c, d ∈ R i c < d .

Dowód. Niech c, d ∈ R . Ponieważ funkcja f̃a jest monotonicz-

na, wie֒c jest ograniczona na każdym zbiorze ograniczonym (jej

dziedzina jest nieograniczona!). Istnieje zatem liczba M taka, że

dla każdego w ∈ (c, d) ∩ Q zachodzi nierówność 0 < f̃a(w) < M .

Niech v, w ∈ (c, d) ∩ Q . Mamy

|f̃a(v) − f̃a(w)| = f̃a(w)|f̃a(v − w) − 1| 6 M |f̃a(v − w) − f̃a(0)| .
Z tej nierówności i z cia֒g lości funkcji f̃a w punkcie 0 wynika

jednostajna cia֒g lość na zbiorze (c, d) ∩ Q .

Lemat 18.6

Dla każdej liczby a > 0 istnieje dok ladnie jedna funkcja cia֒g la

fa: R −→ R , która jest przed lużeniem funkcji f̃a: Q −→ Q .

Dowód. Z twierdzenia o przed lużaniu funkcji jednostajnie cia֒g-

 lej z poprzedniego rozdzia lu wynika, że dla każdego n ∈ N obcie֒cie

funkcji f̃a do zbioru (−n, n) ∩ Q można przed lużyć do funkcji

cia֒g lej gn: [−n, n] −→ R . Z jednoznaczności przed lużenia wynika,

że jeśli m > n i |x| 6 n , to gm(x) = gn(x) . 18.2 Przyjmujemy

fa(x) = gn(x) dla n > |x| . Cia֒g lość funkcji fa wynika natych-

miast z tego, że każda z funkcji gn jest cia֒g la (jednostajnie).

Twierdzenie 18.7

Dla każdej dodatniej liczby rzeczywistej a istnieje dok ladnie jedna

taka funkcja cia֒g la fa: R −→ R , że

18.7.1 dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi równość

fa(x + y) = fa(x) · fa(y) ;

18.2
gn(x)=limj→∞ f̃a(wj) , gdzie wj∈(−n,n)∩Q ⊂ (−m,m)∩Q .
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18.7.2 fa(1) = a .

Funkcja fa jest dodatnia, jest przed lużeniem funkcji f̃a, fa(0)=1 .

Jeśli a > 1 , to funkcja fa jest ścísle rosna֒ca, f1(x) = 1 dla

każdego x ∈ R , jeśli 0 < a < 1 , to funkcja fa jest ścísle maleja֒ca.

Dowód. Niech fa oznacza cia֒g le przed lużenie funkcji f̃a , które-

go istnienie zosta lo wykazane w lemacie poprzedzaja֒cym to twier-

dzenie. Niech x, y ∈ R . Istnieja֒ cia֒gi liczb wymiernych (vn)

i (wn) zbieżne odpowiednio do x i y . Zachodzi wie֒c równość

lim
n→∞

(vn + wn) = x + y . Z cia֒g lości fa wynika, że

fa(x) · fa(y) = lim
n→∞

f̃a(vn) · lim
n→∞

f̃a(wn) =

= lim
n→∞

(
f̃a(vn) · f̃a(wn)

)
= lim

n→∞
f̃a(vn + wn) = f(x + y) .

Oczywíscie fa(1) = f̃a(1) = a . Wykazalísmy, że funkcja cia֒g la fa

ma obie w lasności.

Wykażemy, że jest tylko jedna funkcja cia֒g la spe lniaja֒ca oba

warunki. Z pierwszego warunku wynika, że g(x)=g(x
2
) · g(x

2
) > 0.

Jeśli g(x) = 0 , to a = g(1) = g(x)g(1 − x) = 0 wbrew temu, że

a > 0 . Wobec tego g(x) > 0 dla każdego x . Dla każdej liczby

naturalnej n zachodzi równość g(1) = g(n · 1
n

) = g( 1
n

)n , zatem

g( 1
n ) = n

√
a . Jeśli k, n sa֒ liczbami naturalnymi, to g( k

n) = g( 1
n )k ,

zatem g( k
n) =

n
√

ak = ak/n . g(0) = g(0 + 0) = g(0)2 , zatem

g(0) = 1 (wiemy, że g(0) > 0 ). Sta֒d 1 = g(0) = g(x)g(−x) ,

zatem g(−x) = 1
g(x)

dla każdego x . W szczególności mamy

g(− k
n ) = 1

g( k
n )

= 1
ak/n = a−k/n . Wykazalísmy wie֒c, że dla każdej

liczby wymiernej w zachodzi równość g(w) = aw = f̃a(w) . Sta֒d

i z cia֒g lości g wynika, że dla każdego x ∈ R zachodzi równość

g(x) = fa(x) , co kończy dowód jednoznaczności.

Za lóżmy teraz, że a > 1 i x < y . Istnieja֒ takie cia֒gi liczb

wymiernych (vn) i (wn) , że x = lim
n→∞

vn i y = lim
n→∞

wn . Dla

dostatecznie dużych n mamy vn < wn , wie֒c fa(vn) < fa(wn) ,
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wobec tego fa(x) = lim
n→∞

fa(vn) 6 lim
n→∞

fa(wn) = fa(y) , wie֒c

fa(x) 6 fa(y) . Istnieja֒ takie liczby wymierne v, w , że x < v <

<w <y , zatem fa(x)6 fa(v)<fa(w)6fa(y) , wie֒c f(x) < f(y).

W taki sam sposób dowodzimy, że funkcja f1 jest sta la, a dla

0 < a < 1 funkcja fa jest ścísle maleja֒ca.

Definicja 18.8 (pote֒gi i funkcji wyk ladniczej)

Funkcje֒ cia֒g la֒ fa , która spe lnia warunek fa(1) = a oraz warunek

fa(x + y) = fa(x)fa(y) dla x, y ∈ R , nazywamy funkcja֒ wyk lad-

nicza֒ o podstawie a . Jej wartość w punkcie x oznaczamy przez

ax i nazywamy pote֒ga֒ liczby a o wyk ladniku x .

Uwaga 18.9 Zamiast zak ladać cia֒g lość funkcji ax można zak la-

dać jej monotoniczność lub ograniczoność na pewnym otwartym

przedziale zawieraja֒cym 0 . Dowody wcale nie sa֒ trudniejsze od

podanego przy za lożeniu cia֒g lości.

Uwaga 18.10 Jeśli f : R −→ R jest funkcja֒ cia֒g la֒ (albo monoto-

niczna֒), dla której równość f(x + y) = f(x)f(y) dla dowolnych

x, y ∈ R , to albo jest f jest funkcja֒ zerowa֒, albo istnieje taka

liczba a > 0 , że f(x) = ax dla każdego x ∈ R .

Uwaga 18.11 Można wykazać istnienie funkcji niecia֒g lych spe l-

niaja֒cych równanie f(x + y) = f(x)f(y) .

Przyk lad 18.2 Niech exp(x) =

∞∑

n=0

xn

n! . Wykazalísmy już, że

exp(x + y)= exp(x) exp(y) (przyk lad 16.18) i że funkcja exp jest

cia֒g la (przyk lad 17.31), wie֒c exp(x) =
(

exp(1)
)x

dla x ∈ R .

Przyk lad 18.3 Niech Exp(x) = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
. Udowod-

nilísmy w rozdziale pierwszym, że ta funkcja jest dobrze określona

dla każdego x ∈ R oraz, że Exp(x + y) = Exp(x)Exp(y) . Dla

każdego x i dla n > −x zachodzi nierówność
(
1 + x

n

)n
> 1 + x ,
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która wynika z nierówności Bernoulliego, wie֒c Exp(x) > 1 + x

dla każdego x ∈ R . Sta֒d Exp(x) = 1
Exp(−x) 6

1
1−x dla x < 1.

Wobec tego lim
x→0

Exp(x) = Exp(0) = 1 , zatem funkcja Exp jest

cia֒g la, o czym przekonujemy sie֒ tak, jak o cia֒g lości funkcji exp

w końcu przyk ladu 17.31. Sta֒d wynika, że dla każdego x ∈ R

zachodzi równość Exp(x) =
(
Exp(1)

)x
= ex . Przypomnijmy, że

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e = lim

n→∞

(
1 + 1

1! + 1
2! + · · · + 1

n!

)
, zad. 15.30.

Przyk lad 18.4 Z rozumowania w poprzednim przyk ladzie wy-

nika, że dla każdego x ∈ R zachodzi nierówność ex > 1 + x. Jeśli

x < 1 , to również 1 + x 6 ex = 1
e−x 6

1
1+(−x)

= 1
1−x

.

Twierdzenie 18.12

Dla dowolnych liczb dodatnich a, b i dowolnych liczb rzeczywis-

tych x, y zachodza֒ naste֒puja֒ce wzory:

a−x = 1
ax , ax−y = ax

ay ,
(
ax
)y

= axy , (ab)x = axbx ,
(

a
b

)x
= ax

bx .

Dowód. a−x · ax = a0 = 1 , wie֒c pierwszy zosta l udowodniony.

ax−y · ay = ax , co dowodzi drugi z kolei. Jeśli x ∈ R , to ax > 0 .

Ustalmy x . Niech g(y) =
(
ax
)y

i h(y) = axy . Zachodza֒ równości

g(1) =
(
ax
)1

= ax = ax·1 = h(1) . Mamy też

g(y + z) =
(
ax
)y+z

=
(
ax
)y ·

(
ax
)z

= g(y)g(z) oraz

h(y + z) =ax(y+z) = axy+xz = axyaxz = h(y)h(z) .

Funkcja g jest cia֒g la jako wyk ladnicza o podstawie ax , a funkcja

h jako z lożenie funkcji linowej i wyk ladniczej. Z twierdzenia o

jednoznaczności funkcji wyk ladniczej wynika, że dla każdej liczby

y zachodzi równość g(y) = h(y), czyli
(
ax
)y

= axy . W taki sam

sposób można udowodnić równość (ab)x = axbx . Z niej wynika,

że
(

a
b

)x
= ax

bx .

Twierdzenie 18.13

Jeśli a > 1 , to lim
x→−∞

ax = 0 i lim
x→∞

ax = ∞ .

Jeśli a < 1 , to lim
x→−∞

ax = ∞ i lim
x→∞

ax = 0 .
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Dowód. Funkcja ax jest monotoniczna, wie֒c wszystkie granice

istnieja֒. Jeśli a > 1 , to lim
n→∞

an = ∞ , zatem lim
x→∞

ax = ∞ .

W pozosta lych trzech przypadkach poste֒pujemy podobnie.

Twierdzenie 18.14 (o wypuk lości funkcji wyk ladniczej)

Funkcja wyk ladnicza ax jest wypuk la, jeśli 0 < a 6= 1 , to jest

ścísle wypuk la.

Dowód. Jeśli x 6= y i 0 < a 6= 1 , to 0 <
(
ax/2 − ay/2

)2
=

=ax + ay − 2a(x+y)/2 , zatem a(x+y)/2 < 1
2

(
ax + ay

)
, co w świetle

twierdzenia o wypuk lości funkcji cia֒g lej kończy dowód ścis lej wy-

puk lości, gdy 1 6= a > 0 .

a = 1

a > 10 < a < 1

Wykresy funkcji y = ax

(0, 1)

Twierdzenie 18.15 (o obrazie funkcji wyk ladniczej)

Jeśli 0 < a 6= 1 , to dla każdej liczby dodatniej y istnieje dok ladnie

jedna taka liczba rzeczywista x , że y = ax .

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że a > 1 . Mamy wte-

dy lim
x→∞

ax = ∞ i lim
x→−∞

ax = 0 , wie֒c istnieja֒ takie liczby x′

i x′′ , że ax′

< y < ax′′

. Funkcja wyk ladnicza jest cia֒g la, wie֒c

ma w lasność przyjmowania wartości pośrednich (Darboux), zatem

istnieje taka liczba x ∈ (x′, x′′) , że y = ax . Ze ścis lej monoto-

niczności funkcji wyk ladniczej wnioskujemy, że taka liczba x jest

co najwyżej jedna.
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Twierdzenie, które w laśnie udowodnilísmy można wypowie-

dzieć w naste֒puja֒cy sposób: obrazem funkcji wyk ladniczej o pod-

stawie a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) jest pó lprosta (0,∞) .

Definicja 18.16 (logarytmu)

Niech 0 < a 6= 1 . Logarytmem liczby y > 0 przy podstawie a

nazywamy taka֒ liczbe֒ x ∈ R taka֒, że y = ax . Piszemy wtedy

x = loga y . Funkcje֒, która liczbie y przypisuje jej logarytm przy

podstawie a nazywamy logarytmiczna֒.

Możemy wie֒c napisać równość aloga x = x . Funkcja logaryt-

miczna o podstawie a jest funkcja֒ odwrotna do funkcji wyk lad-

niczej o tej samej podstawie. Z definicji logarytmu, z w lasności

pote֒g i twierdzenia o cia֒g lości funkcji odwrotnej wynika

Twierdzenie 18.17 (o w lasnościach logarytmu)

Niech a, b > 0 i a 6= 1 6= b . Wtedy

18.17.1 loga 1 = 0 ;

18.17.2 loga(xy) = loga x + loga y dla dowolnych x, y > 0 ;

18.17.3 loga
x
y = loga x − loga y dla dowolnych x, y > 0 ;

18.17.4 loga

(
xy
)

= y loga x dla dowolnego x > 0 i y ∈ R ;

18.17.5 loga
1
x = − loga x dla dowolnego x > 0 ;

18.17.6 loga x =
logb x
logb a dla dowolnego x > 0 ;

18.17.7 funkcja logarytmiczna jest cia֒g la na (0,∞) ;

18.17.8 jeśli a > 1 , to funkcja wyk ladnicza loga x jest ścísle

rosna֒ca, a jeśli 0 < a < 1 — ścísle maleja֒ca.

Twierdzenie 18.18 (o wypuk lości logarytmu)

Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja loga jest ścísle wypuk la, jeśli a > 1 ,

to funkcja loga jest ścísle wkle֒s la.

Dowód. Niech x 6=y be֒da֒ dowolnymi liczbami dodatnimi i niech

0 < p < 1 . Ze ścis lej wypuk lości funkcji ax wynika, że

ap loga x+(1−p) loga y < paloga x + (1 − p)aloga y = px + (1 − p)y .
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Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja loga jest ścísle maleja֒ca, wie֒c

p loga x + (1 − p) loga y > loga(px + (1 − p)y) ,

a jeśli a > 1 , to funkcja loga jest ścísle rosna֒ca, wie֒c

p loga x + (1 − p) loga y < loga(px + (1 − p)y) .

Dowód zosta l zakończony.

W twierdzeniu 18.13 podane sa֒ granice funkcji wyk ladniczej

w ±∞ . Z tego twierdzenia wynika od razu

Twierdzenie 18.19

Jeśli a > 1 , to lim
x→∞

loga x = ∞ i lim
x→0

loga x = −∞ .

Jeśli 0 < a < 1 , to lim
x→∞

loga x = −∞ i lim
x→0

loga x = ∞ .

a > 1

0 < a < 1

Wykresy funkcji y = loga x

(1, 0)

Uwaga 18.20 (po co nam logarytmy)

Logarytmami zacze֒to zajmować sie֒ na pocza֒tku XVII wieku. Ce-

lem by lo uproszczenie skomplikowanych obliczeń pojawiaja֒cych

sie֒ w różnych sytuacjach, g lównie w astronomii. Nie by lo wte-

dy komputerów, kalkulatorów — obliczano wszystko ,,re֒cznie”.

Opublikowanie tablic przez Johna Napiera w 1614 r logarytmicz-

nych, a naste֒pnie w 1624 r tablic logarytmów dziesie֒tnych (czyli

o podstawie 10 ) przez Henry Briggsa uprości lo obliczenia: można

by lo zasta֒pić mnożenie dodawaniem, pierwiastkowanie — dzie-

leniem logarytmu przez stopień pierwiastka itd. Chca֒c znaleźć

iloczyn xy można by lo znaleźć w tablicach logarytmów liczby
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loga x i loga y , naste֒pnie dodać je, bo loga(xy) = loga x + loga y ,

odszukać w tablicach liczbe֒ loga(xy) , by odczytać czemu jest rów-

ny iloczyn. Podobnie można pote֒gować, pierwiastkować, dzielić.

Dzís rachunki przeprowadzaja֒ za nas urza֒dzenia elektronicz-

ne i ma lo kogo obchodzi, jak one to robia֒. Tym nie mniej jest

drugi bardzo istotny powód używania logarytmów. W sytuacjach,

w których mamy do czynienia z liczbami bardzo różnej wielkości

warto te liczby zlogarytmować. Podstawowe przyk lady to skala

trze֒sień ziemi, jasności gwiazd, wyste֒puja֒cy w chemii czynnik

pH i wiele innych. Jeśli pojawiaja֒ sie֒ czasem liczby wielkości

10−7 a czasem liczby rze֒du 107 , to jest k lopot z kontrola֒ ich

wielkości, z rysowaniem wykresów itp. Po zlogarytmowaniu (przy

podstawie 10) mamy do czynienia z liczbami od −7 do 7 , które

znacznie  latwiej można kontrolować. Nie wydaje sie֒, by w daja֒cej

sie֒ przewidzieć przysz lości zrezygnowano z logarytmów.

Bardzo ważna֒ role֒ w matematyce pe lni funkcja wyk ladnicza

o podstawie e i wraz z nia֒ logarytmy o tej samej podstawie.

Zwane sa֒ one naturalnymi. W istocie rzeczy one pojawi ly sie֒ przed

dziesie֒tnymi.

Definicja 18.21 (logarytmu naturalnego)

Logarytmem naturalnym liczby x > 0 nazywamy liczbe֒ loge x ,

która֒ oznaczamy symbolem ln x .

Ponieważ e ≈ 2,718281828 > 1 , wie֒c funkcja ln jest ścísle

rosna֒ca i ścísle wkle֒s la.

Zajmiemy sie֒ dalszymi w lasnościami funkcji wyk ladniczych

i logarytmicznych.

Twierdzenie 18.22

Dla każdej liczby dodatniej a istnieje granica lim
h→0

ah−1
h .

Dowód. Istnienie skończonych granic jednostronnych wynika

z wypuk lości funkcji wyk ladniczej, co udowodnilísmy w poprzed-
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nim rozdziale (zob. twierdzenie 17.54). Wystarczy wykazać ich

równość. Mamy lim
h→0

ah = 1 i ah−1
h = ah 1−a−h

h = ah a−h−1
−h .

Z tych równości wynika od razu, że lim
h→0−

ah−1
h

= 1 · lim
h→0+

ah−1
h

, co

kończy dowód twierdzenia.

Przyk lad 18.5 lim
x→0

ex−1
x = 1 . Wiemy już (przyk lad 18.4),

jeśli x < 1 , to 1 + x 6 ex 6
1

1+(−x) = 1
1−x = 1 + x + x2

1−x , a sta֒d

wnioskujemy, że 0 6
ex−(1+x)

|x| 6
|x|

1−x −−−→
x→0

0 . Sta֒d wynika, że

lim
x→0

ex−(1+x)
x = 0 , bo ex−(1+x)

x = ex−(1+x)
|x|

|x|
x a funkcja |x|

x jest

ograniczona.

Przyk lad 18.6 lim
x→0

ax−1
x

= ln a . Dla a = 1 obie strony rów-

ności sa֒ równe 0 . Za lóżmy, że 0 < a 6= 1 . Wobec tego zachodzi

równość ax−1
x = ex ln a−1

x = ex ln a−1
x ln a · ln a . Z tej równości i tego, co

wykazalísmy w poprzednim przyk ladzie wynika dowodzony wzór.

Dodatkowo lim
h→0

ax+h−ax

h = ax lim
h→0

ah−1
h = ax ln a .

Uwaga 18.23

Czytelnik zechce wykazać, że jeśli dla każdej liczby rzeczywistej x

zachodzi nierówność ax > 1 + x , to a = e .

Przyk lad 18.7 Jeśli x > −1 , to x > ln(1 + x) przy czym

równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 . Te֒ nierówność

otrzymujemy logarytmuja֒c znana֒ już nierówność ex > 1 + x .

Przyk lad 18.8 Jeśli x > −1 , to ln(1 + x) >
x

1+x .

Mamy −x
1+x

= −1 + 1
1+x

> −1 , zatem −x
1+x

> ln
(
1 + −x

1+x

)
=

= ln 1
1+x = − ln(1 + x) , czyli ln(1 + x) >

x
1+x .

Przyk lad 18.9 Wykażemy, że lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 .

Wynika to z nierówności x > ln(1+x) >
x

1+x
= x+ −x2

1+x
, bo z niej

wynika, że 0 6 x − ln(1 + x) 6
x2

1+x .
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Uwaga 18.24

Funkcje wyk ladnicze s luża֒ do opisywania wielu zjawisk. Roz-

ważymy dwa przyk lady: zmiana d lugości metalowego pre֒ta pod

wp lywem zmiany jego temperatury i ubytek masy pierwiastka pro-

mieniotwórczego z up lywem czasu. Jak wiadomo ,, przyrost ∆ℓ

d lugości metalowego pre֒ta odpowiadaja֒cy przyrostowi ∆t jego

temperatury jest proporcjonalny do jego d lugości ℓ ”. Podobnie

ubytek ∆m masy pierwiastka promieniotwórczego w czasie ∆t jest

proporcjonalny do masy m .

Oznaczmy przez ℓ(t) d lugość pre֒ta w temperaturze t . Wtedy

∆ℓ = ℓ(t + ∆t)− ℓ(t) . Jeśli wspó lczynnik proporcjonalności ozna-

czymy przez k , to ∆ℓ = kℓ(t) . Oczywíscie różnym przyrostom

temperatury odpowiadaja֒ różne wartości wspó lczynnika k , wie֒c

należy myśleć o k jak o funkcji zmiennej ∆t . Ta funkcja oczywís-

cie jest rosna֒ca — wie֒kszy przyrost temperatury powoduje wie֒ksze

wyd lużenie pre֒ta. Jeśli h jest liczba֒ rzeczywista֒, to

ℓ(t + h) = ℓ(t) + k(h) · ℓ(t) =
(
1 + k(h)

)
ℓ(t) .

Dla dowolnych liczb h1, h2 mamy wie֒c
(
1 + k(h1 + h2)

)
ℓ(t) =

=ℓ(t+h1 +h2) =
(
1+k(h2)

)
ℓ(t+h1) =

(
1+k(h2)

)(
1+k(h1)

)
ℓ(t).

Niech f(h) = 1 + k(h). Z otrzymanej równości wnioskujemy, że

f(h1 +h2) = f(h2)f(h1) , wie֒c funkcja f jest funkcja֒ wyk ladnicza֒

(jest rosna֒ca!). Istnieje wie֒c taka liczba a > 1 , że dla dowolnego

h zachodzi równość f(h) = ah . 18.3 Niech λ = ln a . Możemy

napisać f(h) = eλh . Wtedy ℓ(t + h) = eλhℓ(t) . Liczba λ nazy-

wana jest wspó lczynnikiem rozszerzalności cieplnej metalu. Dla

żelaza mamy λ ≈ 1,2 · 10−5 1
1◦C .

18.3
W istocie rzeczy funkcja k , wie֒c również funkcja f , jest określona je-

dynie w pewnym otoczeniu 0, bo w wysokich i w niskich temperaturach
prawo fizyczne, do którego odwo lalísmy sie֒ już nie dzia la, np. w wysok-

iej temperaturze metal staje sie֒ p lynny. Jednak można twierdzenie charak-

teryzuja֒ce funkcje֒ wyk ladnicza֒ udowodnić w przypadku funkcji określonych

na przedziale postaci (−δ,δ), wtedy równanie f(x+y)=f(x)f(y) ma być
spe lnione, jeśli x,y∈(−δ,δ) i x+y∈(−δ,δ) .
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Jeśli 0 < λh < 1 , to 0 < eλh − (1 + λh) < (λh)2

1−λh . Wzór

x2

1−x definiuje funkcje֒ ścísle rosna֒ca֒ na przedziale [0, 1) , bo licznik

rośnie a mianownik maleje. Przyjmijmy, że różnica֒ temperatur

mie֒dzy zima֒ i latem wynosi nie wie֒cej niż 50◦ C, a d lugość szyny

kolejowej jest równa zima֒ 20 m. Wtedy (h = 50 , ℓ(t) = 20 )

(1 + λh)ℓ(t) = (1 + 1,2 · 10−5 · 50) · 20m = 20m + 1,2 · 10−2m ,

zatem w przybliżeniu d lugość szyny latem jest wie֒ksza o 12 mm

niż zima֒. B la֒d, który pope lnilísmy jest mniejszy niż

20 · (6·10−4)2

1−6·10−4 < 20 · (6 · 10−4)2 · (1 + 7 · 10−4) =

= 7, 2 · 10−6 + 5,04 · 10−9 < 7,3 · 10−6 < 10−5 .

To w metrach, wie֒c ten b la֒d jest mniejszy niż 0, 01 mm. Taki

b la֒d żadnego praktycznego znaczenia w tym przypadku nie ma,

bo z taka֒ dok ladnościa֒ szyny nie sa֒ mierzone! Dlatego zamiast

funkcji wyk ladniczej stosowana jest w takich sytuacjach liniowa,

która֒ przybliżamy w laściwa֒ funkcje֒.

Zupe lnie inaczej jest w przypadku rozpadu promieniotwórcze-

go, chociaż wzór, który otrzymujemy, wygla֒da prawie tak samo:

m(t + h) = eλhm(t) . Tym razem λ < 0 , ale to nie jest g lówna

różnica. Ważne jest to, że cze֒sto interesuje nas tzw. okres po lo-

wicznego rozpadu, czyli takie h > 0 , że eλh = m(t+h)
m(t) = 1

2 , czyli

λh = − ln 2 ≈ −0,6931 . W tym wypadku otrzymujemy

eλh − (1 + λh) = 1
2 − (1 − 0,693) = 0,193 ,

a to oznacza, że wzoru przybliżonego stosować w tej sytuacji nie

można. Obliczenia, w których λh ≈ − ln 2 sa֒ cze֒sto wykony-

wane. Przy ustalaniu wieku zabytków zawieraja֒cych substancje

organiczne mierzona jest zawartość radioaktywnego we֒gla 14C ,

tzw. radiowe֒gla. Czas obliczany jest z wzoru m(t + h) = eλhm(t)

— znamy wspó lczynnik λ , czas t + h , w którym dokonujemy

pomiaru, mase֒ radiowe֒gla m(t + h) w chwili dokonywania po-

miaru, m(t) — mase֒ radiowe֒gla w żywej substancji organicznej
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(w żywych organizmach stosunek masy radiowe֒gla do masy we֒gla

jest sta ly, a po śmierci maleje, bo nowy we֒giel radioaktywny już nie

jest dostarczany i jego zawartość zmniejsza sie֒ dwukrotnie w cia֒gu

oko lo 5730 lat, tzn. λ ≈ −0,6931
5730

≈ 1,2096 · 10−4 ).

Definicja 18.25 (funkcji pote֒gowej)

Niech a be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Funkcje֒ postaci xa

nazywamy funkcja֒ pote֒gowa֒. Gdy a > 0 jej dziedzina֒ jest pó l-

prosta domknie֒ta [0,∞) , gdy a 6 0 — pó lprosta (0,∞) .

Czasem można przyja֒ć, że dziedzina jest wie֒ksza, np. można

uważać, że dziedzina֒ funkcji x−3/5 = 1
5√

x3
jest zbiór liczb różnych

od zera (można dopuścić ujemne argumenty). Trzeba jednak wte-

dy wszystko dok ladnie kontrolować, bo ujemna podstawa pote֒gi

może powodować niewykonalność niektórych operacji.

Twierdzenie 18.26 (o w lasnościach funkcji pote֒gowej)

Funkcja pote֒gowa xa jest cia֒g la w ca lej swej dziedzinie;

jeśli a > 0 , to jest ona ścísle rosna֒ca na pó lprostej (0,∞) ,

jeśli a = 0 — sta la a jeśli a < 0 — maleja֒ca.

Dowód. Mamy xa = ea ln x , czyli funkcja pote֒gowa jest z lo-

żeniem funkcji a ln x i funkcji ścísle rosna֒cej ez argumentu z .

Z punktu widzenia monotoniczności nie różni sie֒ od znanej nam

już funkcji a ln x .

Twierdzenie 18.27

Jeśli a < 0 , to lim
x→∞

xa = 0 i lim
x→0

xa = ∞ ;

jeśli a = 0 , to xa = x0 = 1 dla każdego x > 0 ;

jeśli a > 0 , to lim
x→∞

xa = ∞ i lim
x→0

xa = 0 .

Dowód. Wynika to natychmiast z w lasności logarytmu natural-

nego i funkcji wyk ladniczej.
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a
>

1

a
<

0

0 < a < 1

a = 0

a
=

1

Wykresy funkcji y = xa1

1

Zajmiemy sie֒ wypuk lościa֒ funkcji pote֒gowej.

Lemat 18.28

Dla każdej liczby naturalnej n i dowolnych liczb dodatnich a 6= b

zachodzi nierówność n

√
an+bn

2
< n+1

√
an+1+bn+1

2
.

Dowód. Nierówność, która zamierzamy udowodnić jest równo-

ważna naste֒puja֒cej:
(
an + bn

)n+1
< 2

(
an+1 + bn+1

)n
. Udowod-

nimy ja֒ indukcyjnie. Dla n = 1 mamy (a+b)2 < 2(a2 +b2) , czyli

2ab < a2 + b2 tzn. 0 < (a − b)2 , co jest prawda֒, bo a 6= b .

Za lóżmy naste֒pnie że dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi

nierówność
(
an + bn

)n+1
< 2
(
an+1 + bn+1

)n
.

Mnoża֒c nierówność 2ab < a2 + b2 przez anbn > 0 otrzymu-

jemy 2an+1bn+1 < anbn+2 + an+2bn , sta֒d mamy

a2n+2 + 2an+1bn+1 + b2n+2 < a2n+2 + anbn+2 + an+2bn + b2n+2 ,

wie֒c
(
an+1 + bn+1

)2
<
(
an+2 + bn+2

)(
an + bn

)
. Sta֒d otrzymu-

jemy
(
an+1 + bn+1

)2n+2
<
(
an+2 + bn+2

)n+1(
an + bn

)n+1
, wie֒c

(an+1 + bn+1)n+2

(an + bn)n+1
<

(an+2 + bn+2)n+1

(an+1 + bn+1
)n . Ostatnio otrzymana֒ nie-

równość mnożymy przez te֒ z za lożenia indukcyjnego i otrzymu-

jemy
(
an+1 + bn+1

)n+2
< 2

(
an+2 + bn+2

)n+1
, czyli teze֒ induk-

cyjna֒. Dowód zosta l zakończony.

Z udowodnionego lematu wynika
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Wniosek 18.29

Jeśli m < n , a 6= b i a, b > 0 , to m

√
am+bm

2 < n

√
an+bn

2 .

Podstawiaja֒c w tym wniosku a = n
√

x i b = n
√

y i podnosza֒c

nierówność obustronnie do pote֒gi m otrzymujemy nierówność

1
2

(
xm/n + ym/n

)
<
(

x+y
2

)m/n
.

Przyjmuja֒c x = un/m , y = vn/m otrzymujemy

1
2

(
u + v

)
<
(

un/m+vn/m

2

)m/n
,

co można przepisać w postaci
(

u+v
2

)n/m
< 1

2

(
un/m +vn/m

)
. Sta֒d

wynika naste֒puja֒cy

Wniosek 18.30 Jeśli 0 < r < 1 < s , r, s ∈ Q , to funkcja xr

jest ścísle wkle֒s la, a funkcja xs — ścísle wypuk la.

Lemat 18.31 (o pochodnej funkcji pote֒gowej)

lim
h→0

(t+h)a−ta

h = ata−1 dla każdego t > 0 i każdego a ∈ R .

Dowód. Dla a = 0 teza jest oczywista. Dalej a 6= 0 . Wtedy

lim
h→0

(t+h)a−ta

h = lim
h→0

ea ln(t+h)−ea ln t

a ln(t+h)−a ln t · lim
h→0

a ln(t+h)−a ln t
h =

= ea ln t · a · lim
h→0

ln(1+ h
t )

h
t

· 1
t = ta · a · 1 · 1

t = ata−1 — wynika to

z twierdzeń z przyk ladów 18.5, 18.6 i 18.9.

Twierdzenie 18.32 (o wypuk lości funkcji pote֒gowej)

Jeśli a > 1 , to funkcja xa jest ścísle wypuk la.

Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja xa jest ścísle wkle֒s la.

Jeśli a < 0 , to funkcja xa jest ścísle wypuk la.

Dowód. Niech 0 < x < y . Jeśli a > 1 , to istnieje cia֒g (sn)

liczb wymiernych, wie֒kszych od 1 zbieżny do a . Z wniosku

poprzedzaja֒cego to twierdzenie wynika, że dla każdego sn za-

chodzi nierówność
(

x+y
2

)sn
< 1

2

(
xsn + ysn

)
. Z cia֒g lości funkcji

wyk ladniczej wynika, że spe lniona jest nierówność
(

x+y
2

)a
= lim

n→∞

(
x+y

2

)sn
6 lim

n→∞
1
2

(
xsn + ysn

)
6

1
2

(
xa + ya

)
.

Z niej i z twierdzenia o wypuk lości funkcji cia֒g lej wynika, że funk-
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cja xa jest wypuk la.

Za lóżmy, że nie jest ścísle wypuk la. Istnieja֒ wtedy takie liczby

0 < x < y , że
(

x+y
2

)a
= 1

2

(
xa + ya

)
.

Wynika z tej równości, że ya −
(

x+y
2

)a
=
(

x+y
2

)a − xa =

=1
2

(
ya − xa

)
. Ponieważ funkcja xa jest wypuk la, wie֒c funkcja

Q(t) := ta−xa

t−x zmiennej t jest niemaleja֒ca (twierdzenie 17.53 z po-

przedniego rozdzia lu). Z za lożenia o punktach x, y wynika, że

Q
(

x+y
2

)
=

(x+y
2 )a − xa

y−x
2

=
ya − xa

y − x
= Q(y) . Sta֒d wynika, że

funkcja Q jest sta la na przedziale
[

x+y
2 , y

]
, jej jedyna֒ wartościa֒

na tym przedziale jest liczba A := ya−xa

y−x . Wynika sta֒d, że jeśli

t ∈
[

x+y
2 , y

]
, to ta−xa

t−x = A , wie֒c ta = A(t − x) + xa . Wobec

tego ata−1 = lim
h→0

(t+h)a−ta

h = lim
h→0

A(t+h−x)+xa−A(t−x)−xa

h = A

dla każdego t ∈
(

x+y
2 , y) , co jest niemożliwe, bo funkcja ata−1

jest ścísle rosna֒ca, zatem nie jest sta la na żadnym przedziale.

Podobnie dowodzimy, że funkcja xa jest wkle֒s la, gdy w przy-

padku a ∈ (0, 1) . Jeśli a < 0 , to funkcja xa = ea ln x jest z loże-

niem funkcji ścísle wypuk lej a ln x i ścísle rosna֒cej funkcji ścísle

wypuk lej ey , wie֒c jest ścísle wypuk la.

Podany tu dowód twierdzenia jest zaskakuja֒co d lugi. Później

be֒dziemy w stanie podać znacznie krótszy (w dwóch wierszach),

ale na razie brakuje dobrych narze֒dzi do zrealizowania tego celu.

Przyk lad 18.10 Uogólnimy nierówność Bernoulliego, miano-

wicie udowodnimy, że jeśli x > −1 i x 6= 0 oraz

jeśli a < 0 lub a > 1 , to (1 + x)a > 1 + ax ;

jeśli 0 < a < 1 , to (1 + x)a < 1 + ax .

Dowód. Mamy lim
x→0

(1+x)a−1
x = lim

x→0

ea ln(1+x)−1
a ln(1+x) · ln(1+x)

x · a = a ,

bo, jak udowodnilísmy wcześniej, lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 i lim

x→0

ex−1
x = 1 .

Jeśli a < 0 lub a > 1 , to funkcja (1 + x)a jest ścísle wypuk la
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na pó lprostej (−1,∞) , wie֒c funkcja (1+x)a−1
x jest ścísle rosna֒ca

na zbiorze (−1, 0) ∪ (0,∞) . Wynika sta֒d, że jeśli x ∈ (−1, 0) ,

to zachodzi nierówność (1+x)a−1
x < lim

x→0−

(1+x)a−1
x = a , zaś jeśli

x > 0 , to — nierówność (1+x)a−1
x

> lim
x→0+

(1+x)a−1
x

= a .

W przypadku 0 < a < 1 rozumujemy tak samo korzystaja֒c

ze ścis lej wkle֒s lości funkcji xa .

Przyk lad 18.11 Dla dowolnych liczb a1, a2, . . . , an > 0 za-

chodzi nierówność n
√

a1 · a2 · . . . · an 6
1
n(a1 + a2 + · · · + an) .

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an .

Możemy za lożyć, że liczby a1 , a2 , . . . , an sa֒ dodatnie. bo

jeśli jedna z nich jest równa 0 , to lewa strona nierówności też jest

zerem, wie֒c nierówność jest spe lniona. Dowodzona nierówność

równoważna jest nierówności

ln 1
n (a1 + a2 + · · · + an) >

1
n (ln a1 + ln a2 + · · · + ln an) ,

a to jest nierówność Jensena dla funkcji ścísle wkle֒s lej ln ze

wszystkimi wagami równymi 1
n .

Przyk lad 18.12 Z wypuk lości funkcji pote֒gowej xa dla a > 1

i z nierówności Jensena wynika, że

(p1x1 + p2x2 + · · · + pnxn)a 6 p1x
a
1 + p2x

a
2 + · · · + pnxa

n ,

dla dowolnych nieujemnych liczb x1, x2, . . . , xn i p1, p2, . . . , pn ,

jeśli p1 + p2 + · · · + pn = 1 .

Niech 0 < c < d i niech a1 , a2 , . . . , an be֒da֒ liczbami

dodatnimi. Przyjmujemy xj = ac
j dla j = 1, 2, . . . , n i a = d

c
.

Otrzymujemy

(p1a
c
1 + p2a

c
2 + · · · + pnac

n)d/c 6 p1a
d
1 + p2a

d
2 + · · · + pnad

n ,

co można zapisać jako

(p1a
c
1 + p2a

c
2 + · · · + pnac

n)1/c 6 (p1a
d
1 + p2a

d
2 + · · · + pnad

n)1/d .

W szczególności, gdy p1 = p2 = . . . = pn = 1
n , otrzymujemy:

(
ac
1+ac

2+···+ac
n

n

)1/c

6

(
ad
1+ad

2+···+ad
n

n

)1/d

.
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Przyk lad 18.13 (Nierówność Höldera)

Dla dowolnych liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn i do-

wolnych takich liczb p, q > 0 , że 1
p + 1

q = 1 zachodzi nierówność:

a1b1 + a2b2 + · · · + anbn ≤
6 (ap

1 + ap
2 + · · · + ap

n)
1/p

(bq
1 + bq

2 + · · · + bq
n)

1/q
.

Dowód. Z równości 1
p

+ 1
q

= 1 wynika, że p > 1 , q > 1 oraz

1
q = 1 − 1

p = p−1
p . Ponieważ p > 1 , wie֒c funkcja xp jest ścísle

wypuk la, jak to wykazalísmy wcześniej. Możemy zastosować do

niej nierówność Jensena. Bez straty ogólności można za lożyć, że

wszystkie liczby b1 , b2 ,. . . , bn sa֒ dodatnie, gdyby dla pewnego j

by lo bj = 0 wykazalibyśmy nierówność dla liczb a1 , . . . , aj−1 ,

aj+1 , . . . , an , b1 , . . . , bj−1 , bj+1 , . . . , bn , a wie֒c z ta֒ sama֒

lewa֒ strona֒ a prawa֒ być może mniejsza֒ (gdy aj > 0 ) niż do-

celowa. Przyjmijmy pj =
b

p/(p−1)
j∑
b

p/(p−1)
i

. Mamy wtedy

(
n∑

j=1

ajbj

)p

(
n∑

j=1

bq
j

)p/q =









n∑

j=1

aj

b
1/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i









p

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i ≤

6

n∑

j=1

ap
j

b
p/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i =

n∑

j=1

ap
j ,

a ta nierówność jest równoważna dowodzonej.

Dla p = q = 2 otrzymujemy nierówność Schwarza, tzn. stwierdze-

nie, że iloczyn skalarny wektorów (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn)

jest nie wie֒kszy niż iloczyn ich d lugości.

Zadania

Poniżej symbol log oznacza log10 , czyli logarytm dziesie֒tny.

1. Znaleźć przybliżenie log 4 , log 5 , log 6 , log 8 , log 9 , log 15
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wiedza֒c, że: log 2≈0,30103 , log 3≈0,47712 , log 7≈0,84509 .

2. Uprościć

a. 7log49 5−1 ; b. 125log25 16 ;

c. log5 7 · log49 5 ; d. log16 7 · log7 32 .

3. Znaleźć log54 168 , jeśli a = log7 12 i b = log12 24 .

4. Znaleźć log30 8 , jeśli a = log30 3 i b = log30 5 .

5. Znaleźć log9 20 , jeśli a = log10 2 i b = log10 3 .

6. Wykazać bez tablic i urza֒dzeń elektronicznych, że

a. 1
3 > log10 2 > 0,3 ;

b. 0,4 + log10 6 > log10 15 > 1,2 log10 12 − log10
5
√

4 .

7. Rozwia֒zać równanie

a. log4(x + 2) logx 2 = 1 ; b. x
log x+7

4 = 10log x+1 ;

c. log2(9x−1 + 7) = 2 + log2(3x−1 + 1) ;

d. log(x3 + 8) − log(x + 2) = 1 ; e. logx 7 + logx2 7 = 6;

f. log(5 − x) + 2 log
√

3 − x = 0 ; g. 100xlog x = x3 ;

h. log(152 + x3) − 3 log(x + 2)=0 ; i. x1/ log x = 10x4

;

j.
(√

2−
√

3
)x

+
(√

2+
√

3
)x

= 4; k. 9x + 4x = 2 · 6x ;

l. xlog x = 100
x  l. xlog x = 10;

m. log4(x + 12) logx 2 = 1

n.
(√√

x2 − 8x + 9 +
√

x2 − 8x + 7
)x

+

+
(√√

x2 − 8x + 9 −
√

x2 − 8x + 7
)x

= 21+0,25x ;

o. log(x2)
(log x)2 + log(x3)

(log x)3 + log(x4)
(log x)4 + · · · = 8 ;

p. xlog2 x+log(x3)+3 =
2

1√
1+x−1

− 1√
1+x+1

.

8. Rozwia֒zać równanie 1 + logb(2 log10 a − x) · logx b = 2
logb x

,

jeśli a > 0 i 0 < b 6= 1 sa֒ danymi liczbami rzeczywistymi.

9. Rozwia֒zać równanie 1+logx
4−x
10 =

(
log10(log10 a)−1

)
logx 10

zak ladaja֒c, że a > 0 jest dana֒ liczba֒ rzeczywista֒.
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10. Ile rozwia֒zań ma równanie 2x = x + 3 . Znaleźć jego pier-

wiastki z dok ladnościa֒ do 0,01 .

11. Rozwia֒zać uk lad równań

a.

{

xx+y = y12,
yx+y = x3;

c.

{
xy+1 = 27,
x2y−5 = 1

3 ;

e.

{

logy x + logx y = 26
5 ,

xy = 64.

g.







log2 x + log4 y + log4 z = 2,
log3 y + log9 z + log9 x = 2,
log4 z + log16 x + log16 y = 2;

i.

{
logx 10 + logy 10 = 5,

log10 x + log10 y = 5
4 ;

b.

{
8x = 10y,
2x = 5y;

d.

{
xy = 40,
xlog y = 4;

f.

{
2x · 3y = 648,
3x · 2y = 432;

h.

{
yx = xy,
y3 = x2;

j.

{
3x − 2y = 77,
3

x
2 − 2

y
2 = 7;

k.







xx−y = 2y − 2 ,
√

x2 + 5x + 2y − 3 +
√

x2 + x + y + 2 =

=
√

x2 + 4x + 3y − 2 +
√

x2 + 2y + 3 .

12. Rozwia֒zać nierówność loga x > 6 logx a − 1 , jeśli 0 < a < 1 .

13. Rozwia֒zać nierówność logx+p 2 < logx 4 , jeśli 0 < p < 1
4 .

14. Rozwia֒zać nierówność loga(35−x3)
loga(5−x) > 3 , jeśli a > 1 .

15. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

aabbcc >
(

a+b+c
3

)a+b+c
.

16. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

aabbcc <
(

a2+b2+c2

a+b+c

)a+b+c
.

17. Dowieść, że jeśli a > 0 , b > 0 , c > 0 i a 6= b 6= c 6= a , to

(b + c)a(c + a)b(a + b)c <
(

2
3 (a + b + c)

)a+b+c
.

18. Dowieść, że jeśli 1 6= a > 0 , 1 6= b > 0 , 1 6= c > 0 , 1 6= x > 0

i abc 6= 1 , to

loga x logb x + logb x logc x + logc x loga x = loga x logb x logc x
logabc x .

19. Dowieść, że jeśli a1 , a2 , . . . , an sa֒ liczbami dodatnimi

i żadna z nich nie jest równa 1 , to

(loga1
a2)(loga2

a3)(loga3
a4) · . . . · (logan−1

an)(logan
a) = 1 .
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20. Niech sinh(x) = 1
2 (ex − e−x) , cosh(x) = 1

2 (ex + e−x) . 18.4

Udowodnić, że dla dowolnych x, y ∈ R zachodza֒ równości:

(a) sinh(x + y) = sinh(x) · cosh(y) + sinh(y) · cosh(x) ,

(b) cosh(x + y) = cosh(x) · cosh(y) + sinh(y) · sinh(x) ,

(c) cosh2(x) − sinh2(y) = 1 ,

(d) lim
x→0

sinh(x)
x = 1 .

21. Rozstrzygna֒ć, czy istnieje inna para funkcji spe lniaja֒cych wa-

runki (a), (b), (c) i (d) z poprzedniego zadania.

22. W czterocyfrowych tablicach logarytmów dziesie֒tnych znaleźć

liczbe֒ log 2 z dok ladnościa֒ do pie֒ciu miejsc po przecinku.

23. Dowieść, że istnieja֒ takie liczby niewymierne a, b , że liczba

ab jest wymierna.

24! Udowodnić, że log 2 /∈ Q .

25. Niech c1, c2, . . . , cn ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} , c1 6= 0 . Dowieść, że dla

pewnego k ∈ N liczba 2k zaczyna sie֒ od cyfr c1, c2, . . . , cn .

26. Dowieść, że jeśli liczby w1, w2, . . . , wn sa֒ wymierne, liczby

p1, p2, . . . , pn sa֒ pierwsze i parami różne, to z równości

w1 ln p1 + w2 ln p2 + · · · + wn ln pn = 0

wynika równość w1 = w2 = . . . = wn = 0 .

27. Dowieść, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nie-

równość 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n

> ln(n + 1) > 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n

.

28. Dowieść, że istnieje lim
n→∞

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n − ln n
)

. 18.5

29. Dowieść, że szereg
∞∑

n=2

1
n ln n jest rozbieżny.

30. Dowieść, że szereg
∞∑

n=2

1
n ln2 n

jest zbieżny.

31! Dowieść, że lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e i lim

x→∞

(
1 − 1

x

)x
= 1

e .

32! Dowieść, że jeśli a, b ∈ R , a > 1 , to lim
x→∞

x−bax = ∞ .

18.4
Te funkcje nazywane sa֒ sinusem hiperbolicznym i kosinusem hiperbolicznym

18.5
Ta granica nazywana jest sta la֒ Eulera. Nie wiadomo, czy jest wymierna.
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33! Dowieść, że lim
x→∞

ln x
xa = 0 dla każdej liczby a > 0 .

34! Dowieść, że lim
x→0

xa ln x = 0 dla każdej liczby a > 0 .

35! Dowieść, że jeśli 0 < a 6= 1 , to lim
x→0

loga(1+x)
x = loga e .

36. Znaleźć lim
n→∞

n2
((

1 + 1
n

)n
+
(
1 + 1

n

)n+1 − 2e
)

.

37. Znaleźć lim
x→∞

f(x) , jeśli f(x) =

a. (ln x)1/x ; b.
(

3x2−x+1
2x2+x+1

)x3/(1−x)

;

c.
(

x2+5x+6
x2+6x+5

)x

d.
(

x3+11x+20
x3−x2+121

)x+7

;

e.
(

x+13
x−13

)x7−7

; f.
(

x+1
x−3

)x

;

g.
(

x+1
x−3

)x
√

x

h.
(
1 + 1

ln x

)x
.

38. Znaleźć: a. lim
x→1

xx−1
x−1 ; b. lim

x→1

(
1+x
2+x

)(1−√
x)/(1−x)

.

39. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=2

(
ln n

)a
jest zbieżny?

40. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=1 an ln n jest zbieżny?

41. Dla jakich a ∈ R szereg
∑∞

n=1 ane−an2

jest zbieżny?

42. Niech f : N −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ ścísle monotoniczna֒, że

dla dowolnych m,n ∈ N zachodzi wzór f(mn)=f(m)+f(n).

Dowieść, że istnieje taka liczba a > 0 , a 6= 1 , że równość

f(n) = loga n zachodzi dla każdej liczby naturalnej n .

43. Niech a1 = x > 0 i an+1 = xan dla n = 1, 2, . . . . Dla jakich

liczb rzeczywistych x > 0 cia֒g (an) ma granice֒?

44. Czy szereg
∑∞

n=1(−1)⌊ln n⌋ 1
n jest zbieżny?

45. Udowodnić, że jeśli ∀x∈R ax > 1 + x , to a = e .

46. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie, to za-

chodzi nierówność a1

a2
+ a2

a3
+ · · · + an−1

an
+ an

a1
> n .

47. Dowieść, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b i dowolnej

liczby naturalnej n zachodzi nierówność n+1
√

a · bn 6
a+nb
n+1 .

Dla jakich a, b, n zachodzi równość?
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48. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie, to za-

chodzi nierówność (a1+a2+· · ·+an)
(

1
a1

+ 1
a2

+· · ·+ 1
an

)
> n2 .

49. Udowodnić, że jeśli liczby a1, a2, . . . , an sa֒ dodatnie oraz

s = a1 + a2 + · · · + an , to zachodzi nierówność

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) 6 1 + s
1! + s2

2! + · · · + + sn

n! .

50. Dowieść, że jeśli n ∈ N , to
√

2 · 4
√

4 · 8
√

8 · . . . · 2n√
2n 6 n + 1 .

51. Znaleźć minimum funkcji (x−1)5(x+1)(2x+1)2 w przedziale
[
− 1

2 , 1
]

i w przedziale
[
− 1,−1

2

]
. Można skorzystać z nie-

równości mie֒dzy średnia֒ arytmetyczna֒ i geometryczna֒.

52. Wykazać, że ln x < −1 + ln 10 + x
10 dla 0 < x 6= 10 .

53. Wykazać, że ln x < 1
2 (x2 − 1) dla 0 < x 6= 1 .

54. Dowieść, że funkcja x ln x jest ścísle wypuk la na (0,∞) .

55. Wykazać, że jeśli x > 0 , y > 0 i z > 0 , to zachodzi

nierówność x ln x + 2y ln y + 3z ln z + (x + 2y + 3z) ln 6 >

>(x + 2y + 3z) ln(x + 2y + 3z) . Kiedy zachodzi równość?

56. Wykazać, że nierówność
(

x+2y
3

) x+2y
3 < xx+2yy

3 zachodzi dla

dowolnych różnych liczb rzeczywistych dodatnich x , y .

57. Wykazać, że (2 −
√

3)a2+
√

3 + (2 +
√

3)b2−
√

3 > 4 4
√

ab dla

dowolnych a > 0 i b > 0 .

58. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b równanie

ln x = ax+ b ma dok ladnie dwa rozwia֒zania, dok ladnie jedno

rozwia֒zanie lub nie ma rozwia֒zań w ogóle.

59. Dowieść, że 21−p 6 xp + (1 − x)p 6 1 dla dowolnych liczb

p > 1 i x ∈ [0, 1] .

60. Dowieść nierówności Minkowskiego (p > 1 , ai, bi ∈ R ):
(
|a1 + b1|p + |a2 + b2|p + · · · + |an + bn|p

)1/p
6

6
(
|a1|p + |a2|p + · · ·+ |an|p

)1/p
+
(
|b1|p + |b2|p + · · ·+ |bn|p

)1/p
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61. Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb dodatnich. Udowodnić, że

naste֒puja֒ce trzy warunki sa֒ równoważne:

(i) szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny;

(ii) cia֒g (pn) o wyrazie pn = (1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an)

jest zbieżny;

(iii) istnieje taka liczba naturalna k , że cia֒g (qn) o wyrazie

qn = (1−ak)(1−ak+1) · . . . ·(1−an) ma granice֒ dodatnia֒

i skończona֒.

Uwaga. Jeśli an 6= 1 dla każdego n , to można przyja֒ć,

że k = 1 .
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