
CIA֒GI I ICH GRANICE

Definicja 15.1 (cia֒gu)

Cia֒giem nazywamy dowolna֒ funkcje֒ określona֒ na zbiorze z lożo-

nym ze wszystkich tych liczb ca lkowitych, które sa֒ wie֒ksze lub

równe pewnej liczbie ca lkowitej n0 . Wartość tej funkcji punkcie
n nazywamy n -tym wyrazem cia֒gu.

Zwykle oznaczamy wyrazy cia֒gu przez an0
, an0+1 , an0+2 ,

a sam cia֒g symbolem an0
, an0+1, an0+2, . . . albo

(
an

)∞
n=n0

lub

krótko
(
an

)
, jeśli nie ma wa֒tpliwości od jakiego numeru zaczy-

namy, lub gdy jest to nieistotne.

Przyk lad 15.1 Liczby naturalne, wypisane w zwyk lej kolejnoś-
ci, tworza֒ cia֒g: an = n .

Przyk lad 15.2 Pote֒gi dwójki tworza֒ cia֒g. Wystarczy przyja֒ć

an = 2n . Kolejne wyrazy tego cia֒gu wygla֒daja֒ tak:

1, 2, 4, 8, . . . , 2n, . . . .
Można napisać: an = 2n dla n = 0, 1, 2, . . . .

Przyk lad 15.3 Odwrotności kolejnych dodatnich liczb natural-

nych tworza֒ cia֒g: a1 = 1 , a2 = 1
2

, a3 = 1
3

, . . . , ogólnie an = 1
n

dla n = 1, 2, 3 . . .

Przyk lad 15.4 Liczby

a1 = 1 , a2 = 1− 1
2 , a3 = 1− 1

2 + 1
3 , a3 = 1− 1

2 + 1
3 − 1

4 ,. . . tworza֒

cia֒g. Możemy napisać wzór an = 1− 1
2 + 1

3− 1
4 +· · ·+(−1)n−1 1

n , . . .

dla n = 1, 2, 3, . . . .

Przyk lad 15.5 Cia֒g o wyrazach c, c, c . . . nazywamy sta lym.

Przyk lad 15.6 Jeśli np. chcemy zdefiniować pole ko la, to mo-
żemy rozważać np. wieloka֒ty foremne wpisane w to ko lo o coraz

wie֒kszej liczbie boków i mówić, że pole ko la jest liczba֒, która֒

można przybliżać polami tych wieloka֒tów, przy czym przybliże-

nie jest tym dok ladniejsze im wie֒ksza jest liczba boków wieloka֒-

ta. Mamy tu wie֒c do czynienia z cia֒giem pól wieloka֒tów wpisa-

nych w dane ko lo, co oznacza, że liczbom naturalnym pocza֒wszy

od 3 przypisane zosta ly pewne liczby rzeczywiste. Te ostatnie
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nazywamy wyrazami cia֒gu i oznaczamy zwykle symbolem an.

Przyk lad 15.7 Inny przyk lad rozważa l Zenon z Elei, filozof

(490-430 p.n.e). Twierdzi l on mianowicie, że znany w starożytnoś-

ci biegacz Achilles nie jest w stanie dogonić żó lwia. Rozważania te
przedstawimy oczywíscie używaja֒c wspó lczesnego je֒zyka i stosuja֒c

wspó lczesne oznaczenia.

Za lóżmy na przyk lad, że pocza֒tkowa odleg lość mie֒dzy Achil-

lesem i żó lwiem równa jest 100 m. Dla prostoty przyjmiemy,
że pre֒dkość Achillesa jest dziesie֒ciokrotnie wie֒ksza niż pre֒dkość

uciekaja֒cego żó lwia. W jakimś czasie Achilles przebiegnie 100 m.

W tym samym czasie żó lw przesunie sie֒ o 10 m, wie֒c przyna-

jmniej na razie nie zostanie z lapany. Po 1
10 tego czasu Achilles

przebiegnie 10 m, jednak znów nie dogoni żó lwia, który oddali sie֒

o naste֒pny metr. Achilles przebiegnie metr, a żó lw oddali sie֒ o 10

cm itd. Proces ten można kontynuować. Prowadzi to do rozpatry-
wania coraz d luższych odcinków przebytych przez Achillesa, czyli
liczb: 100 , 110 , 111 , 111,1 , 111,11 , . . . — czyli cia֒gu, którego

wyraz o numerze n jest dany za pomoca֒ wzoru

an = 100 + 10 + 1 + . . . + 100
10n−1 = 111,1 . . . 1

— przy czym w zapisie dziesie֒tnym tej liczby wyste֒puje n jedy-

nek. Zenon po prostu nie potrafi l zsumować nieskończenie wielu
sk ladników. Nie operowa l poje֒ciem sumy nieskończonej, nie

umiano wtedy takiego poje֒cia zdefiniować. Tego rodzaju prob-

lemy analizowano już wtedy, ale ścis le definicje matematyczne po-

jawi ly sie֒ dopiero w pierwszej po lowie XIX w. (Gauss, Cauchy,

Bolzano). Możemy  latwo odpowiedzieć na pytanie, jaka֒ odleg lość

przebiegnie Achilles, zanim z lapie żó lwia: 111, 1 . . . = 1000
9 .

Na wszelki wypadek podamy formalne rozumowanie, które
można by lo zastosować również w starożytności, jednak bez jaw-
nego użycia poje֒cia sumy nieskończonej, a wie֒c omijaja֒c istotny

problem matematyczno-filozoficzny. Oznaczmy odleg lość przeby-
ta֒ przez żó lwia do momentu zakończenia pogoni przez x . Achil-

les w tym samym czasie przebieg l odleg lość 10x . Różnica tych

wielkości to 9x = 100 . Sta֒d natychmiast wynika, że x = 100
9

, za-

tem 10x = 1000
9 . Oczywíscie problemem istotnym by lo tu oblicze-
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nie tzw. granicy cia֒gu, czym zajmiemy sie֒ niebawem. 15.1

Przyk lad 15.8 Za lóżmy, że wp lacilísmy do banku pewna֒ kwote֒

k z l. na rachunek p latny na każde ża֒danie, oprocentowany w sto-

sunku 100x w skali rocznej. Za lóżmy przy tym, że jeśli bank
wyp laca nam pienia֒dze nie po roku lecz po jego cze֒́sci, np. dwóch

miesia֒cach, to wyp laca nam odpowiednia֒ cze֒́sć oprocentowania.

Be֒dziemy rozważać sytuacje֒ abstrakcyjna֒ nie zwracaja֒c uwagi na

to, że operacje bankowe nie sa֒ wykonywalne momentalnie i że

cze֒sto okres oprocentowania liczy sie֒ od dnia naste֒pnego po wp la-

cie. Zastanówmy sie֒ jaka֒ kwote֒ be֒dziemy mogli uzyskać po up ly-

wie roku. Banalna odpowiedź to k+x·k = k(1+x) . Ta odpowiedź

nie jest jednak w pe lni satysfakcjonuja֒ca, bowiem moglísmy wyja֒ć

pienia֒dze z rachunku po pó l roku i natychmiast wp lacić je z powro-

tem. Wtedy po po lowie roku otrzymalibyśmy po lowe֒ oprocen-

towania tj. kwote֒ k + 1
2x · k = k(1 + x

2 ) , a po naste֒pnych sześciu

miesia֒cach — kwote֒ k(1 + x
2 ) + x

2 · k(1 + x
2 ) = k(1 + x

2 )2 , a wie֒c

wie֒ksza֒ od k(1 + x) o k · x2

4 .

Jeżeli na przyk lad k = 1000 oraz x = 0,1 , co odpowiada

oprocentowaniu 10% w skali rocznej, to k · x2

4
= 2,5 , a wie֒c po-

wsta la różnica, która co prawda duża nie jest, ale istnieje i przy
wie֒kszych kwotach zaczyna mieć istotne znaczenie. Ważniejsze

jest jednak to, że stwierdzenie, że oprocentowanie w skali rocznej
jest równe 100x zinterpretowalísmy na dwa różne sposoby i widać
wyraźnie, że możemy podać jeszcze inny wynik. Odwiedzajmy

np. nasz bank nie co pó l roku, lecz co miesia֒c (dla prostoty

przyjmujemy, że miesia֒c to 1
12 cze֒́sć roku). Rozumuja֒c tak jak

poprzednio stwierdzamy, że po miesia֒cu otrzymamy k(1 + x
12

) z l,

zaś po 2 miesia֒cach k(1+ x
12)2 z l. Oczywíscie po trzech miesia֒cach

otrzymujemy kwote֒ k(1 + x
12)3 , po czterech — k(1 + x

12 )4 itd.

15.1
By ly inne paradoksy zwia֒zane z problemem dzielenia w nieskończoność

na cze֒́sci, np. punkt nie ma d lugości, odcinek sk lada sie֒ z punktów i ma

d lugość, poruszaja֒cy sie֒ obiekt w nieskończenie krótkim czasie nie przebywa

żadnej odleg lości, a jednak sie֒ porusza. Przekonamy sie֒, że dzie֒ki poje֒ciu

granicy daje sie֒ w sensowny sposób mówić o tego rodzaju kwestiach nie

dochodza֒c do pozornych sprzeczności.
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Po 12 miesia֒cach wyp lacić należa loby k(1 + x
12 )12 z l. Gdybyśmy

podzielili rok na n równych cze֒́sci, gdzie n oznaczać może do-

wolna֒ z liczb 1, 2, 3, . . . , to wyp lata po up lywie m cze֒́sci roku

by laby równa k(1 + x
n)m z l, zaś po roku k(1 + x

n )n z l. Powsta-

je wie֒c problem, jak należy liczyć oprocentowanie w tym przy-

padku, czy rozdrabnianie roku powoduje wzrost wyp lat istotny
przynajmniej w przypadku dużych kwot, czy też od pewnego mo-
mentu zwie֒kszanie cze֒stotliwości operacji już nie powoduje istot-

nych zmian. Prowadzi to do badania cia֒gu o wyrazie k·
(
1+ x

n

)n
.

Przyk lad 15.9 Innym rodzajem cia֒gu jest tzw. cia֒g geome-

tryczny: an = a0q
n , gdzie a0 i q sa֒ dowolnymi liczbami rzeczy-

wistymi. Liczbe֒ q nazywamy ilorazem cia֒gu geometrycznego,

bo gdy q 6= 0 jest równa ilorazowi dwóch kolejnych wyrazów cia֒gu.

Liczba ludzi w kraju o sta lym przyroście naturalnym zachowuje
sie֒ jak cia֒g geometryczny o ilorazie dosyć bliskim jedności — do-

datni przyrost naturalny oznacza, że iloraz jest wie֒kszy niż 1 , zaś

ujemny przyrost naturalny — że iloraz jest mniejszy niż 1 .

Przyk lad 15.10 Jeszcze innym rodzajem cia֒gu jest cia֒g aryt-

metyczny: an = a0 + nd , gdzie a0 oraz d oznaczaja֒ dowolne

liczby rzeczywiste. Liczba d zwana jest różnica֒ cia֒gu arytmety-

cznego, jest ona równa różnicy dwóch kolejnych wyrazów cia֒gu.

Na pocza֒tku XIX wieku zaobserwowano, że ilość zboża zachowuje

sie֒ jak wyraz cia֒gu arytmetycznego (n jest numerem roku). Oczy-

wíscie tego rodzaju obserwacje sa֒ przybliżone, bowiem co jakís

czas zdarzaja֒ sie֒ powodzie, susze i wtedy proces wzrostu ulega

zak lóceniu. Bywaja֒ też zak lócenia innego rodzaju, np. w XIX

zauważono, że stosowanie saletry chilijskiej (później nawozów azo-

towych) zwie֒ksza w istotny sposób plony. By ly też inne zak lócenia

,,naturalnego” tempa wzrostu ilości zbóż.

Przyk lad 15.11 W re֒kopisie z 1202 r Leonarda z Pizy, zwanego

Fibonaccim, znajduje sie֒ naste֒puja֒ce zadanie: Ile par królików

może być sp lodzonych przez pare֒ p lodnych królików i jej potom-

stwo w cia֒gu roku, jeśli każda para daje w cia֒gu miesia֒ca żywot

jednej parze, para staje sie֒ p lodna po miesia֒cu, króliki nie zdy-
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chaja֒ w cia֒gu tego roku. Jasne jest, że po miesia֒cu mamy już

dwie pary przy czym jedna z nich jest p lodna, a druga jeszcze nie.
Wobec tego po dwóch miesia֒cach żyja֒ już trzy pary królików: dwie

p lodne, jedna jeszcze nie. Po trzech miesia֒cach żyje już pie֒ć par

królików: trzy p lodne, dwie jeszcze nie. Po czterech miesia֒cach

jest już 8 = 5 + 3 par królików. Kontynuuja֒c to poste֒powanie

stwierdzamy po niezbyt d lugich obliczeniach, że po up lywie roku
żyje już 377 = 233 + 144 par królików. Naturalnym proble-
mem jest: znaleźć wzór na liczbe֒ an , jeśli a0 = 1 , a1 = 2

i an = an−1+an−2 dla n = 2, 3, 4, . . . . Wzór taki zosta l znaleziony

dopiero po kilkuset latach od napisania ksia֒żki przez Fibonacci’ego

i wygla֒da tak:

an = 1√
5
·
((

1+
√

5
2

)n+2

−
(

1−
√

5
2

)n+2
)

.

Dowód prawdziwości tego wzoru jest prosty —  latwa indukcja.
Jednak powstaje pytanie, jak można tego rodzaju hipoteze֒ sfor-

mu lować. Jest ono znacznie ważniejsze od dowodu prawdziwości
tego wzoru, jednak na razie nie be֒dziemy sie֒ tym zajmować.

Sume֒, różnice֒, iloczyn i iloraz dwóch cia֒gów określamy tak

jak dzia lania na funkcjach, tzn. suma֒ cia֒gów (an) i (bn) jest

cia֒g, którego n –ty wyraz równy jest an + bn . Różnica֒ cia֒gów

(an) i (bn) jest cia֒g an − bn , iloczynem — cia֒g (anbn) , ilorazem

— cia֒g an

bn
, jeśli dla każdego n zachodzi nierówność bn 6= 0 .

Definicja 15.2 (cia֒gów monotonicznych)

Cia֒g (an) nazywamy niemaleja֒cym (rosna֒cym) wtedy i tylko wte-

dy, gdy nierówność an 6 an+1 (an < an+1 ) zachodzi dla każdego

numeru n . Podobnie cia֒g nierosna֒cy (maleja֒cy) to taki, że dla

każdego numeru n zachodzi nierówność an > an+1 (an > an+1 ).

Cia֒gi niemaleja֒ce i nierosna֒ce maja֒ wspólna֒ nazwe֒: cia֒gi mono-

toniczne. Cia֒gi rosna֒ce i maleja֒ce nazywamy cia֒gami ścísle mono-

tonicznymi.

W niektórych podre֒cznikach stosowana jest nieco inna termi-

nologia: cia֒gi niemaleja֒ce zwane sa֒ tam rosna֒cymi, a rosna֒ce —

ścísle rosna֒cymi. Jest oboje֒tne, która z dwu koncepcji stosujemy,

jeśli tylko robimy to konsekwentnie. Można też, dla uniknie֒cia
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nieporozumień, mówić o cia֒gach niemaleja֒cych i ścísle rosna֒cych.

Cia֒g geometryczny zaczynaja֒cy sie֒ od wyrazu a1 = q jest

monotoniczny w przypadku q > 0 : dla q = 0 i dla q = 1 cia֒g geo-

metryczny jest sta ly, wie֒c niemaleja֒cy i jednocześnie nierosna֒cy.

Jest maleja֒cy, gdy 0 < q < 1 , dla q > 1 jest rosna֒cy. Cia֒g

arytmetyczny jest rosna֒cy, gdy d > 0 , maleja֒cy — gdy d < 0 ,

sta ly (wie֒c jednocześnie niemaleja֒cy i nierosna֒cy), gdy d = 0 .

Definicja 15.3 (cia֒gów ograniczonych)

Cia֒g (an) jest ograniczony z góry wtedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje liczba rzeczywista M , taka że dla każdej liczby naturalnej

n zachodzi nierówność: an 6 M . Analogicznie (an) jest ograni-

czony z do lu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista
m taka, że dla każdego n zachodzi nierówność an > m . Cia֒g

ograniczony z góry i z do lu nazywamy ograniczonym. Cia֒giem

nieograniczonym nazywamy cia֒g, który nie jest ograniczony.

Cia֒g (n) jest ograniczony z do lu np. przez −13 lub 0 , ale

nie jest ograniczony z góry, wie֒c jest nieograniczony. Cia֒g
(
(−1)n

)

jest ograniczony z góry np. przez 1 lub przez
√

1000 oraz z do lu,
np. przez −1 , ale również przez −13 .

Stwierdzenie 15.4 Cia֒g (an) jest ograniczony wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje liczba nieujemna M , taka że |an| 6 M dla

każdego n .
To oczywisty wniosek z definicji cia֒gu ograniczonego: M mu-

si być tak duże, by liczba −M by la ograniczeniem dolnym cia֒gu

(an) i jednocześnie liczba M — jego ograniczeniem, górnym.

Cia֒gi z pierwszych dwóch przyk ladów sa֒ rosna֒ce, cia֒g z trze-

ciego przyk ladu jest maleja֒cy, a cia֒g z czwartego przyk ladu w ogóle

nie jest monotoniczny, bowiem:

1 > 1 − 1
2 < 1 − 1

2 + 1
3 > 1 − 1

2 + 1
3 − 1

4 .

Cia֒g sta ly jest jednocześnie nierosna֒cy i niemaleja֒cy. Cia֒g pól

wieloka֒tów foremnych wpisanych w dane ko lo jest rosna֒cy, co wy-

maga dowodu, który pozostawiamy Czytelnikowi. Cia֒g rozpatry-

wany przez Zenona z Elei jest rosna֒cy. Podobnie cia֒gu opisuja֒cy

stan konta bankowego przy sta lym oprocentowaniu (dodatnim).
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Cia֒g geometryczny zaczynaja֒cy sie֒ od wyrazu dodatniego rośnie,

gdy jego iloraz jest wie֒kszy niż 1 , maleje — gdy iloraz jest dodatni,

ale mniejszy od 1 . Jeśli a1 6= 0 i q < 0 , to cia֒g geometryczny

o ilorazie q , zaczynaja֒cy sie֒ od a1 nie jest monotoniczny.

Cia֒gi (n) i (2n) sa֒ ograniczone z do lu, a z góry nie. Cia֒g 1
n

jest ograniczony z góry przez 1 a z do lu przez 0 .

Cia֒g o wyrazie an = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · + (−1)n−1 1

n jest

ograniczony z góry przez liczbe֒ 1 , a z do lu przez liczbe֒ 1
2 , co  latwo

wynika z tego, że po odje֒ciu pewnej liczby dodajemy naste֒pna֒,

ale mniejsza֒ od odje֒tej.  Latwo wie֒c widać, że w tym przypadku

spe lnione sa֒ nierówności: a1 > a3 > a4 > . . . , a2 < a4 < a6 < . . .
oraz a1 > a2 < a3 > a4 < a5 > . . .

Zdefiniujemy granice֒ cia֒gu — poje֒cie wspomniane przy oma-

wianiu paradoksu Zenona. Pojawia֒ sie֒ od razu trzy przypadki.

Definicja 15.5 (granicy cia֒gu)

a. Liczba g nazywana jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnej liczby dodatniej ε > 0 istnieje liczba

ca lkowita nε , taka że jeśli n > nε , to |an − g| < ε .

b. +∞ (czytaj: plus nieskończoność) jest granica֒ cia֒gu (an)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M ist-
nieje liczba ca lkowita nm taka, że jeżeli n > nM , to spe lniona
jest nierówność an > M.

c. −∞ (czytaj: minus nieskończoność) jest granica֒ cia֒gu (an)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby rzeczywistej M ist-
nieje liczba ca lkowita nm taka, że jeśli n > nM , to spe lniona
jest nierówność an < M.

Jeśli g jest granica֒ cia֒gu (an) , skończona֒ lub nie, to piszemy

g = lim
n→∞

an lub an−−−−−→
n→∞

g . Można też pisać an → g , gdy

n → ∞ lub krótko an → g . Mówimy, że cia֒g jest zbieżny, jeśli

jego granica jest skończona.

g−ε am g+ εna
(

g
)

granica cia֒gu i jego wyrazy, gdy m,n sa֒ „duże”

Symbole ±∞ nie oznaczaja֒ liczb. Wprowadzamy je, by

uprościć sposób mówienia o cia֒gach. Zak ladamy oczywíscie, że dla
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każdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność −∞ < x < ∞ ,
ale to zdanie ja֒ definiuje, bo ona z niczego nie wynika, gdyż sym-

bole ±∞ dopiero wprowadzilísmy.

Umowa 15.6
Jeżeli jakaś w lasność przys luguje wszystkim wyrazom cia֒gu z wy-

ja֒tkiem skończenie wielu, to mówimy, że przys luguje ona prawie

wszystkim wyrazom cia֒gu lub, że zachodzi dla dostatecznie dużych

numerów n .

Przyja֒wszy te֒ umowe֒ możemy wypowiedzieć definicje֒ granicy

cia֒gu tak: liczba g jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko wtedy,

gdy dla każdej liczby ε > 0 , dla prawie wszystkich liczb natu-

ralnych n zachodzi nierówność |an − g| < ε . Podobnie można

wypowiedzieć definicje֒ granicy w pozosta lych przypadkach, co

Czytelnik powinien zrobić samodzielnie.

O granicy skończonej cia֒gu można myśleć, że jest to liczba,

która֒ każdy dostatecznie daleki wyraz cia֒gu (an) przybliża z do-

puszczalnym (czyli mniejszym niż ε ) b le֒dem. Nie to jest ca lkiem

precyzyjne, ale za to dosyć obrazowe sformu lowanie.

Przyk lad 15.12 Cia֒g sta ly jest zbieżny, dok ladniej: jeśli

an = c dla wszystkich liczb naturalnych n , to lim
n→∞

an = c .

Przyk lad 15.13 lim
n→∞

1
n = 0 . Udowodnimy te֒ równość. Niech

ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Z zasady Archimedesa

wynika, że istnieje liczba naturalna nε > 1
ε

. Jeśli n > nε , to
1
n < 1

nε
< ε , wie֒c

∣
∣ 1
n − 0

∣
∣ = 1

n < ε .

Przyk lad 15.14 lim
n→∞

n
n+1 = 1 . Mamy

∣
∣ n
n+1 −1

∣
∣ = 1

n+1 . Jeśli

wie֒c ε > 0 , to dla nε > 1
ε i n > nε mamy

∣
∣ n
n+1 − 1

∣
∣ < ε .

Przyk lad 15.15 Jeśli d > 0 , to +∞ = lim
n→∞

(a0 +nd) . Wyka-

żemy te֒ równość. Jeśli M ∈ R , nε > M−a0

d oraz n > nε , to

n > M−a0

d
, zatem an = a0 + nd > M , co uzasadnia prawdziwość

równości, która֒ dowodzimy.
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Twierdzenie 15.7 (o granicy cia֒gu geometrycznego)

lim
n→∞

qn =







0 jeśli |q| < 1;
1 jeśli q = 1;
+∞ jeśli q > 1.

Jeśli q 6 −1 , to cia֒g (qn) granicy nie ma.

Dowód. Wykażemy to twierdzenie. W przypadku q = 0 oraz

q = 1 teza jest oczywista, bo cia֒g jest sta ly (jego wyrazy nie zależa֒

od numeru).

Za lóżmy teraz, że 0 < |q| < 1 . Niech ε > 0 be֒dzie liczba֒

rzeczywista֒. Jeśli nε >
1
ε − 1
1
|q| − 1

jest liczba֒ ca lkowita֒ i n > nε , to

z nierówności Bernoulli’ego wynika, że
1

|q|n =
(

1 +
(

1
|q| − 1

))n

> 1 + n( 1
|q| − 1) > 1 + 1

ε − 1 = 1
ε .

Wobec tego dla n > nε zachodzi nierówność 1
|q|n > 1

ε
, czyli

|qn − 0| = |qn| < ε , a to oznacza, że lim
n→∞

qn = 0 .

Kolejny przypadek to q > 1 . Mamy teraz

qn = (1 + (q − 1))
n

> 1 + n(q − 1) .

Jeśli wie֒c n > nM i nM > M−1
q−1 , to qn > 1 + (M − 1) = M .

Jasne jest wie֒c, że lim
n→∞

qn = +∞ .

Pozosta l przypadek ostatni: q 6 −1 . Teraz mamy qn 6 −1
dla każdej liczby ca lkowitej nieparzystej n oraz qn > 1 dla każdej
liczby ca lkowitej parzystej n . Gdyby cia֒g mia l skończona֒ granice֒

g , to jego wyrazy o dostatecznie dużych numerach leża lyby w od-
leg lości mniejszej niż 1 od granicy g — to natychmiastowa kon-
sekwencja istnienia granicy skończonej. Jeśli jednak odleg lości qn

i qn+1 od granicy g sa֒ mniejsze od 1 , to odleg lość mie֒dzy nimi

jest mniejsza niż 1+1 = 2 , co oznacza, że |qn−qn+1| < 2 . To nie

jest możliwe, bo jedna z liczb qn , qn+1 jest mniejsza lub równa
−1 , a druga — wie֒ksza lub równa 1 . Sta֒d zaś wynika, że odleg lość

mie֒dzy qn i qn+1 to co najmniej 1−(−1) = 2 . 15.2 Otrzymalísmy

sprzeczność, wie֒c cia֒g granicy skończonej nie ma.

15.2
Można to rozumowanie zapisać wzorami: 26|qn−qn+1|6|qn−g|+|g−qn+1|
<1+1=2 dla dostatecznie dużych n .

130



Cia֒gi i ich granice

+∞ granica֒ tego cia֒gu też nie jest, bowiem wtedy wyrazy

cia֒gu o dostatecznie dużych numerach by lyby wie֒ksze od 0 (przyj-

mujemy M = 0 ), a tak nie jest, bo te, których numery sa֒ niepa-

rzyste, sa֒ ujemne.

−∞ nie jest granica֒ tego cia֒gu, bo wyrazy o numerach pa-

rzystych sa֒ dodatnie, wie֒c wyrazy o dostatecznie dużych nume-

rach nie sa֒ ujemne (i w tym przypadku przyjmujemy M = 0 ).

Cia֒g nie ma wie֒c ani granicy skończonej, ani nieskończonej,

co kończy badanie granicy cia֒gu geometrycznego.

Twierdzenie 15.8
Dla każdej liczby a ∈ (0,∞) , zachodzi równość lim

n→∞
n
√

a = 1 .

Dowód. Za lóżmy na razie, że a > 1 . Niech ε be֒dzie dowolna֒

liczba֒ rzeczywista֒ dodatnia֒. Chcemy wykazać, że dla dostatecznie

dużych liczb naturalnych n zachodzi nierówność | n
√

a − 1| < ε ,

czyli że 1 − ε < n
√

a < 1 + ε . Ponieważ a > 1 , wie֒c nierówność

podwójna sprowadza sie֒ do nierówności n
√

a < 1 + ε , czyli do

nierówności a < (1 + ε)n , a ta wynika z nierówności a < 1 + nε ,

bo 1 + nε < (1 + ε)n — nierówność Bernoulli’ego. Wystarczy

wie֒c, by spe lniona by la nierówność nε > a−1
ε . To kończy dowód

w przypadku a > 1 .
Za lóżmy teraz, że 0 < a < 1 i 0 < ε < 1 . Mamy wykazać, że dla
dostatecznie dużych liczb naturalnych n spe lniona jest nierówność
∣
∣ n
√

a− 1
∣
∣ < ε , czyli że 1− ε < n

√
a < 1 + ε . Ponieważ a < 1 , wie֒c

wystarczy dowieść, że nierówność 1 − ε < n
√

a , czyli (1 − ε)n < a

dla prawie wszystkich n . To jednak wynika od razu z twierdzenia

o granicy cia֒gu geometrycznego, bowiem lim
n→∞

(1 − ε)n = 0 .

Przyk lad 15.16 (Obliczanie pierwiastka kwadratowego)

Niech a i b oznaczaja֒ dowolne liczby rzeczywiste dodatnie. Zdefi-

niujemy cia֒g (an) wzorami: a1 = b , an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Wyka-

żemy, że dla każdej liczby b > 0 zachodzi wzór lim
n→∞

an =
√

a.

Dowód. Dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

an > 0 —  latwiutka indukcja. Mamy również an+1 >
√

a ,

bowiem an+1 −
√

a = 1
2

(
an + a

an

)
−√

a = 1
2an

(a2
n − 2an

√
a + a) =
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= 1
2an

(an − √
a)2 > 0 . Wobec tego dla każdego n > 2 zachodzi

nierówność a
an

6
√

a i wobec tego

0 6 an+1 −
√

a = 1
2

(
an + a

an

)
−√

a 6

6
1
2

(
an +

√
a
)
−√

a = 1
2
(an −√

a) .

Z otrzymanej nierówności wynika, że dla każdej liczby naturalnej

n > 2 zachodzi nierówność 0 6 an−
√

a 6
1

2n−2

(
a2−

√
a
)

. Dowod-

zona teza wynika od razu z tego, że lim
n→∞

1
2n = 0 — twierdzenie o

granicy cia֒gu geometrycznego.

Uwaga 15.9

Cia֒g z poprzedniego przyk ladu jest ,,szybko” zbieżny do liczby
√

a

i dobrze nadaje sie֒ do obliczania pierwiastków kwadratowych.

Po przyk ladach kolej na kilka  latwych, ale bardzo ważnych
stwierdzeń, cze֒sto u latwiaja֒cych obliczanie granic.

Wprowadzilísmy wcześniej symbole +∞ oraz ∞ . Zdefiniu-

jemy dzia lania z ich użyciem (przypominamy, że ±∞ /∈ R ).

Definicja 15.10 (dzia lań z użyciem symboli ±∞ )

15.10.1 −(+∞) = −∞ , +(+∞) = +∞ , −(−∞) = +∞ ,

+(−∞) = −∞ .

15.10.2 +∞± a = ±a + (+∞) = +∞ dla każdej liczby rzeczy-

wistej a.

15.10.3 −∞± a = ±a + (−∞) = −∞ dla każdej liczby rzeczy-

wistej a.

15.10.4 +∞ + (+∞) = +∞ , −∞ + (−∞) = −∞ .

15.10.5 +∞− (−∞) = +∞ , −∞− (+∞) = −∞ .

15.10.6 +∞ · a = +∞ i −∞ · a = −∞ dla każdego a > 0 .

15.10.7 (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞ .

15.10.9 +∞ · a = −∞ i −∞ · a = +∞ dla każdego a < 0 .

15.10.9 a
±∞ = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a.

15.10.10 ±∞
a = ±∞ · 1

a dla dowolnej liczby a 6= 0 .

15.10.11 a+∞ = +∞ , a−∞ = 0 dla dowolnej liczby a > 1 .

15.10.12 a+∞ = 0 i a−∞ = +∞ dla dowolnej liczby 0 < a < 1 .

15.10.13 −∞ < a < +∞ dla dowolnej liczby rzeczywistej a .

15.10.14 −∞ < +∞ .
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Nie definiujemy symboli, których na tej líscie nie ma, np.
±∞
±∞ , 0 · (±∞) , 1±∞ i innych. Przyczyny, dla których nie wpro-

wadzamy szerszej definicji, stana֒ sie֒ jasne niebawem — okaże sie֒,

że nie ma sensownej drogi zdefiniowania tych symboli nieoznaczo-

nych. Definiujemy je po to, by można by lo prosto sformu lować
twierdzenia o obliczaniu granic, które wkrótce udowodnimy.

Podamy teraz kilka twierdzeń, które u latwiaja֒ obliczanie gra-

nic, ich szacowanie lub stwierdzanie ich istnienia. Potem pokażemy
jak można je stosować.

Uwaga 15.11 ( o zbieżności cia֒gu przeciwnego)

Cia֒g (cn) ma granice֒ wtedy i tylko wtedy, gdy cia֒g (−cn) ma

granice֒. Zachodzi wtedy równość lim
n→∞

(−cn) = − lim
n→∞

cn . Zda-

nie to jest prawdziwe niezależnie od tego, czy granica jest skoń-
czona, czy nieskończona. Wynika to wprost z definicji granicy
cia֒gu.

Twierdzenie 15.12 (o szacowaniu)

15.12.1 Jeśli C < lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów

n spe lniona jest nierówność C < an .

15.12.2 Jeśli C > lim
n→∞

an , to dla dostatecznie dużych numerów

n spe lniona jest nierówność C > an .

15.12.3 Jeśli lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an , to bn < an dla dostatecznie

dużych n .

15.12.4 Jeśli bn 6 an dla dostatecznie dużych n , to zachodzi
nierówność lim

n→∞
bn 6 lim

n→∞
an .

Dowód. Zaczniemy od 15.12.1. Liczba C jest mniejsza od grani-

cy cia֒gu (an) . Wykażemy, że dla dostatecznie dużych n zachodzi

nierówność C < an . Za lóżmy najpierw, że lim
n→∞

an = ±∞ .

Ponieważ −∞ < C i lim
n→∞

an > C , wie֒c lim
n→∞

an = +∞ . Z defi-

nicji od razu wynika, że dla każdej liczby rzeczywistej M , w tym
M = C i dostatecznie dużych n , zachodzi nierówność an > M .

Przejdźmy do naste֒pnego przypadku: granica lim
n→∞

an jest

skończona. Niech ε = lim
n→∞

an − C . Z definicji od razu wynika, że

dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność |an − lim
n→∞

an|<ε,
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wie֒c an > lim
n→∞

an − ε = C .

W taki sam sposób dowodzimy 15.12.2 — zmieniamy jedynie
kierunki cze֒́sci nierówności i zaste֒pujemy symbol +∞ przez −∞ .

Teraz za lóżmy, że lim
n→∞

bn < lim
n→∞

an . Niezależnie od tego,

czy granice sa֒ skończone, czy nieskończone, istnieje taka liczba C ,

że lim
n→∞

bn < C < lim
n→∞

an . Na mocy już udowodnionej cze֒́sci

twierdzenia dla dostatecznie dużych numerów n zachodza֒ nie-

równości bn < C oraz C < an . Z nich wynika od razu, że
dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n mamy bn < an , co
kończy dowód w lasności 15.12.3.

Za lóżmy, że dla dostatecznie dużych numerów n zachodzi
nierówność bn 6 an . Wykażemy, że lim

n→∞
bn 6 lim

n→∞
an . Jeśli ta

nierówność nie jest spe lniona, to lim
n→∞

bn > lim
n→∞

an . Sta֒d jednak

wynika, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi
nierówność bn > an , która przeczy za lożeniu. Zakończylísmy
dowód twierdzenia o szacowaniu.

Wniosek 15.13 (o jednoznaczności granicy)

Cia֒g ma co najwyżej jedna֒ granice֒.

Dowód. Gdyby mia l dwie np. g1 < g2 , to wybrać moglibyśmy
liczbe֒ C leża֒ca֒ mie֒dzy g1 i g2 : g1 < C < g2 . Wtedy dla

dostatecznie dużych n by loby jednocześnie an < C (zob. 15.12.2)

oraz an > C (zob. 15.12.1), co oczywíscie nie jest możliwe.

Wniosek 15.14 (o ograniczoności cia֒gu zbieżnego)

Jeśli granica lim
n→∞

an jest skończona, to istnieja֒ takie liczby rze-

czywiste C , D , że nierówność C < an < D zachodzi dla wszyst-

kich n : liczba C ogranicza cia֒g (an) z do lu, liczba D — z góry.

Dowód. Wykażemy, że cia֒g zbieżny do granicy skończonej jest

ograniczony z góry i z do lu. Niech c, d be֒da֒ takimi liczbami rze-

czywistymi, że c < lim
n→∞

an < d . Z twierdzenia o szacowaniu

wynika, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n , powiedz-
my wie֒kszych od odpowiednio dobranej liczby m , zachodzi nie-

równość c < an < d . Wystarczy przyja֒ć, że C jest najmniejsza֒

z liczb a0 , a1 , . . . , am , c , by dla wszystkich liczb naturalnych
n by lo C 6 an . Podobnie przyjmujemy, że D jest najwie֒ksza֒ z
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liczb a0 , a1 , . . . , am , d — wtedy an 6 D dla wszystkich liczb
naturalnych n . Dowód wniosku zosta l zakończony.

Uwaga. 15.15 (o k lopotach z nieskończonościa֒)

Ten dowód jest bardzo prosty. Prosze֒ jednak zwrócić uwage֒ na to,

że spośród skończenie wielu liczb można zawsze wybrać
najmniejsza֒ a spośród nieskończenie wielu już niekoniecznie, np.

wśród liczb 1, 1
2
, 1

3
, . . . najmniejszej nie ma!

Twierdzenie 15.16 (o arytmetycznych w lasnościach granicy)

15.16.1 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest

ich suma, to istnieje granica lim
n→∞

(an + bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn .

15.16.2 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określona jest

ich różnica, to istnieje granica lim
n→∞

(an − bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn .

15.16.3 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest

ich iloczyn, to istnieje granica lim
n→∞

(an · bn) i zachodzi

wzór: lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn .

15.16.4 Jeśli istnieja֒ granice lim
n→∞

an , lim
n→∞

bn i określony jest

ich iloraz, to istnieje granica lim
n→∞

an

bn
i zachodzi wzór

lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Dowód. Udowodnimy, że suma granic dwóch cia֒gów jest grani-

ca֒ sumy tych cia֒gów. Za lóżmy, że ga = lim
n→∞

an i gb = lim
n→∞

bn .

Należy rozważyć trzy przypadki: ga, gb sa֒ liczbami rzeczywistymi,

ga jest liczba֒ rzeczywista֒ zaś gb jest symbolem nieskończonym,

ga, gb sa֒ symbolami nieskończonymi tego samego znaku.

Rozpoczniemy od granic skończonych. Niech ε be֒dzie dodat-

nia֒ liczba֒ rzeczywista֒ i niech n′
ε be֒dzie taka֒ liczba֒ naturalna֒, że

dla n > n′
ε zachodzi nierówność |an − ga| < ε

2 . Niech n′′
ε be֒dzie

taka֒ liczba֒ naturalna֒, że nierówność |bn − gb| < ε
2 zachodzi dla
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n > n′′
ε i niech nε oznacza wie֒ksza֒ z liczb n′

ε, n′′
ε . Wtedy dla

n > nε zachodza֒ obydwie nierówności, zatem

|an + bn − (ga + gb)| 6 |an − ga| + |bn − gb| < ε
2 + ε

2 = ε.

Znaczy to, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n

(czyli n > nε ) różnica (an +bn)−(ga +gb) ma wartość bezwzgle֒d-

na֒ mniejsza֒ niż ε . Oznacza to, że lim
n→∞

(an + bn) = ga + gb. Do-

wód twierdzenia o granicy sumy cia֒gów w tym przypadku zosta l

zakończony.
Zajmiemy sie֒ teraz naste֒pnym przypadkiem: niech liczba g

be֒dzie granica֒ cia֒gu (an) i niech +∞ = = lim
n→∞

bn . Wykażemy,

że lim
n→∞

(an + bn) = +∞ . Niech M be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczy-

wista֒. Można znaleźć taka֒ liczbe֒ naturalna֒ n′′
M−g+1 , że dla

n > n′′
M−g+1 zachodzi nierówność bn > M − g + 1 . Istnieje

też taka liczba naturalna n′
1 , że dla n > n′

1 zachodzi nierówność

|an −g| < 1 . Niech nM be֒dzie wie֒ksza֒ z liczb n′′
M−g+1 i n′

1 . Dla

n > nM zachodza֒ obie nierówności, wie֒c

an + bn = bn + g + (an − g) > bn + g − |an − g| >

> (M − g + 1) + g − 1 = M .

Wykazalísmy, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n za-

chodzi nierówność an + bn > M , wie֒c lim
n→∞

(an + bn) = +∞ .

Dowód zosta l zakończony.

Jeśli wie֒c cia֒g (an) ma granice֒ skończona֒ i lim
n→∞

bn = −∞ , to

na mocy poprzednio wykazanej cze֒́sci twierdzenia o granicy sumy

cia֒g
(
− an + (−bn)

)
ma granice֒ i zachodzi równość

lim
n→∞

(−an − bn) = − lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−bn) = +∞ .

Z uwagi o granicy cia֒gu przeciwnego wynika, że istnieje granica

lim
n→∞

(an + bn) i lim
n→∞

(an + bn) −∞ . Dowód zosta l zakończony.

Zosta l jeszcze jeden przypadek: obie granice sa֒ równe +∞
lub obie sa֒ równe −∞ . Z uwagi o zbieżności cia֒gu przeciwnego

wynika, że udowodnić teze֒, gdy lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli

M jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieja֒ liczby natural-

ne n′
M/2 oraz n′′

M/2 takie, że jeśli n > n′
M/2 , to an > M

2 ,
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zaś jeśli n > n′′
M/2 , to bn > M

2 . Przyjmijmy, że nM jest

wie֒ksza֒ z liczb n′
M/2 , n′′

M/2 i n > nM . Wtedy zachodza֒ obie

nierówności i wobec tego an + bn > M
2 + M

2 = M . Oznacza to, że

lim
n→∞

(an + bn) = +∞. Dowód zosta l zakończony.

Z uwagi o zbieżności cia֒gu przeciwnego i twierdzenia o granicy

sumy (15.16.1) wynika twierdzenie o granicy różnicy (15.16.2).

Zajmiemy sie֒ teraz iloczynem. Podobnie jak poprzednio jest

wiele przypadków, których liczbe֒ można zredukować stosuja֒c uwa-

ge֒ o zbieżności cia֒gu przeciwnego do naste֒puja֒cych: obie granice

sa֒ skończone, obie granice sa֒ równe +∞ , jedna granica jest do-

datnia֒ liczba֒ rzeczywista֒ a druga jest nieskończona, np. +∞ .

Rozpoczniemy od rozpatrzenia granicy iloczynu dwóch cia֒-

gów maja֒cych skończone granice. Z twierdzenia o szacowaniu

wynika, że każdy z tych cia֒gów jest ograniczony, wie֒c istnieje taka

liczba K ′ > 0 , że |an| 6 K ′ i istnieje też taka liczba K ′′ > 0 , że

|bn| < K ′′ dla każdej liczby naturalnej n . Przyjmuja֒c, że K to

wie֒ksza z liczb K ′, K ′′ znajdujemy liczbe֒, której nie przekracza

wartość bezwzgle֒dna żadnego wyrazu któregokolwiek z dwóch roz-

patrywanych cia֒gów: |an|, |bn| 6 K . Oznaczmy ga = lim
n→∞

an ,

gb = lim
n→∞

bn . Z twierdzenia o szacowaniu wnioskujemy, że rów-

nież |ga|, |gb| 6 K . Niech ε oznacza dowolna֒ liczbe֒ dodatnia֒.

Istnieje wtedy taka liczba naturalna nε , że jeżeli n > nε , to

|an − ga| < ε
2K i jednocześnie |bn − gb| < ε

2K . Wtedy

|anbn − gagb| = |(an − ga)bn + ga(bn − gb)| 6

6 |an − ga| · |bn| + |ga| · |bn − gb| < ε
2K

· K + K · ε
2K

= ε.

Udowodnilísmy wie֒c, że dla dostatecznie dużych n odleg lość

liczby anbn od liczby gagb jest mniejsza niż ε , co oznacza, że

gagb = lim
n→∞

(
an · bn

)
, a to w laśnie by lo naszym celem.

Teraz zajmiemy sie֒ granica֒ iloczynu cia֒gów, z których jeden

ma granice֒ skończona֒ i dodatnia֒, a drugi — granice֒ +∞ . Niech

ga = lim
n→∞

an be֒dzie liczba֒ dodatnia֒ i niech +∞ = lim
n→∞

bn .

Niech M be֒dzie dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒. Z definicji granicy

wynika, że istnieje taka liczba naturalna nM , że jeżeli n > nM ,
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to an > 1
2ga > 0 i bn > 2|M |

ga
> 0 . Wtedy

anbn > 1
2ga

2|M |
ga

= |M | > M .

Dowód w tym przypadku zosta l zakończony.

Rozpatrzymy teraz iloczyn dwóch cia֒gów (an) i (bn) zak la-

daja֒c, że spe lniona jest równość lim
n→∞

an = +∞ = lim
n→∞

bn . Jeśli

M jest dowolna֒ liczba֒ rzeczywista֒, to istnieje liczba naturalna

nM , taka że dla n > nM zachodza֒ nierówności an > 1 + |M |
i bM > 1 + |M | . Wtedy dla n > nM mamy

anbn > (1 + |M |)2 > 2 · |M | > |M | > M ,

co dowodzi równości +∞ = lim
n→∞

anbn . Twierdzenie o granicy

iloczynu cia֒gów zosta lo w ten sposób udowodnione.

Kolej na twierdzenie o granicy ilorazu. Znów zaczniemy od
granic skończonych. Niech ga = lim

n→∞
an i 0 6= gb = lim

n→∞
bn .

Wykażemy, że lim
n→∞

an

bn
= ga

gb
. Niech ε be֒dzie dowolna֒ liczba֒ do-

datnia֒. Z poczynionych za lożeń wynika, że istnieje taka liczba

naturalna nε , że jeśli n > nε , to

|bn| > |gb|
2 , |an − ga| < ε·|gb|

4 , |bn − gb| < ε·|gb|2
4(|ga|+1) . 15.3

Dla n > nε mamy wie֒c
∣
∣
∣
an

bn
− ga

gb

∣
∣
∣ = |angb−gabn|

|gbbn| 6
|angb−gagb|+|gagb−gabn|

|gb|2/2 =

= 2
|gb| |an − ga| + 2|ga|

|gb|2 |gb − bn| < ε.

Udowodnilísmy teze֒ w przypadku granic skończonych. Jeżeli cia֒g

(bn) ma granice֒ skończona֒ i różna֒ od 0 oraz lim
n→∞

an = +∞ , to

cia֒g
(

1
bn

)
ma granice֒ skończona֒ i różna֒ od 0 – wynika to z już

udowodnionej cze֒́sci twierdzenia o granicy ilorazu. W tym przy-

padku można zastosować twierdzenie o granicy iloczynu cia֒gów:

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(

an · 1
bn

)

= lim
n→∞

an · lim
n→∞

1
bn

= +∞ · lim
n→∞

1
bn

.

Ten ostatni iloczyn jest oczywíscie dobrze określony.

Zosta l jeszcze jeden przypadek: granica cia֒gu (an) jest skoń-

czona, a granica cia֒gu (bn) jest nieskończona. W tym przypadku

15.3
Nie za lożylísmy, że ga 6=0 , wie֒c w mianowniku umieścilísmy |ga|+1 .
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cia֒g (an) jest ograniczony, tzn. istnieje taka liczba K > 0 , że dla

każdego n zachodzi nierówność |an| < K . Jeśli ε > 0 , to istnieje

taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to |bn| > K
ε . Wtedy

∣
∣
∣
an

bn

∣
∣
∣ < K · ε

K = ε . Wykazalísmy wie֒c, że dla dostatecznie dużych

n iloraz an

bn
ma wartość bezwzgle֒dna֒ mniejsza֒ niż ε . Oznacza to,

że lim
n→∞

an

bn
= 0 . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 15.17 (o trzech cia֒gach)

Jeśli an 6 bn 6 cn dla dostatecznie dużych n , cia֒gi (an) i (cn)

maja֒ równe granice, to cia֒g (bn) też ma granice֒ i zachodzi wzór

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn .

Dowód. Wiemy, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n
zachodzi nierówność podwójna an 6 bn 6 cn oraz że cia֒gi an i cn

maja֒ wspólna֒ granice֒ g . Mamy dowieść, że ta wspólna granice

jest również granica֒ cia֒gu (bn) . Za lóżmy najpierw, że granica

g jest skończona. Niech ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒. Istnieje

taka liczba naturalna nε , że jeśli n > nε , to |an − g| < ε oraz

|cn − g| < ε . Wynika sta֒d, że g − ε < an 6 bn 6 cn < g + ε ,

zatem |bn − g| < ε . Udowodnilísmy wie֒c, że g = lim
n→∞

bn . Teraz

możemy sie֒ zaja֒ć przypadkiem granicy nieskończonej. Jak zwykle

wystarczy zaja֒ć sie֒ jedna֒ z dwu nieskończoności, tym razem dla

odmiany g = −∞ . Niech M be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒. Ponieważ

lim
n→∞

cn = −∞ , wie֒c istnieje taka liczba naturalna nM , że dla

n > nM zachodzi nierówność bn 6 cn < M , wie֒c w szczególności

bn < M . Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 15.18 (o twierdzeniu o trzech cia֒gach)

Z dowodu wynika, że w przypadku granicy nieskończonej, np.
równej −∞ , użycie jednego z dwóch zewne֒trznych cia֒gów, w tym

przypadku cia֒gu (an) , jest zbe֒dne. Prawdziwe jest twierdzenie:

jeśli dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność bn 6 cn

i cia֒g (cn) ma granice֒ −∞ , to również cia֒g (bn) ma granice֒ −∞
i analogicznie: jeśli dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność
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an 6bn i lim
n→∞

an =+∞ , to również +∞= lim
n→∞

bn.

Uwaga 15.19 Jeśli lim
n→∞

an istnieje, to istnieje też lim
n→∞

an+1

i zachodzi równość lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an . To stwierdzenie wynika

od razu z definicji granicy, można użyć tej samej liczby nε lub
nM , jeśli granica jest nieskończona.

Definicja 15.20 (podcia֒gu)

Jeśli (an) jest dowolnym cia֒giem i n1 < n2 < n3 < . . . , to cia֒g

an1
, an2

, an3
, . . . , czyli cia֒g (anm

)∞m=1 nazywamy podcia֒giem

cia֒gu (an) .

Zachodzi bardzo przydatne i  latwe twierdzenie wia֒ża֒ce zbież-

ność cia֒gu ze zbieżnościa֒ jego podcia֒gów.

Twierdzenie 15.21 (o podcia֒gach)

g ∈ R ∪ {+∞} ∪ {−∞} jest granica֒ cia֒gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy jest granica֒ każdego jego podcia֒gu.

Dowód. Ponieważ cia֒g jest swoim podcia֒giem, wie֒c ze zbieżnoś-

ci wszystkich podcia֒gów cia֒gu (an) wynika natychmiast zbieżność

cia֒gu (an) .

Za lóżmy teraz, że g = lim
n→∞

an ∈ R i że numeracja wyrazów

naszego cia֒gu zaczyna sie֒ od liczby 1 . Wtedy spe lnione sa֒ nie-

równości n1 > 1 , n2 > n1 + 1 > 2 , n3 > n2 + 1 > 3 itd. Ogólnie
nm > m . Jeśli ε > 0 , to istnieje taka liczba naturalna nε , że

jeśli n > nε , to |an − g| < ε . W szczególności |anm
− g| < ε dla

m > nε , a sta֒d bez trudu wnioskujemy, że lim
m→∞

anm
= g . Dowód

zosta l zakończony.

Przyk lad 15.17 Cia֒g
(
(−1)n + 1

n

)
nie ma granicy, bowiem

lim
n→∞

(
(−1)2n + 1

2n

)
= lim

n→∞

(
1 + 1

2n

)
= 1 6=

6= −1 = lim
n→∞

(
− 1 + 1

2n+1

)
= lim

n→∞

(
(−1)2n+1 + 1

2n+1

)

— wskazalísmy dwa podcia֒gi zbieżne do różnych granic.

Twierdzenie 15.22 (o granicy cia֒gu monotonicznego)

Każdy cia֒g monotoniczny ma granice֒; jeśli jest ograniczony, to
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granica jest skończona.

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że cia֒g (an) jest niemale-

ja֒cy: a1 6 a2 6 a3 6 . . . . Jeśli ten cia֒g jest ograniczony

z góry, to kres górny zbioru jego wyrazów jest skończony. Niech

g = sup{an : n ∈ N}. Jeśli ε > 0 , to istnieje taka liczba natu-

ralna nε , że g − ε < anε
6 g . Wtedy dla każdej liczby naturalnej

n > nε zachodzi nierówność g − ε < anε
6 an 6 g . Wykazalísmy,

że wszystkie wyrazy cia֒gu o dostatecznie dużych numerach leża֒

w odleg lości mniejszej niż ε od g . Sta֒d i z definicji granicy cia֒gu

wynika od razu, że g = lim
n→∞

an.

Jeśli cia֒g (an) nie jest ograniczony z góry, to dla każdej liczby

rzeczywistej M istnieje taki numer nM , że anM
> M . Wtedy

dla n > nM zachodzi nierówność an > anm
> M , a to oznacza,

że lim
n→∞

an = +∞ .

Dowód dla cia֒gu nierosna֒cego Czytelnik przeprowadzi sam

lub skorzysta z tego, co już udowodnilísmy dla cia֒gu (−an) .

Przyk lad 15.18 lim
n→∞

n2+7n−13
5n2−17n+1 = lim

n→∞
1+7/n−13/n2

5−17/n+1/n2 =

tw. o granicy
=========

ilorazu

lim(1+7/n−13/n2)
lim(5−17/n+1/n2)

tw. o granicy sumy,
==============

różnicy i iloczynu

= 1+7·lim(1/n)−13·lim(1/n)2

5−17·lim(1/n)+lim(1/n)2 = 1+7·0−13·02

5−17·0+)1 = 1
5 .

Przyk lad 15.19 Niech an = 1+ 1
22 + 1

32 + · · ·+ 1
n2 . Oczywíscie

spe lniona jest nierówność an < an+1 , czyli cia֒g (an) jest ścísle

rosna֒cy. Ma wie֒c granice֒. Wykażemy, że jest ona skończona. Dla

n > 2 mamy an = 1 + 1
22 + 1

32 + · · · + 1
n2 < 1 + 1

1·2 + 1
2·3 + · · · +

+ 1
(n−1)·n = 1+1− 1

2
+ 1

2
− 1

3
+· · ·+ 1

n−1
− 1

n
= 1− 1

n
< 2 . Wobec tego

granica ta jest skończona i nie przekracza liczby 2 . Znalezienie
tej granicy to jednak problem zupe lnie innej natury i na razie zaj-
mować sie֒ nim nie be֒dziemy. Czytelnik zechce wykazać, że granica

jest mniejsza od liczby 7
4 i zechce wskazać jeszcze mniejsza֒ liczbe֒

M dla której nierówność an < M jest spe lniona dla wszystkich
liczb naturalnych n .

Przyk lad 15.20 Wykażemy jeszcze raz, że jeśli a > 1 , to
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lim
n→∞

n
√

a = 1 . Zauważmy najpierw, że n
√

a > n+1
√

a i n
√

a > 1

dla każdej liczby naturalnej n , wie֒c badany cia֒g jest nierosna֒cy

i ograniczony z do lu przez 1 , zatem ma granice֒ g i g > 1 . Każdy

jego podcia֒g jest zbieżny do liczby g , m.in. lim
n→∞

2n
√

a = g . Wobec

tego g = lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

(
2n
√

a
)2

=
(

lim
n→∞

2n
√

a
)2

= g2 . Jeśli

g = g2 , to g = 0 lub g = 1 , co w po la֒czeniu z nierównościa֒

g > 1 prowadzi do wniosku, że g = 1 .

W ostatnim przyk ladzie pokazalísmy, jak można omina֒ć kon-

kretne szacowania. Zasta֒pilísmy je twierdzeniem, które gwaran-

tuje istnienie granicy cia֒gu. Potem pojawi lo sie֒ równanie, którego

pierwiastkiem by la granica. Tak poste֒pujemy dosyć cze֒sto.

Przyk lad 15.21 Niech a > 0 i b > 0 oznaczaja֒ liczby rzeczy-

wiste. Niech a1 = b , an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Z nierówności o średniej

arytmetycznej i geometrycznej wnioskujemy, że dla każdego nu-

meru n zachodzi an+1 = 1
2

(
an+ a

an

)
>

√

an · a
an

=
√

a. Wobec tego

dla każdego n > 2 zachodzi nierówność an >
√

a , wie֒c również

an >
a
an

. Sta֒d wynika, że an+1 ∈
[

a
an

, an

]
— średnia dwu liczb

leży mie֒dzy nimi. Sta֒d w szczególności wynika, że an+1 6 an dla

n = 2, 3, . . . Cia֒g (an) ma wie֒c granice֒ i to nie mniejsza֒ niż
√

a .

Niech lim
n→∞

an = g . Wtedy

g = lim
n→∞

an+1 = = lim
n→∞

1
2

(
an + a

an

)
= 1

2

(
an + a

an

)
= 1

2 (g + 1
g ) ,

zatem g = 1
2 (g + a

g ) , wie֒c 1
2g = a

2g , czyli g2 = a . Sta֒d i z nie-

równości g >
√

a > 0 , wynika, że g =
√

a .

Przyk lad 15.22 Zajmowalísmy sie֒ już cia֒giem, którego wyraz

jest równy en =
(
1 + x

n

)n
. Wykażemy teraz, że dla każdej liczby

rzeczywistej x cia֒g ten jest niemaleja֒cy od pewnego momentu,

mianowicie jeśli n > −x , to
(
1 + x

n

)n
6

(
1 + x

n+1

)n+1
. Potem

wykażemy, że jest on ograniczony. Nierówność n > −x równoważ-
na jest nierówności n+x > 0 , z tej z kolei wynika, że n+1+x > 0 .

Wobec tego 1 + x
n = n+x

n > 0 i analogicznie 1 + x
n+1 > 0 . Wobec

142



Cia֒gi i ich granice

tego jeśli n > −x , to liczby
(
1+ x

n

)n
i

(
1+ x

n+1

)n+1
sa֒ dodatnie,

a wobec tego nierówność en =
(
1 + x

n

)n
6

(
1 + x

n+1

)n+1
= en+1

jest równoważna nierówności

1

1 + x
n

6
(1 + x

n+1 )n+1

(1 + x
n

)n+1
=

(

1 +
x

n+1 − x
n

1 + x
n

)n+1

=

=

(

1 +
−x

(n + 1)(n + x)

)n+1

.

Teraz skorzystamy z nierówności Bernoulli’ego:
(

1 + −x
(n+1)(n+x)

)n+1

> 1 + (n + 1) −x
(n+1)(n+x) = n

n+x =
1

1 + x
n

.

Skorzystać wolno, bo jeśli n > −x , to −x
(n+1)(n+x)

> −1 — ta

nierówność jest prawdziwa dla x < 0 , bo wtedy licznik i mianow-
nik sa֒ dodatnie, a gdy x > 0 , to 0 6

x
n+x < 1 . Wobec tego

udowodnilísmy monotoniczność cia֒gu (en) od pewnego miejsca.

Wynika sta֒d, że ma on granice֒, choć być może nieskończona֒. Jeśli

x 6 0 , to dla n > −x zachodzi nierówność 0 6 1 + x
n 6 1 ,

wie֒c 0 6
(
1 + x

n

)n
6 1 . W tym przypadku cia֒g jest ograniczo-

ny z góry przez liczbe֒ 1 , zatem lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
6 1 , a ponieważ

ten cia֒g od pewnego miejsca rośnie i ma dodatnie wyrazy, wie֒c

0 < lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
6 1 . Za lóżmy teraz, że x > 0 . Mamy wie֒c

(
1 + x

n

)n
=

(1 − x2

n2 )n

(1 − x
n )n

.

Wykażemy, że istnieje skończona granica lim
n→∞

(
1 − x2

n2

)n
.

Ponieważ 0 < lim
n→∞

(1 − x
n)n 6 1 , wie֒c z twierdzenia o granicy

ilorazu wyniknie, że granica lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
jest skończona.

Jeśli n > x > 0 , to − x2

n2 > −1 , wie֒c

1 >
(
1 − x2

n2

)n
> 1 + n

(
− x2

n2 ) = 1 − x2

n −−−−→
n→∞

1 .

Z twierdzenia o trzech cia֒gach wynika, że lim
n→∞

(
1 − x2

n2

)n
= 1 ,

zatem lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
=

1

lim
n→∞

(1 − x
n )n

.
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Podamy teraz bardzo ważna֒ definicje֒.

Definicja 15.23 (liczby e)

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Uwaga 15.24 Cia֒g o wyrazie
(
1 + 1

n

)n
jest niemaleja֒cy 15.4 ,

wie֒c dla każdego naturalnego n zachodzi nierówność e>
(
1+ 1

n

)n
,

np. e >
(
1 + 1

4

)4
= 625

256 = 2113
256 > 22

5 = 2,4 . Z dwu

równości lim
n→∞

(
1 − 1

n2 )n = 1 i e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
wynika, że

e =
1

(1 − 1
n )n

, przy czym z tego, że cia֒g o wyrazie (1 − 1
n )n jest

niemaleja֒cy wynika, że cia֒g o wyrazie
1

(1 − 1
n)n

jest nierosna֒cy,

zatem dla każdej liczby n > 2 zachodzi nierówność e 6
1

(1 − 1
n

)n
,

np. e 6
1

(1 − 1
6 )6

=
(

6
5

)6
=

(
1 + 1

5

)6
= 1 + 6

5
+ 6·5

1·2·52 + 6·5·4
1·2·3·53 +

+ 6·5·4·3
1·2·3·4·54 + 6·5·4·3·2

1·2·3·4·5·55 + 1
56 = 1 + 6

5 + 6
10 + 4

52 + + 3
53 + 6

55 + 1
56 =

=1 + 1,2 + 0,6 + 0,16 + 0,024 + 0,00192 + 0,000064 = 2,985984 ,
wie֒c wykazalísmy, że 2, 4 < e < 3 . Ten rezultat jest niedok ladny.

Można przekonać sie֒, że e ≈ 2,718281828 , ale nie be֒dziemy teraz

przybliżać dok ladniej, bo później osia֒gniemy lepsze wyniki znacz-

nie mniejszym nak ladem pracy. Dodajmy, że e nie jest liczba֒

wymierna֒ (to wiedzia l już L.Euler, 1707-1783), o czym be֒dziemy

w stanie przekonać sie֒ wkrótce. Można też wykazać, że e to

liczba przeste֒pna, wie֒c taka, która nie jest pierwiastkiem żadnego

niezerowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych. Ostatnie

stwierdzenie jest trudniejsze (C.Hermite, 1822 -1901). Liczba e

jest jedna֒ z najważniejszych w matematyce, wyste֒puje w wielu

sytuacjach i nie sposób wyobrazić sobie matematyki bez niej.

Przyk lad 15.23 lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)n
= 1 . Dla każdej liczby natu-

ralnej n zachodzi nierówność 1 6
(
1 + 1

n2

)n
. Oszacujemy wyraz

15.4
tyle udowodnilísmy, ale później okaże sie֒, że jest ścísle rosna֒cy.

144



Cia֒gi i ich granice

cia֒gu z góry. Zastosujemy nierówność Bernoulliego. Mamy

1 <
(
1 + 1

n2

)n
=

1

(1 − 1
n2+1 )n

6
1

1 − n
n2+1

=
1

1 − 1
n+ 1

n

−−−−→
n→∞

1 .

Obiecana teza wynika z twierdzenia o trzech cia֒gach.

Przyk lad 15.24 lim
n→∞

(
1 + x+y

n

)n
= lim

n→∞

(
1+ x

n

)n
lim

n→∞

(
1+ y

n

)n

dla dowolnych liczb x, y ∈ R . Udowodnimy ten wzór. Niech

n > 2|x| + 2|y| . Wtedy liczby 1 + x
n , 1 + y

n i 1 + x+y
n , sa֒ do-

datnie. Wystarczy udowodnić, że 1 = lim
n→∞

(1 + x
n )n(1 + y

n)n

(1 + x+y
n )n

=

= lim
n→∞

(

1 +
xy
n2

1 + x+y
n

)n

. Z nierówności n > 2|x| + 2|y| wynika,

że 1 + x+y
n > 1

2 i
∣
∣xy
n2

∣
∣ < 1

4 , zatem
∣
∣
∣

xy
n2

1 + x+y
n

∣
∣
∣ <

1

2
. Z nierówności

Bernoulli’ego wynika, że
(

1 +
xy
n2

1 + x+y
n

)n

> 1 + n
xy
n2

1 + x+y
n

= 1 +
xy
n

1 + x+y
n

−−−−→
n→∞

1 .

Mamy też
∣
∣
∣

xy
n2

(1 + x
n

)(1 + y
n

)

∣
∣
∣ <

1
22

(1 − 1
2 )(1 − 1

2 )
= 1 , zatem

(1 + x+y
n

)n

(1 + x
n )n(1 + y

n)n
=

(

1 −
xy
n2

(1 + x
n)(1 + y

n)

)n

>

> 1 −
xy
n

(1 + x
n)(1 + y

n)
−−−−→
n→∞

1 .

Wobec tego zachodzi nierówność:

1 +
xy
n

1 + x+y
n

6
(1 + x

n
)n(1 + y

n
)n

(1 + x+y
n )n

6
1

1 −
xy
n

(1 + x
n )(1 + y

n)

.

Z niej i twierdzenia o trzech cia֒gach wynika, że zachodzi równość

1 = lim
n→∞

(1 + x
n

)n(1 + y
n

)n

(1 + x+y
n

)n
, a z niej — dowodzona teza.

Lemat 15.25
Jeśli a

b < c
d i mianowniki b, d maja֒ ten sam znak, to zachodzi

nierówność a
b < a+c

b+d < c
d .
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Dowód. Mnoża֒c nierówność a
b < c

d przez liczbe֒ bd > 0 otrzy-

mujemy nierówność równoważna֒ wyj́sciowej: ad < bc . Mnoża֒c

nierówność a
b < a+c

b+d przez liczbe֒ b(b + d) > 0 otrzymujemy:

a(b + d) < b(a + c) , a po redukcji ad < bc , co kończy dowód lewej

nierówności. Tak samo dowodzimy, że prawa jest prawdziwa.

Uwaga 15.26 a+c
b+d = b

b+d · a
b + d

b+d · c
d , wie֒c liczba a+c

b+d jest

średnia֒ ważona֒ liczb a
b i c

d z wagami b
b+d i d

b+d . Wagi to nie-

ujemne liczby o sumie 1 . W tym przypadku pojawi ly sie֒ dwie, ale

ogólnie może być ich wie֒cej.

Niech p1 > 0, p2 > 0, . . . , pn > 0 , p1 + p2 + · · · + pn = 1
i n > 2 . Czytelnik udowodni, że jeśli wśród liczb rzeczywistych
x1, x2, . . . , xn sa֒ co najmniej dwie różne, to

min(x1,x2, . . . , xn)<p1x1 +p2x2 + · · ·+pnxn <max(x1,x2, . . . , xn).

Oznacza to, że średnia ważona n liczb leży mie֒dzy najmniejsza֒

i najwie֒ksza֒ z nich.

Teraz zajmiemy sie֒ twierdzeniem, które dosyć rzadko jest

formu lowane w pocza֒tkowej fazie nauki o cia֒gach.

Twierdzenie 15.27 (Stolza)

Za lóżmy, że wszystkie wyrazy cia֒gu (bn) sa֒ różne od 0 , że jest

on ścísle monotoniczny oraz że istnieje granica g = lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
.

Jeśli spe lniony jest jeden z warunków:

15.27.1 cia֒g (bn) ma granice֒ nieskończona֒,

15.27.2 cia֒gi (an) i (bn) sa֒ zbieżne do 0 ,

to cia֒g
(

an

bn

)

ma granice֒ i zachodzi równość:

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
an+1 − an

bn+1 − bn
= g .

Dowód. Bez straty ogólności rozważań można przyja֒ć, że cia֒g

(bn) jest ścísle rosna֒cy, bo można go zasta֒pić cia֒giem (−bn) .

Niech m i M be֒da֒ takimi liczbami rzeczywistymi, że m< g < M ;

jeśli g = −∞ , to rozważamy tylko M , gdy g = +∞ — tylko m .
Dla dowodu tezy wystarczy wykazać, że dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n zachodzi nierówność m < an

bn
< M.
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Niech m′ i M ′ be֒da֒ takimi liczbami rzeczywistymi, że

m < m′ < g < M ′ < M .

Ponieważ granica֒ cia֒gu
(

an+1−an

bn+1−bn

)

jest g , wie֒c istnieje taka licz-

ba naturalna n0 , że dla każdej liczby naturalnej n > n0 i dowolnej
liczby naturalnej k zachodza֒ nierówności:

m′ < an+1−an

bn+1−bn
< M ′

m′ < an+2−an+1

bn+2−bn+1
< M ′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

m′ <
an+k−an+k−1

bn+k−bn+k−1
< M ′

Cia֒g (bn) jest ścísle rosna֒cy, wie֒c bj+1 − bj > 0 dla dowol-

nego numeru j . Z lematu 15.26 i pierwszych dwu nierówności

wynika, że liczba an+2−an

bn+2−bn
= (an+2−an+1)+(an+1−an)

(bn+2−bn+1)+(bn+1−bn) leży mie֒dzy

liczbami an+1−an

bn+1−bn
i an+2−an+1

bn+2−bn+1
, a ponieważ te leża֒ mie֒dzy liczba-

mi m′ i M ′ , wie֒c spe lniona jest nierówność

m′ < an+2−an

bn+2−bn
< M ′ .

W ten sam sposób wynika nierówność

m′ < an+3−an+2

bn+3−bn+2
< M ′ .

Z otrzymanych nierówności wynika naste֒pna:

m′ < an+3−an

bn+3−bn
< M ′ .

Prosta indukcja kończy dowód nierówności

m′ <
an+k−an

bn+k−bn
< M ′ .

Skorzystawszy z za lożenia (15.27.2) i twierdzenia o arytmetycz-

nych w lasnościach granicy cia֒gu stwierdzamy, że dla każdego nu-

meru n zachodzi równość

lim
k→∞

an+k−an

bn+k−bn
= −an

−bn
= an

bn
.

Z niej i z twierdzenia o szacowaniu wynika, że dla każdego n > n0

zachodzi nierówność
m < m′ 6

an

bn
6 M ′ < M ,

a to oznacza, że zakończylísmy dowód twierdzenia przy za lożeniu

(15.27.2).

Skorzystamy teraz z za lożenia (15.27.1). Nierówność

147



Cia֒gi i ich granice

m′ <
an+k−an

bn+k−bn
< M ′

możemy przepisać w postaci

m′ <

an+k

bn+k
− an

bn+k

1 − bn

bn+k

< M ′ .

Ta nierówność jest równoważna naste֒puja֒cej (przyp. bn+k > bn )

m′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
<

an+k

bn+k
< M ′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
.

Niech n = n0 + 1 . Ponieważ limk→∞m′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
= m′

i m < m′ , wie֒c istnieje taka liczba k0 , że dla k > k0 zachodzi

nierówność m′(1− bn

bn+k

)
+ an

bn+k
> m . Podobnie istnieje taka liczba

k1 , że dla k > k1 mamy M ′(1 − bn

bn+k

)
+ an

bn+k
< M . Wobec tego

jeśli k > max(k0, k1) , to zachodzi nierówność podwójna

m <
an+k

bn+k
< M .

Ta obserwacja kończy dowód twierdzenia.

Przyk lad 15.25 Znajdziemy granice֒ lim
n→∞

17+2+···+n7

n8 . Oczy-

wíscie lim
n→∞

n8 = ∞ . Cia֒g (n8) jest ścísle rosna֒cy. Można wie֒c

spróbować użyć twierdzenie Stolza. Niech an = 17 + 2+ · · · + n7 ,

bn = n8 . Mamy an+1−an = (n+1)7 i bn+1−bn = (n+1)8−n8 =

=8n7 + 28n6 + 56n5 + 70n4 + 56n3 + 28n2 + 8n + 1 . Wobec tego

mamy an+1−an

bn+1−bn
= (n+1)7

8n7+28n6+56n5+70n4+56n3+28n2+8n+1 , zatem

lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
=

(1 + 1
n

)7

8 + 28
n + 56

n2 + 70
n3 + 56

n4 + 28
n5 + 8

n6 + 1
n7

.

Z tej równości i twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach gra-

nicy wynika natychmiast, że lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
= 1

8 i wobec tego

z twierdzenia Stolza wynika, że

lim
n→∞

17+2+···+n7

n8 = lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
an+1−an

bn+1−bn
= lim

n→∞
1
8 .

W ostatnim przyk ladzie pokazalísmy, jak można wykorzys-
tać twierdzenie Stolza w typowy sposób. To ważne i skuteczne
twierdzenie. Z jego si la֒ zapoznać sie֒ można stosuja֒c je w różnych

zadaniach. Podamy jeszcze jeden przyk lad, w zasadzie bezsen-
sowny.
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Przyk lad 15.26 Na maturze rozszerzonej w 2005 r pojawi lo sie֒

zadanie: znaleźć granice֒ lim
n→∞

1+4+7+···+3n−2
5+7+9+···+2n+3 . Można je rozwia֒-

zać stwierdzaja֒c, że 1 + 4 + 7 + · · · + 3n − 2 = n(3n−1)
2 oraz

5+7+9+ · · ·+2n+3 = n(n+4) , a naste֒pnie stosuja֒c twierdzenie

o arytmetycznych w lasnościach granicy cia֒gu. Wynik to 3
2

.

Jednak co najmniej jeden z maturzystów napisa l coś takiego:

lim
n→∞

1+4+7+···+3n−2
5+7+9+···+2n+3

∞

∞==== lim
n→∞

3n−2
2n+3

= lim
n→∞

3−2/n
2+3/n

= 3−0
2+0

= 3
2

.

Symbol ∞
∞ ludziom obeznanym z twierdzeniem Stolza i z regu la֒ de

l’Hospitala, o której be֒dziemy jeszcze mówić, sugeruje, że autor ma

na myśli jedno z tych twierdzeń, w tym przypadku może to być
tylko twierdzenie Stolza. Niestety to tylko hipoteza i w rzeczy-
wistości nie wiadomo, co uczeń mia l na myśli, może napisa l te֒

równość nie myśla֒c w ogóle o uzasadnieniu. U latwi lby prace֒

sprawdzaja֒cym, gdyby napisa l coś w rodzaju: z twierdzenia Stolza

wynika, że . . . Autor tej ksia֒żeczki przypuszcza, że jednak rozwia֒-

zanie zosta lo uznane, chociaż równie dobrze można by lo uznać,
że brak wyjaśnień uniemożliwia stwierdzenie, że zdaja֒cy wiedzia l,

jakim twierdzeniem (niezbyt popularnym w szko lach) sie֒ pos luży l

i uznać zadanie za nierozwia֒zane! Redaguja֒c rozwia֒zanie zadania

lub problemu należy troche֒ myśleć o tych, którym przyjdzie tekst

przeczytać i dać im szanse zrozumienia pamie֒taja֒c o tym, że każdy

myśli ,,po swojemu”.

Twierdzenie 15.28 (o podcia֒gach monotonicznych)

Z każdego cia֒gu liczbowego można wybrać podcia֒g monotoniczny.

Dowód. Niech (an) be֒dzie dowolnym cia֒giem liczb rzeczywis-

tych. Możliwe sa֒ dwa przypadki:

1◦ każdy podcia֒g cia֒gu (an) zawiera najwie֒kszy wyraz, tzn. taki

wyraz an0
, że dla każdego k zachodzi nierówność ank

6 an0
;

2◦ istnieje podcia֒g, który nie zawiera najwie֒kszego wyrazu.

Pokażemy, że w pierwszym przypadku można z cia֒gu wybrać

podcia֒g nierosna֒cy, a w drugim — ścísle rosna֒cy.

Rozpatrujemy pierwsza֒ możliwość. Niech n1 be֒dzie naj-

mniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której an1
jest najwie֒kszym
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wyrazem cia֒gu (an) . Za lóżmy, że zdefiniowalísmy już liczby

n1 < n2 < . . . < nk i to tak, że jeśli m > nj , to am 6 anj

Niech ank+1
be֒dzie najwie֒kszym spośród wyrazów naste֒puja֒cego

podcia֒gu cia֒gu (an) : ank+1 , ank+2 , ank+3 , . . . Jasne jest, że

ank+1
6 ank

oraz że am 6 ank+1
dla m > nk+1 . Zdefiniowalísmy

wie֒c podcia֒g nierosna֒cy cia֒gu (an) .

Kolej na drugi przypadek. Aby nie komplikować oznaczeń za-

 lożymy, że w cia֒gu (an) nie ma najwie֒kszego wyrazu — z cia֒gu

(an) można wybrać podcia֒g o tej w lasności i oznaczyć go przez

(an) . Niech n1 = 1 . an1
nie jest najwie֒kszym wyrazem cia֒gu

(an) , wie֒c istnieje wyraz od niego wie֒kszy. Niech n2 be֒dzie

najmniejsza֒ liczba֒ naturalna֒, dla której zachodzi nierówność

an1
< an2

. Za lóżmy, że zdefiniowalísmy już w taki sposób numery

n1 <n2 <. . .<nk , że zachodza֒ nierówności an1
<an2

< . . . <ank
.

ank
nie jest najwie֒kszym wyrazem cia֒gu ank

, ank+1, ank+2, . . . ,

bo wtedy liczba max(a1, a2, . . . , ank
) by laby najwie֒kszym wy-

razem cia֒gu (an) . Niech nk+1 be֒dzie najmniejsza֒ taka֒ liczba֒

naturalna֒, dla której spe lnione sa֒ obie nierówności nk+1 > nk

i ank+1
> ank

. Jasne jest, że zdefiniowalísmy indukcyjnie ścísle

rosna֒cy podcia֒g cia֒gu (an) .

Czytelnik zauważy, że w tym rozumowaniu korzystalísmy wy-
 la֒cznie w w lasności nierówności, innych w lasności liczb rzeczy-

wistych nie wykorzystalísmy wcale. Można wie֒c rozpatrywać za-

miast cia֒gów liczb rzeczywistych cia֒gi elementów pewnego zbioru,

które umiemy porównywać, przy czym nierówność jest przechod-
nia itd. Moga֒ to być np. cia֒gi zbiorów, jeśli przyjmiemy, że

nierównościa֒ jest zawieranie: A ⊆ B zamiast a 6 b dla liczb

rzeczywistych. Prawdziwe jest wobec tego stwierdzenie: z każ-

dego cia֒gu zbiorów (An) można wybrać taki podcia֒g (Ank
) , że

An1
⊆An2

⊆An3
⊆x . . . albo (Ank

) , że An1
⊇ An2

⊇ An3
⊇ . . .

Teraz udowodnimy bardzo ważne twierdzenie, z którego póź-
niej przyjdzie nam wielokrotnie korzystać.

Twierdzenie 15.29 (Bolzano–Weiestrassa)

Z każdego cia֒gu liczb rzeczywistych można wybrać podcia֒g, który
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ma granice֒; z cia֒gu ograniczonego można wybrać podcia֒g zbieżny

do granicy skończonej.

Dowód. Z cia֒gu (an) wybieramy podcia֒g monotoniczny (po-

przednie twierdzenie). Ma on granice֒, co jest treścia֒ twierdzenia

o granicy cia֒gu monotonicznego.

Jak widać ca la praca zosta la wykonana wcześniej. Dodajmy,
że na ogó l podawany jest nieco inny dowód tego twierdzenia. Na-
szkicujemy go teraz w przypadku cia֒gu ograniczonego. Za lóżmy,

że wszystkie wyrazy cia֒gu (an) leża֒ w przedziale P = [−m,m] .

Co najmniej jedna z jego po lówek (dalej oznaczona przez P1 ), za-

wiera nieskończenie wiele wyrazów cia֒gu, tj. istnieje nieskończenie

wiele takich numerów n , że an ∈ P1 . Przyjmujemy P1 = [b1, c1].

Niech P2 = [b2, c2] oznacza te֒ po lówke֒ przedzia lu P1 , która zawie-

ra nieskończenie wiele wyrazów cia֒gu. Kontynuujemy definiowa-

nie kolejnych po lówek. W wyniku otrzymujemy cia֒g przedzia lów

P1 = [b1, c1] ⊇ P2 = [b2, c2] ⊇ P3 = [b3, c3] ⊇ . . .

Wynika sta֒d, że cia֒g (bn) jest niemaleja֒cy, a cia֒g (cn) — nie-

rosna֒cy. Maja֒ wie֒c one granice, przy czym lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

cn.

W rzeczywistości granice te sa֒ równe, bo cn − bn = m
2n+1 oraz

lim
n→∞

m
2n+1 = 0 . Wybieramy teraz podcia֒g (ank

) tak, by anj
∈ Pj

oraz n1 < n2 < n3 < . . . Ten podcia֒g jest zbieżny na mocy

twierdzenia o trzech cia֒gach: bk 6 ank
6 ck .

W przypadku cia֒gu nieograniczonego teza jest oczywista.

Możemy teraz zaja֒ć sie֒ tak zwanym warunkiem Cauchy’ego.

Definicja 15.30 (cia֒gu Cauchy’ego)

(an) jest cia֒giem Cauchy’ego (lub: spe lnia warunek Cauchy’ego)

wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdej liczby ε > 0 istnieje taka liczba naturalna nε , że jeśli

m, k > nε , to |am − ak| < ε .

Mówia֒c niedok ladnie cia֒g spe lnia warunek Cauchy’ego jeśli

odleg lości mie֒dzy wyrazami o dużych numerach sa֒ bardzo ma le.

W istocie rzeczy dowód tego, że cia֒g geometryczny o ilorazie

q 6 −1 nie ma granicy skończonej polega l na wykazaniu, że nie
spe lnia on warunku Cauchy’ego.
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Twierdzenie 15.31 (Cauchy’ego)

Cia֒g jest zbieżny (czyli ma skończona֒ granice֒) wtedy i tylko wtedy,

gdy spe lnia warunek Cauchy’ego.

Dowód. Za lóżmy najpierw, że cia֒g ma skończona֒ granice֒ g .

Niech ε > 0 . Wtedy istnieje taka liczba nε , że jeśli k,m > nε ,

to |am − g| < ε
2 i |ak − g| < ε

2 . Spe lnione sa֒ wtedy nierówności

|am − ak| = |am − g + g − ak| 6 |am − g| + |g − ak| < ε
2 + ε

2 = ε .

Za lóżmy, że cia֒g a1, a2, a3, . . . spe lnia warunek Cauchy’ego.

Istnieje wtedy n1 takie, że dla k,m > n1 mamy |ak − am| < 1 .

Niech m = n1 + 1 . Wtedy |ak| − |am| 6 |ak − am| < 1, zatem

|ak| 6 1 + |am| dla wszystkich dostatecznie dużych k . Ozna-

cza to, że cia֒g (an) jest ograniczony. Wybierzmy z cia֒gu (an)

podcia֒g zbieżny
(
anj

)
. Niech g oznacza jego granice֒. Wykażemy,

że g jest granica֒ ca lego cia֒gu. Jeśli ε > 0 , to dla dostatecznie

dużych k,m zachodza֒ nierówności |ak −am| < ε
2 i |anj

−g| < ε
2 .

Ponieważ m, k, j sa֒ wybierane dowolnie, byle by ly dostatecznie

duże, i nm > m , wie֒c można wybrać je tak, by m = nj . Wtedy

dla dostatecznie dużego k mamy

|ak −g| 6 |ak −am|+ |am−g| = |ak −am|+ |anj
−g| < ε

2 + ε
2 = ε ,

co oznacza, że g = lim
n→∞

an .

Uwaga 15.32 Czytelnik może nieco zdziwić sie֒, bo z twierdzenia

Cauchy’ego wynika, że cia֒gi Cauchy’ego to cia֒gi zbieżne. Nada-

lísmy wie֒c tym cia֒gom dwie nazwy. Obie sa֒ używane, bo w nieco

ogólniejszej sytuacji, gdy zamiast liczb rzeczywistych rozważana
jest dowolna przestrzeń metryczna, równoważności na ogó l nie ma
— poje֒cie cia֒gu Cauchy’ego jest nieco ogólniejsze niż poje֒cie cia֒gu

zbieżnego: zdarzaja֒ sie֒ przestrzenie metryczne, w których niektóre

cia֒gi Cauchy’ego nie maja֒ granicy.

Twierdzenie 15.33
Cia֒g ma granice֒ wtedy i tylko wtedy, gdy każdy jego podcia֒g ma

granice֒.

Dowód. Jeśli cia֒g ma granice֒, to jest ona granica֒ wszystkich jego

podcia֒gów bez wzgle֒du na to, czy jest skończona, czy nie. Drugie

wynikanie jest jeszcze prostsze: cia֒g jest swoim podcia֒giem.
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Twierdzenie 15.34
Z cia֒gu, który nie ma granicy, można wybrać dwa podcia֒gi, które

maja֒ różne granice.

Dowód. Niech g be֒dzie granica֒ jednego z podcia֒gów. Ponieważ

g 6= lim
n→∞

an , wie֒c istnieje taka liczba M > g , że dla nieskończenie

wielu numerów n zachodzi nierówność an > M albo taka liczba
m < g , że dla nieskończenie wielu numerów n spe lniona jest
nierówność an < m . W pierwszym przypadku możemy wybrać

z cia֒gu (an) podcia֒g (ank
) o wyrazach wie֒kszych niż M , który

ma granice֒ g1 . Zachodzi wie֒c nierówność g1 = lim
k→∞

ank
> M > g.

W drugim przypadku możemy wybrać podcia֒g (anl
) o wyrazach

mniejszych niż m , który ma granice֒ g2 , wie֒c o g2 6 m < g .

Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 15.27 Niech an =1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · + (−1)n−1 · 1

n .

Wykażemy, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒. Niech m > k .

Wówczas |am − ak| =
∣
∣ 1
k+1 − 1

k+2 + · · · + (−1)m−k+1 · 1
m

∣
∣ =

= 1
k+1 − 1

k+2 + · · · + (−1)m−k+1 · 1
m 6

1
k+1 — wynika to od razu

z nierówności: − 1
k+2 + 1

k+3 < 0 , − 1
k+4 + 1

k+5 < 0 itd. oraz

nierówności 1
k+1 − 1

k+2 > 0 , 1
k+3 − 1

k+4 > 0 , itd. Wynika sta֒d,

że jeśli k >
⌊

1
ε

⌋
i m > k , to |am − ak| < ε , a to oznacza, że cia֒g

(an) spe lnia warunek Cauchy’ego, wie֒c jest zbieżny.

Przyk lad 15.28 Niech an = 1+ 1
2 + 1

3 + 1
4 +· · ·+ 1

n . Oczywíscie

dla każdego numeru n zachodzi nierówność an < an+1 , a to ozna-

cza, że cia֒g (An) jest ścísle rosna֒cy. Jako ścísle monotoniczny ma

granice֒. Wykażemy, że lim
n→∞

an = ∞ . Gdyby tak nie by lo to cia֒g

spe lnia lby warunek Cauchy’ego. Dla n > 1 mamy jednak

a2n − an = 1
n+1 + 1

n+2 + · · · + 1
2n > n · 1

2n = 1
2 .

Wobec tego warunek Cauchy’ego spe lniony nie jest, np. jeżeli

ε = 1
2

, to nie można znaleźć takiej liczby nε , że jeśli m, k > nε ,

to |am − ak| < 1
2

= ε . .

Przyk lad 15.29 Przyjmijmy, że dla n > 1 zachodzi równość

an = −1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 − 1

5 − 1
6 − 1

7 − 1
8 − 1

9 + 1
10 + · · ·+ (−1)⌈

√
n⌉ 1

n .
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Wykażemy, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒. Mamy:
a1 < a2 < a3 < a4 > a5 > . . . > a9 < a10 < . . . < a16 > a17 >
> a18 > . . . > a25 < a26 < . . . Wynika sta֒d, że aby wykazać,

że cia֒g (an) jest cia֒giem Cauchy’ego, wystarczy wykazać, że cia֒g

(an2) spe lnia warunek Cauchy’ego.

Niech k > 1 be֒dzie liczba֒ naturalna֒. Mamy wtedy:
2
k = k−1

k2−k + k
k2 < 1

(k−1)2+1 + · · · + 1
k2−k

︸ ︷︷ ︸

k−1 sk ladników

+ 1
k2−k+1 + · · · + 1

k2

︸ ︷︷ ︸

k sk ladników

<

< k−1
(k−1)2+1

+ k
k2−k+1

< k−1
(k−1)2

+ k
k2−k

= 2
k−1

.

Niech sk = 1
(k−1)2+1

+ · · ·+ 1
k2−k

+ 1
k2−k+1

+ · · ·+ 1
k2 . Wiemy już,

że 2
k

< sk < 2
k−1

dla każdej liczby naturalnej k > 1 . Mamy wie֒c

0 = 2
k
− 2

k
< sk − sk+1 < 2

k−1
− 2

k+1
,

2
k+2

= 0 + 2
k+2

< sk − sk+1 + sk+2 < 2
k−1

− 2
k+1

+ 2
k+1

= 2
k−1

,

0 = 2
k+2

− 2
k+2

< sk − sk+1 + sk+2 − sk+3 < 2
k−1

− 2
k+3

.

Te oszacowania można kontynuować (indukcja). W wyniku dla do-

wolnej liczby naturalnej ℓ otrzymujemy naste֒puja֒ce nierówności:

0 < sk − sk+1 + sk+2 − sk+3 + · · · + (−1)ℓsk+ℓ < 2
k−1 .

Zauważmy, że an2 = −s1 + s2 − s3 + · · · + (−1)nsn . Niech m

i n > m be֒da֒ liczbami naturalnymi. Wtedy

an2 − am2 = sm+1 − sm+2 + sm+3 − sm+4 + · · · + (−1)n−m+1sn ,

zatem |an2 − am2 | = sm+1 − sm+2 + · · · + (−1)n−m+1sn < 2
m .

Za lóżmy, że ε > 0 i m > 2
ε . Wtedy spe lniona jest nierówność

|an2 − am2 | < ε , a to oznacza, że cia֒g (an2) spe lnia warunek

Cauchy’ego, zatem jest zbieżny.

Twierdzenie 15.35 (o cia֒g lości funkcji k
√

)

Jeśli an > 0 dla każdej liczby naturalnej n i lim
n→∞

an = g , to

dla każdej liczby naturalnej k zachodzi równość lim
n→∞

k
√

an = k
√

g.

Jeśli k jest liczba֒ nieparzysta֒, to teza jest prawdziwa bez za loże-

nia nieujemności wyrazów cia֒gu (an) .

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy

z cia֒gu ( k
√

an) można wybrać podcia֒g (anm
) , który ma granice֒

a 6= k
√

g > 0 . Z twierdzenia o granicy iloczynu cia֒gów wynika,
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że wtedy ak =
(

lim
m→∞

k
√

anm

)k
= lim

m→∞

(
k
√

anm

)k
= lim

m→∞
anm

= g , co

przeczy nierówności a 6= k
√

g . Jeśli g < 0 i k jest nieparzyste, to

dowód przebiega identycznie.

Uwaga 15.36 (o przestrzeniach metrycznych)

W matematyce używa sie֒ cze֒sto terminu przestrzeń metryczna.

Chodzi o zbiór, w którym zdefiniowano odleg lość mie֒dzy punk-

tami. Przestrzenia֒mi metrycznymi sa֒: prosta, p laszczyzna, zwyk-

 la przestrzeń trójwymiarowa, odcinek, trójka֒t. Można też definio-

wać odleg lość mie֒dzy funkcjami. Podamy ścis le określenie.

Przestrzenia֒ metryczna֒ nazywamy taki zbiór X , którego każ-

dym dwóm elementom x , y przypisana zosta la liczba ̺(x, y)

w taki sposób, że

M1 ̺(x, y) > 0 dla dowolnych x, y ∈ X ;

M2 ̺(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y ;

M3 ̺(x, y) = ̺(y, x) dla dowolnych x, y ∈ X ;

M4 ̺(x, y) + ̺(y, z) > ̺(x, z) dla dowolnych x, y, z ∈ X .

W przestrzeni metrycznej można zdefiniować kule otwarte:
jeśli p ∈ X oraz r > 0 , to kula֒ otwarta֒ o środku p i promieniu

r nazywamy zbiór B(p, r) = {x ∈ X : ̺(p, x) < r}.
Na p laszczyźnie można zdefiniować odleg lość np. za po-

moca֒ wzoru ̺
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=

√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ,

co odpowiada zwyk lemu sposobowi mierzenia odleg lości mie֒dzy

punktami p laszczyzny (twierdzenie Pitagorasa).

Teraz nie be֒dziemy zajmować sie֒ przestrzeniami metryczny-

mi, ale pokażemy, jak można w zbiorze R = R ∪ {−∞,∞} zdefi-

niować sensowna֒ metryke֒.

Niech f(x) = x√
1+x2

i dodatkowo f(∞) = 1 , f(−∞) = −1.

Funkcja f przekszta lca domknie֒ta֒ prosta֒ R na odcinek [−1, 1] .

Jest ona różnowartościowa. Przyjmujemy ̺
R

(x, y)= |f(x)−f(y)|
dla dowolnych punktów x, y ∈ R . Czytelnik zechce sprawdzić, że

̺
R

jest metryka֒ w zbiorze R oraz, że lim
n→∞

an = g wtedy i tylko

wtedy, gdy lim
n→∞

̺
R

(an, g) = 0 dla każdego cia֒gu liczbowego (an)

niezależnie od tego, czy granica g jest skończona, czy nie.
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Zadania
1. Znaleźć lim

n→∞
an , jeśli ta granica istnieje, gdy an =

a. 1+n+3n7+n2

n2−n+13
; b. 1+n+3n+n2

n2−n+13
;

c. 1+n+3n7+n2

n2−n8+13 ; d.
√

n + 1 −√
n ;

e.
√

n +
√

n −√
n ; f.

√
1 + 2(−1)n ;

g. n
√

1k + 2k + · · · + nk , k ∈ N ; h. n
√

n ;

i. 1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ · · · + 1√
n2+n

; j. 12+22+32+···+n2

n3−n+13 ;

k. 10
1 · 11

3 · 12
5 · . . . · n+9

2n−1 ; l. (−2)n+3n

(−2)n+1+3n+1 ;

m. n
2n ; n. n13

2n ;

o. 1+q+q2+· · ·+qn−1, |q| < 1 ; p. nqn , |q| < 1 ;

r. 1 + 2q + 3q2 + · · · + nqn−1 , |q| < 1 .

2. Wykazać, że granica lim
n→∞

√

1 +

√

2 +
√

3 + · · · +
√

n istnieje

i wyjaśnić, czy jest ona skończona.

3. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1− 1

2

)
·
(
1− 1

3

)
·
(
1− 1

4

)
·. . .·

(
1− 1

n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona równa 0 .

4. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1 − 1

22

)
·
(
1 − 1

23

)
· . . . ·

(
1 − 1

2n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona równa 0 .

5. Wykazać, że granica lim
n→∞

(
1 + 1

22

)
·
(
1 + 1

23

)
· . . . ·

(
1 + 1

2n+1

)

istnieje i wyjaśnić, czy jest ona skończona.

6. Niech a1 =
√

2 , a2 =
√

2 +
√

2 , a2 =

√

2 +
√

2 +
√

2 , . . .

Wykazać, ze cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒.

7. Wykazać, że

a. lim
n→∞

(
1 − 1

n2

)n
= 1 ; b. lim

n→∞

(

1 − 1
3
√

n5

)n

= 1 ;

c. lim
n→∞

(
1 + 2

n

)n
= e2 ; d. lim

n→∞

(
1 + 2n

n2−n+1

)n
= e2.

8. Wykazać, że lim
n→∞

(
1 + k

n

)n
= ek dla każdego k ∈ N .

9. Wykazać, że jeśli lim
n→∞

nan = 0 , to lim
n→∞

(
1 + an

)n
= 1 .

10. Wykazać, że jeśli lim
n→∞

nan = k , dla k ∈ N , to zachodzi wzór:

lim
n→∞

(
1 + an

)n
= ek .
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11. Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej k > 2 zachodzi

nierówność e > 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + · · · + 1

k! > (1 + 1
k )k .

12. Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi

nierówność e −
(
1 + 1

1! + 1
2! + 1

3! + · · · + 1
n!

)
< 1

n·n! .

13. Korzystaja֒c z poprzedniego zadania wykazać, że liczba e jest

niewymierna.

14. Udowodnić, że każdy cia֒g zbieżny zawiera wyraz najmniejszy

lub najwie֒kszy.

15. Wykazać, że jeśli cia֒g (an) zawiera takie dwa podcia֒gi (an′

k
)

i (an′′

k
) zbieżne do tej samej granicy g , że każdy wyraz cia֒gu

(an) jest wyrazem co najmniej jednego z tych dwóch pod-

cia֒gów, to lim
n→∞

an = g . 15.5

16. Niech a1 > 0 i an+1 = 1
1+an

. Udowodnić, że cia֒g (an) ma

skończona֒ granice֒.

17. Niech a1 = 0 , a2 = 1 i an+2 = 1
2 (an+1 + an) dla każdego

n = 1, 2, 3, . . . . Wykazać, że cia֒g (an) ma skończona֒ granice֒

i znaleźć ja֒.

18. Niech a0 = 9 , a1 = 27 i an+2 = 2
3
an + 1

3
an+1 dla każdego

n = 0, 1, 2, . . . . Wyjaśnić, czy cia֒g (an) jest jest zbieżny.

Jeśli ma granice֒, znaleźć ja֒.

19. Niech c be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. Niech a1 =
√

c i niech

an+1 =
√

c + an . Wykazać, że cia֒g (an) ma skończona֒

granice֒ i znaleźć ja֒.

20. Wykazać, że jeśli g > 0 jest liczba֒ niewymierna֒, pn ∈ Z ,

qn ∈ N dla n = 1, 2, 3, . . . i lim
n→∞

pn

qn
= g , to zachodzi równość

lim
n→∞

pn = ∞ = lim
n→∞

qn .

21. Za lóżmy, że cia֒g (an) nie jest ograniczony z góry, ani z do lu

oraz że lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 . Dowieść, że jeśli x ∈ R , to

istnieje taki ścísle rosna֒cy cia֒g (nm) , że x = lim
m→∞

anm
, tzn:

każda liczba rzeczywista jest granica֒ podcia֒gu cia֒gu (an) .

15.5
Twierdzenie sformu lowane w tym zadaniu autor tego tekstu lubi nazywać
twierdzeniem o scalaniu.
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22. Wyrazy cia֒gu an sa֒ nieujemne. Dla dowolnych liczb natu-

ralnych m,n spe lniona jest nierówność am+n 6 am + an .

Wykazać, że cia֒g o wyrazie an

n ma skończona֒ granice֒.

23. Niech a i b be֒da֒ liczbami dodatnimi. Niech a1 = b i niech

an+1 = 1
2

(
an + a

an

)
. Wykazać, że istnieja֒ takie liczby dodat-

nie c i q ∈ (0, 1) , że dla każdej liczby naturalnej n spe lniona

jest nierówność
∣
∣an − √

a
∣
∣ < cq2n

. Wskazać konkretna֒ pare֒

liczb c , q w przypadku a = 5 i b = 3 .
Można wywnioskować sta֒d, że cia֒g an jest bardzo szybko

zbieżny do liczby
√

a , np. że liczba dok ladnych cyfr liczby√
a przy zasta֒pieniu an przez an+1 co najmniej podwaja sie֒

(dla dostatecznie dużych n , przy czym w przypadku a = 5 ,

b = 3 jest tak nieomal od samego pocza֒tku).

24! Za lóżmy, że funkcja f jest wielomianem. Udowodnić, że dla

każdego przedzia lu domknie֒tego [a, b] ⊂ R istnieje taka liczba

L > 0 , że jeśli x, y ∈ [a, b] , to |f(x) − f(y)| 6 L|x − y| .
25! Wykazać, że jeśli istnieje taka liczba L > 0 , że nierówność

|f(x) − f(y)| 6 L|x− y| zachodzi dla dowolnych x, y ∈ R , to

stopień wielomianu f nie jest wie֒kszy niż 1 .

26. Za lóżmy, że funkcja f jest wielomianem n –tego stopnia

o wspó lczynnikach ca lkowitych oraz f(a) = 0 i a /∈ Q .

Dowieść, że istnieje taka liczba C > 0 , że dla każdej pary

liczb p ∈ Z , q ∈ N spe lniona jest nierówność
∣
∣p
q − a

∣
∣ >

C
qn .

27. Podać przyk lad liczby rzeczywistej, np. podaja֒c jej rozwi-

nie֒cie dziesie֒tne, która nie jest pierwiastkiem żadnego nieze-

rowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Takie liczby nazywane sa֒ przeste֒pnymi (termin angielski to:

transcendental number). W roku 1844 Liouville korzystaja֒c

z twierdzenia, którego dowód jest treścia֒ poprzedniego zada-

nia, wskaza l po raz pierwszy liczby przeste֒pne.

28. Dowieść, że jeśli lim
n→∞

an = g , to lim
n→∞

a1+a2+···+an

n = g .

Podać przyk lad takiego cia֒gu (bn) , który nie ma granicy, że

istnieje granica lim
n→∞

1
n(b1 + b2 + · · · + bn) .
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29. Dowieść, że jeśli zachodzi równość lim
n→∞

an = g i wszyst-

kie wyrazy cia֒gu (an) sa֒ dodatnie, to prawdziwy jest wzór

lim
n→∞

n
√

a1 · a2 · · · · · an = g . Podać przyk lad takiego cia֒gu

liczb dodatnich (bn) , który nie ma granicy, że istnieje granica

lim
n→∞

n
√

b1 · b2 · · · · · bn .

30. Dowieść, że jeśli zachodzi równość lim
n→∞

an = g i wszyst-

kie wyrazy cia֒gu (an) sa֒ dodatnie, to prawdziwy jest wzór

lim
n→∞

n
1

a1
+ 1

a2
+··· 1

an

= g . Podać przyk lad takiego cia֒gu liczb

dodatnich (bn) , który nie ma granicy, że istnieje granica

lim
n→∞

n
1

b1
+ 1

b2
+··· 1

bn

.

31. Znaleźć kresy zbioru X zdefiniowanego za pomoca֒ wzoru:

X =
{

b
a+b+c + c

b+c+d + d
c+d+a + a

d+a+b : a, b, c, d > 0
}

.

32. Niech a1 = 1 i an+1 = 2an+1
an+1 , oraz b1 = 2 i bn+1 = 2bn+1

bn+1 .

Udowodnić, że sup{an : n ∈ N} = inf{bn : n ∈ N} .

33. Znaleźć lim
n→∞

n
√

2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · · + n · 2n .

34. Dla dowolnej liczby x ∈ R znaleźć lim
n→∞

⌊nx⌋
n .

35. Znaleźć lim
n→∞

n
√

n! .

36. Niech x ∈ R . Znaleźć lim
n→∞

1
n2

(
⌊x⌋ + ⌊2x⌋ + · · · + ⌊nx⌋

)
.

37. Udowodnić, że dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dla dowol-
nej liczby naturalnej n istnieja֒ takie ca lkowite liczby k, l , że

|kx + l| < 1
n .

38. Dla jakich liczb dodatnich x cia֒g
(
n( n

√
x − 1)

)
jest zbieżny?

39. Dowieść, że lim
n→∞

1k+2k+···+nk

nk+1 = 1
k+1 dla dowolnego k ∈ N .

40. Dowieść, że lim
n→∞

(k+1)(1k+2k+···+nk)−nk+1

(k+1)nk = 1
2 dla dowolnego

k ∈ N .
41! Niech a > 1 be֒dzie liczba֒ rzeczywista֒, a ℓ – naturalna֒.

Wykazać, że lim
n→∞

nℓ

an = 0 .

42. Podać przyk lad takiego cia֒gu (an) o granicy +∞ , że równość

lim
n→∞

(an+k − an) = 0 jest spe lniona dla każdego k ∈ N .
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43. Niech a > b > 0 be֒da֒ liczbami rzeczywistymi. Definiujemy

a1 = 1
2
(a + b) , b1 =

√
ab , an+1 = 1

2
(an + bn) , bn+1 =

√
anbn

dla n + 1, 2, 3, . . . Udowodnić, że cia֒gi (an) i (bn) sa֒ zbieżne

i to do wspólnej granicy.

44. Dowieść, że każda liczba z przedzia lu [0, 1] jest granica֒ pew-

nego podcia֒gu cia֒gu
(
n
√

2 −
⌊
n
√

2
⌋)

.

45. Dla dowolnego k ∈ N obliczyć lim
n→∞

n
(

k

√

1 + 1
n − 1

)
.

46. Dla dowolnych liczb a, b > 0 obliczyć lim
n→∞

(
n
√

a+
n
√

b
2

)n

.

47. Dany jest taki cia֒g (an) , że z każdego jego podcia֒gu (anm
)

można wybrać podcia֒g, którego granica֒ jest g . Udowodnić,

że lim
n→∞

an = g .

48. Niech a i a1 be֒da֒ liczbami dodatnimi. Zdefiniujmy cia֒g (an)

indukcyjnie: an+1 = 1
3 (2an + a

a2
n

) dla n = 1, 2, . . . . Znaleźć

lim
n→∞

an w zależności od a .

49. Niech x be֒dzie liczba֒ dodatnia֒. W zależności od x znaleźć

lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · . . . · (1 + x2n

) .

50. Obliczyć lim
n→∞

(
23−1
23+1 · 33−1

33+1 · . . . · n3−1
n3+1

)

.

51! Dowieść, że jeśli istnieje lim
n→∞

(an+1−an) , to istnieje lim
n→∞

an

n

i obie granice sa֒ równe. Czy z istnienia granicy lim
n→∞

an

n

wynika istnienie granicy lim
n→∞

(an+1 − an) ?

52! Dowieść, że jeśli istnieje lim
n→∞

|an+1|
|an| , to istnieje lim

n→∞
n
√

|an|
i obie granice sa֒ równe.

53. Niech (a1,n) , (a2,n) , (a3,n) , . . . be֒da֒ dowolnymi ograniczony-

mi cia֒gami liczb rzeczywistych. Udowodnić, że istnieje wtedy

taki ścísle rosna֒cy cia֒g (nm) liczb naturalnych, że wszystkie

cia֒gi (a1,nm
) , (a2,nm

) , (a3,nm
) , . . . sa֒ zbieżne — jest ich

nieskończenie wiele!
54. Korzystaja֒c z poprzedniego zadania wykazać, że wśród trójka֒-

tów wpisanych w okra֒g o promieniu 1 istnieje trójka֒t o naj-

wie֒kszym obwodzie.
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55. Dane sa֒ takie ko la K1 , K2 , K3 , . . . , że dla dowolnej liczby

naturalnej n ko la K1 , K2 , K3 , . . . ,Kn można tak umieścić
w kwadracie Q , by ich wne֒trza by ly parami roz la֒czne. Do-

wieść, że w kwadracie Q można tak umieścić wszystkie ko la
K1 , K2 , K3 , . . . , by wne֒trza każdej pary by ly roz la֒czne.

56! Zbiór P z lożony z podzbiorów zbioru R nazywamy pokry-
ciem zbioru A ⊂ R wtedy i tylko wtedy, gdy każdy punkt
zbioru A jest punktem pewnego zbioru P ∈ P . Dowieść, że

z każdego pokrycia przedzia lu domknie֒tego [a, b] przedzia la-

mi otwartymi można wybrać pokrycie skończone.
57. Rozstrzygna֒ć, czy w zadaniu poprzednim można rozważać

pokrycie przedzia lu [a, b] dowolnymi przedzia lami zamiast

pokrycia przedzia lami otwartymi.

58. Dowieść, że jeśli P jest pokryciem zbioru [a, b] przedzia lami

otwartymi, to istnieje taka liczba λ > 0 , że jeśli |x − y| < λ

i x, y ∈ [a, b] , to istnieje taki przedzia l P ∈ P , że x, y ∈ P .

59. Niech (an) be֒dzie cia֒giem liczb dodatnich, który zawiera pod-

cia֒g zbieżny do liczby 0 . Wykazać, że istnieje nieskończe-

nie wiele wskaźników n , dla których wyraz an jest mniejszy
od wszystkich wyrazów, które go poprzedzaja֒, tzn. istnieje

nieskończenie wiele takich liczb k , że ak < aj dla wszystkich

numerów j < k .

60. Za lóżmy, że wyrazy niemaleja֒cego cia֒gu (an) sa֒ dodatnie.

Wykazać, że zbiór z lożony z granic wszystkich podcia֒gów

cia֒gu

(
an

n + an

)

jest przedzia lem domknie֒tym.

61. Niech (an) be֒dzie cia֒giem dodatnich liczb ca lkowitych. Defi-

niujemy:

rn =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 + . . .

. . . +
1

an

Wykazać, że cia֒g (rn) jest zbieżny oraz że lim
n→∞

rn /∈ Q .
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62! Dowieść, że jeśli cia֒g liczb ca lkowitych ma skończona֒ granice֒,

to prawie wszystkie wyrazy tego cia֒gu sa֒ równe.

63! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = ∞ = lim
n→∞

bn i lim
n→∞

(an − bn)

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

64! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

bn = ∞ i lim
n→∞

anbn

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

65! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 0 , lim
n→∞

bn = 0 i lim
n→∞

an

bn

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = −7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

Definicja 15.37 (niektórych pote֒g)

Dla każdej liczby a > 0 i naturalnej n określamy a1/n = n
√

a .

Przyjmujemy, że a0 = 1 dla a 6= 0 i a−n = 1
an dla n ∈ N .

66! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , że zachodza֒

równości lim
n→∞

an = 1 , lim
n→∞

bn = ∞ i lim
n→∞

abn
n

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = 1
7

,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

67! Podać przyk lad takich dwóch cia֒gów (an) i (bn) , zbieżnych

do 0 , że ∀n(an > 0) oraz lim
n→∞

abn
n

(a) = 0 , (b) =
√

13 , (c) = 1
7 ,

(d) = ∞ , (e) = −∞ , (f) nie istnieje.

68. Niech f(x) = x(1 − x) dla 0 6 x 6 1 . Definiujemy cia֒g

(an) wzorami a1 = a , an+1 = f(an) dla n = 1, 2, 3 . . . .

Udowodnić, że dla każdego a ∈ [0, 1] cia֒g (an) ma granice֒.

69. Niech 5 6 a0 i an+1 = a2
n − 10an + 30 dla n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Znaleźć granice֒ cia֒gu (an) w zależności od a0 .
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70. Niech an+1 = a3
n − 6a2

n + 12an − 6 dla n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Wyjaśnić, czy cia֒g (an) ma granice֒ i znaleźć ja֒, jeśli istnieje.

Wynik może zależeć od a0 .

71.∗ Niech f(x) = 1 − |1 − 2x| . Niech a1 = a , an+1 = f(an)

dla n = 1, 2, 3 . . . . Dowieść, że istnieje taka liczba a ∈ [0, 1] ,

że dla każdej liczby x ∈ [0, 1] istnieje podcia֒g cia֒gu (an) ,

którego granica֒ jest liczba x .
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