
NAJPROSTSZE UK LADY RÓWNAŃ

Najprostszy uk lad równań to uk lad dwóch równań pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi

{

a1x + b1y = c1,

a2x + b2y = c2,
(1)

gdzie a1,a2, b1, b2, c1, c2 sa֒ liczbami rzeczywistymi. Chodzi o zna-

lezienie takiej pary liczb rzeczywistych x, y , dla równości (1) sa֒

spe lnione jednocześnie. Tych par może być wiele.
Za lóżmy od razu, że co najmniej jedna z liczb a1, a2, b1, b2 ,

np. b1 jest różna od 0 .
Spróbujemy ten uk lad równań rozwia֒zać. Mnoża֒c pierwsze

równanie przez b2 , a drugie — przez b1 , a potem odejmuja֒c je

stronami, otrzymujemy (a1b2−a2b1)x = c1b2−c2b1 . Z pierwszego

równania możemy wyznaczyć y = −a1

b1
x + c1

b1
. Wykazalísmy, że

jeśli jakaś para liczb spe lnia uk lad (1), to spe lnia też uk lad

{

(a1b2 − a2b1)x = c1b2 − c2b1,
y = −a1

b1
x + c1

b1
.

(1′)

W taki sam sposób wykazujemy, że każda para, która spe lnia uk lad

(1′) , spe lnia też uk lad (1) . Te uk lady sa֒ równoważne.

Jeśli a1b2 − a2b1 6= 0 , to para x = c1b2−c2b1
a1b2−a2b1

, y = c2a1−c1a2

a1b2−a2b1

jest jedynym rozwia֒zaniem uk ladu (1) . W tym przypadku mó-

wimy, że uk lad jest oznaczony (ma skończenie wiele rozwia֒zań).

Jeśli a1b2 − a2b1 = 0 , to aby uk lad mia l (1′) rozwia֒zanie,

musi być spe lniony warunek c1b2 − c2b1 = 0 . Wtedy każda liczba

x ∈ R spe lnia pierwsze równanie uk ladu (1′) . Wobec tego dla

każdego x ∈ R para (x,−a1

b1
x+ c1

b1
) jest rozwia֒zaniem uk ladu (1′) .

W tym przypadku mówimy, że uk lad jest nieoznaczony (ma

nieskończenie wiele rozwia֒zań).

Jeśli uk lad nie ma rozwia֒zań, to mówimy, że jest sprzeczny.

Uwaga 13.1 Jeśli b1 6= 0 i a1b2 − a2b1 = 0 = c1b2 − c2b1 ,

to 0 = c1(a1b2 − a2b1) − a1(c1b2 − c2b1) = b1(a1c2 − a2c1) , wie֒c

również a1c2 − a2c1 = 0 .
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Otrzymane rezultaty maja֒ interpretacje֒ geometryczna֒. Jeśli

b1 6= 0 , to równanie a1x + b1y = c1 opisuje prosta֒ L1 . Drugie

równanie przedstawia p laszczyzne֒ (gdy a2 = b2 = c2 = 0 ), prosta֒

L2 (gdy co najmniej jedna z liczb a2, b2 jest różna od 0 ) lub

zbiór pusty (gdy a2 = b2 = 0 6= c2 ). Gdy drugie równanie opisuje

p laszczyzne֒, to zbiór rozwia֒zań uk ladu jest prosta֒ opisana֒ przez

pierwsze równanie.
Za lóżmy, że drugie równanie opisuje prosta֒. Jeśli prosta L2

nie jest ona równoleg la do prostej L1 , to rozwia֒zaniem uk ladu jest

punkt wspólny L1 i L2 . Jeśli prosta L2 jest równoleg la do L1 i
L1 6= L2 , to uk lad nie ma rozwia֒zań. Jeśli L1 = L2 , to zbiorem

rozwia֒zań uk ladu jest L1 .

Wreszcie, gdy L2 = ∅ , to ca ly uk lad rozwia֒zań nie ma.

Zanim opowiemy coś o bardziej skomplikowanych uk ladach
równań, wprowadzimy przydatne definicje. Rozpatrujemy funkcje

fi: X −→ R , gdzie X ⊆ R
k , i = 1, 2, . . . , n a R

k jest zbiorem

z lożonym z k –tek z liczb rzeczywistych, tzn. elementami R
1 sa֒

liczby rzeczywiste, elementami R
2 — pary liczb rzeczywistych,

elementami R
3 — trójki liczb rzeczywistych itd. Zbiór R

k nazy-
wamy k –wymiarowa֒ przestrzenia֒ rzeczywista֒, a jego elementy

punktami.
Rozwia֒zaniem uk ladu n równań z k niewiadomymi

(2)











f1(x1, x2, . . . , xk) = 0
f2(x1, x2, . . . , xk) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x1, x2, . . . , xk) = 0

nazywamy zbiór takich punktów p = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k , że

f1(p) = 0 , f2(p) = 0 , . . . , fn(p) = 0 . Be֒dziemy też mówić, że

k –tka spe lnia uk lad równań. Podobnie można zdefiniować rozwia֒-

zanie uk ladu nierówności. Czasem rozwia֒zaniem uk ladu nazywane

sa֒ te punkty p przestrzeni R
k , dla których zachodza֒ równości

f1(p) = 0 , f2(p) = 0 , . . . , fn(p) = 0 . Sa֒, jak widać, dwie

terminologie troche֒ różnia֒ce sie֒, jednak odrobina uwagi przy ich

stosowaniu zabezpiecza nas przed nieporozumieniem.
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Niech n 6 m be֒da֒ liczbami ca lkowitymi, an ,an+1 , . . . , am

— liczbami rzeczywistymi. Definiujemy nowy symbol
∑m

j=n aj := an + an+1 + · · · + am .

Podobnie
∏m

j=n := an · an+1 · . . . · am .

Przyk lad 13.1 Niech a0, a1, . . . , an ∈ R . Wtedy
n

∑

i=0

(

n
∑

j=0

aiaj

)

=

n
∑

i=0

ai

(

n
∑

j=0

aj

)

=
(

n
∑

i=0

ai

)(

n
∑

j=0

aj

)

=
(

n
∑

i=0

ai

)2

.

Pokazalísmy za pomoca֒ nowego symbolu, że suma wszystkich ilo-

czynów postaci aiaj to kwadrat sumy liczb a0, a1, . . . , an .

Przyk lad 13.2 Funkcja

n
∑

j=0

ajx
j to wielomian, jeśli an 6= 0 ,

to wielomian n –tego stopnia o wspó lczynnikach a0, a1, . . . , an .

Uwaga 13.2
Jeśli ai,j sa֒ liczbami rzeczywistymi dla 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 n , to

zamiast pisać

n
∑

i=0

(

n
∑

j=0

ai,j

)

piszemy cze֒sto

n
∑

i,j=0

ai,j .

Definicja 13.3 (wielomianu wielu zmiennych)

Funkcje֒ f : Rk −→ R nazywamy wielomianem zmiennych x1 , x2 ,

x3 , . . . , xk , jeśli istnieja֒ takie liczby rzeczywiste aj1,j2,...,jk
, gdzie

0 6 j1 6 n , 0 6 j2 6 n ,. . . , 0 6 jk 6 n , że dla każdego punktu

x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

(3) f(x) =
n

∑

j1,j2,...,jk=0

aj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k .

Stopniem wielomianu f zmiennych x1 , x2 , . . . , xk nazywamy

liczbe֒ max{j1 + j2 + · · · + jk : aj1,j2,...,jk
6= 0} .

Twierdzenie 13.4 (o jednoznaczności wspó lczynników)

Jeśli dla każdego x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

f(x) =
∑n

j1,j2,...,jk=0 aj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k =

=
∑n

j1,j2,...,jk=0 bj1,j2,...,jk
· xj1

1 · xj2
2 · . . . · xjk

k = g(x) ,
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to dla każdego (j1, j2, . . . , lk) zachodzi równość

aj1,j2,...,jk
= bj1,j2,...,jk

.13.1

Dowód. Stosujemy indukcje֒ wzgle֒dem k . Dla k = 1 twierdze-

nie jest prawdziwe, co udowodnilísmy w poprzednim rozdziale.
Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomia-
nów k − 1 zmiennych. Lewa֒ strone֒ można zapisać w postaci

n
∑

j=0

fj(x1, x2, . . . , xk−1)xj

k , gdzie

fj(x1, x2, . . . , xk−1)=
n

∑

j1,j2,...,jk−1=0

aj1,j2,...,jk−1,j ·xj1
1 ·xj2

2 ·. . .·xjk−1

k−1 .

Analogicznie można posta֒pić z prawa֒ strona֒ otrzymuja֒c sume֒
n

∑

j=0

gj(x1, x2, . . . , xk−1)xj

k .

Dla każdego (x1, x2, . . . , xk−1) ∈ R
k−1 mamy wie֒c dwa wielomia-

ny jednej zmiennej xk , których wartości sa֒ równe we wszyst-

kich punktach prostej. Wobec tego odpowiednie wspó lczynniki sa֒

równe, czyli fj(x1, x2, . . . , xk−1) = gj(x1, x2, . . . , xk−1) dla każde-

go (x1, x2, . . . , xk−1) ∈ R
k−1 . Z za lożenia indukcyjnego wynika,

że odpowiednie wspó lczynniki wielomianów fj i gj sa֒ równe, a

to oznacza, że odpowiednie wspó lczynniki wielomianów f i g sa֒

równe. Dowód zosta l zakończony.

Stopniem wielomianu x2 + y3 + x3y zmiennych x, y jest licz-
ba 4 . Podobnie jak w przypadku wielomianów jednej zmiennej
przyjmujemy, że stopniem wielomianu zerowego jest −∞ . Można
też udowodnić twierdzenie o jednoznaczności rozk ladu na czyn-
niki nierozk ladalne, ale jest ono nieco trudniejsze niż dla jednej
zmiennej, bo nie dzia la algorytm Euklidesa. Wielomian zmiennych
x1, x2, . . . , xk można potraktować jako wielomian zmiennej xk ,
którego wspó lczynnikami sa֒ wielomiany pozosta lych zmiennych.

W omówionym przyk ladzie mielísmy k = n = 2 , X = R
2 ,

f1(x, y) = a1x + b1y − c1 i f2(x, y) = a2x + b2y − c2 . Funkcje f1

13.1
Po obu stronach równości wyste֒puja֒ te same indeksy, ale to nie zmniejsza

ogólności twierdzenia, bo wiele wspó lczynników może być zerami — nie
zak ladamy np., że stopień którejkolwiek strony jest równy n , zawsze można
dopisać odpowiednia֒ liczbe֒ zer
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i f2 by ly wielomianami stopnia 6 1 zmiennych x, y . W dyskusji

uk ladu (1) za lożylísmy od razu, że stopień wielomianu f1 jest

równy 1 ( b1 6= 0 ).

Rozwia֒zywanie uk ladów równań jest na ogó l trudnym proble-

mem i niestety nie ma ogólnych metod ich rozwia֒zywania. Czasem

problem można uprościć.

Przyk lad 13.3 Rozwia֒żemy uk lad

{

x2 + y2 = 13,
xy = 6.

Ten uk lad można uprościć przyjmuja֒c u = x+y i v = xy . Wtedy

x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy = u2 − 2v . Uk lad przybiera postać
{

u2 − 2v =13,
v =6.

Sta֒d od razu mamy v = 6 i u2 = 25 , wie֒c v = 6 i u = 5 lub

v = 6 i u = −5 . Pierwotny uk lad jest równoważny temu, że
{

x + y = 5,

xy = 6
lub

{

x + y = −5,

xy = 6.

Jego rozwia֒zaniami sa֒ cztery pary liczb: x = 2 , y = 3 ; x = 3 ,

y = 2 ; x = −2 , y = −3 i x = −3 , y = −2 .
Przypomnijmy, że jeśli x + y = b i xy = c , to liczby x i y

sa֒ pierwiastkami równania t2 − bt + c = 0 .

Można zapytać, w jakich przypadkach można stosować pod-
stawienie u = x+y , v = xy . Odpowiedź na to pytanie jest prosta,
ale musimy poprzedzić ja֒ definicja֒.

Definicja 13.5 (funkcji symetrycznej)

Funkcja f : Rk −→ R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

dla każdej permutacji σ: {1, 2, . . . , k} −→ {1, 2, . . . , k} i każdego

(x1, x2, . . . , xk) ∈ R
k zachodzi równość

f(x1, x2, . . . , xk) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)) .

Wielomiany x2 +y2 , xy , x4−x2y3−x3y2 +y4 sa֒ symetrycz-

ne. Wielomiany x2−y2 , x+2y , x3 +x2y+y3 nie sa֒ symetryczne.

Twierdzenie 13.6 (o wielomianach symetrycznych)

Jeśli jest wielomianem symetrycznym zmiennych x i y , to istnieje

taki wielomian g: R2 → R , że równość g(x + y, xy)=f(x, y) ma

miejsce dla dowolnego punktu (x, y) ∈ R
2 .
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Dowód. Udowodnimy to twierdzenie przez indukcje֒ wzgle֒dem

stopnia wielomianu f . Jeśli stopień jest równy 1 , to f(x, y) =

=ax + by + c . Ponieważ a + c = f(1, 0) = f(0, 1) = b + c , wie֒c

a = b . Wobec tego f(x, y) = a(x+ y) + c , wie֒c wystarczy przyja֒ć

g(u, v) = u + c , by przekonać sie֒, że twierdzenie jest prawdziwe

dla wielomianów stopnia pierwszego.
Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielo-

mianów stopnia nie wie֒kszego niż k i że f jest wielomianem

stopnia k + 1 . Z twierdzenia o jednoznaczności wspó lczynników
wynika, że jeśli w zapisie wielomianu f wyste֒puje sk ladnik axrys,

to wyste֒puje też sk ladnik axsyr . Wystarczy wie֒c teze֒ indukcyjna֒

wykazać jedynie dla wielomianów postaci axrys + axsyr . Jeśli

0 < r < s , to axrys + axsyr = a(xy)r(ys−r + xs−r) , zatem

wystarczy w ża֒danej postaci przedstawić wielomian ys−r + xs−r ,

co jest możliwe dzie֒ki za lożeniu indukcyjnemu. Pozostaje jedynie

rozpatrzeć, że wielomian xk+1 + yk+1 . Mamy teraz

xk+1 + yk+1 = xk+1 + xky + xyk + yk+1 − xy(xk−1 + yk−1) =

= (x + y)(xk + yk) − xy(xk−1 + yk−1) ,

a ten wielomian można przedstawić w ża֒danej postaci na mocy

za lożenia indukcyjnego.
Twierdzenie to pozostaje w mocy dla wielomianów symet-

rycznych dowolnej liczby zmiennych, ale wtedy trzeba zamiast
u = x + y i v = xy mówić o zmiennych:

u1 = x1 + x2 + · · · + xk ,
u2 = x1x2 + x1x3 + · · · + x1xk + x2x3 + x2x4 + · · · + xk−1xk

u3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · · + xk−2xk−1xk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

uk = x1 · x2 · . . . · xk ,
zwanych elementarnymi wielomianami symetrycznymi.

Czytelnik zauważy, że

(t + x1)(t + x2) . . . (t + xk) = uk + tuk−1 + · · · + tk−1u1 + tk .
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Zadania

Rozwia֒zać uk lad równań

1.

{

x + xy + y = 11,

x2y + xy2 = 30.

3.







x2 − yz = 3,

y2 − zx = 4,

z2 − xy = 5.

5.







x2 + y2 + xy = 37,

x2 + z2 + xz = 28,

y2 + z2 + yz = 19.

7.

{

3
√

x + 3
√

y = 4,

xy = 27.

2.

{

x2 − xy + y2 = −11,

(x2 − y2)xy = 180.

4.

{

x + y + z = 9,
1
x

+ 1
y

+ 1
z

= 1,

xy + yz + zx = 27.

6.

{

x + y + z = 9,

xy + yz + zx = 26,

xyz = 24.

8.

{

x5 − y5 = 992,

x − y = 2.

9.

{

x + y = 1,√
x +

√
y = 1.

10.

{

x2 + y2 = uv,

u2 + v2 = xy.

11. Rozwia֒zać w liczbach naturalnych uk lad
{

x + y = uv,

u + v = xy.

12. Rozwia֒zać uk lad równań

{

x+y

1+xy
= 2a

1+a2 ,
x−y

1−xy
= 2b

1+b2
,

gdzie a, b sa֒ da-

nymi liczbami rzeczywistymi.

13. Rozwia֒zać uk lad równań



























x1(x6 + x2) = x3 + x5,

x2(x1 + x3) = x4 + x6,

x3(x2 + x4) = x5 + x1,

x4(x3 + x5) = x6 + x2,

x5(x4 + x6) = x1 + x3,

x6(x5 + x1) = x2 + x4.

14. Rozwia֒zać uk lad równań



























x1x2 = 1,

x2x3 = 2,

x3x4 = 3,

. . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1xn = n − 1,

xnx1 = n.

15. Dla jakich a ∈ R uk lad

{

x + y + z = 2,

xy + yz + zx = 1,

xyz = a

ma rozwia֒zania

rzeczywiste?
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16. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = 0 , to

a2 + b2 = 1 = c2 + d2 i ac + bd = 0 .

17. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = −1
2 , to

a2 + ab + b2 = c2 + cd + d2 .

18. Dowieść, że jeśli







a2+ k2 + p2 = 1,

b2+ m2 + q2 = 1,

c2+ n2 + r2 = 1,

i

{

ab + km + pq = 0,

bc + mn + qr = 0,

ca + nk + rp = 0,

to







a2 + b2 + c2 = 1,

k2 + m2 + n2 = 1,

p2 + q2 + r2 = 1,

i

{

ak + bm + cn = 0,

kp + mq + nr = 0,

pa + qb + rc = 0.
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