
KWANTYFIKATORY

W matematyce cze֒sto pojawiaja֒ sie֒ zdania postaci dla każ-

dego x zachodzi ϕ(x) , dla pewnego x zachodzi ϕ(x) , np. dla

każdej liczby naturalnej x zachodzi nierówność x > 1 , dla pew-
nej liczby naturalnej x zachodzi nierówność x < 100 , każdy zbiór
zawiera zbiór pusty, istnieje liczba naturalna, która nie jest suma֒

dwóch kwadratów liczb ca lkowitych (np. liczba 3 ).

Wyrażenia dla każdego x. . . , dla każdego x ∈ A zaste֒pu-

jemy w razie potrzeby symbolem ∀x . ∀x∈A — ten symbolem

nazywamy kwantyfikatorem6.1 ogólnym lub dużym. Wyrażenia dla

pewnego x , dla pewnego x ∈ A , istnieje takie x , że . . . , istnieje

takie x ∈ A , że zaste֒pujemy symbolem ∃ , ∃x∈A . Ten sym-

bol nazywamy kwantyfikatorem szczegó lowym lub ma lym, czasem
egzystencjalnym.

Stosuja֒c wprowadzone w laśnie oznaczenia zamiast s lów moż-

na cztery zdania wypowiedziane na pocza֒tku tego rozdzia lu za-

pisać tak: (∀x∈N)(x > 1) , (∃x∈N)(x < 100) , (∀A)(A ⊇ ∅) ,

(∃x∈N)(∀a,b∈Z)(x 6= a2 + b2) . Podkreślić wypada, że należy je

przeczytać tak: każda liczba naturalna x jest wie֒ksza od 1 lub

równa 1 , istnieje liczba naturalna x mniejsza niż 100 , każdy zbiór

A zawiera zbiór pusty, istnieje liczba naturalna x , która nie jest

równa sumie a2 + b2 dla każdych liczb ca lkowitych a, b — tu
symbole N i Z oznaczaja֒ jak zwykle zbiory liczb naturalnych

i ca lkowitych. Pod znakiem kwantyfikatora może też wysta֒pić

zdanie, np. (∀x>7)(x2 > 49) , należy to przeczytać tak: kwadrat

każdej liczby wie֒kszej niż 7 jest wie֒kszy niż 49 .

Zachodzi naste֒puja֒ce

Twierdzenie 6.1 (wzory de Morgana)

¬(∀xϕ(x)) ≡ ∃x(¬ϕ(x)) , ¬(∃xϕ(x)) ≡ ∀x¬ϕ(x) .

6.1
S lowo kwantyfikator pochodzi od  lacińskich s lów quantum — ile i facere
— czynić. Kwantyfikator ogólny oznacza, że zdanie ϕ(x) jest prawdziwe
ogólnie (dla bardzo wielu, bo dla wszystkich x), kwantyfikator szczegó lowy
oznacza, że zdanie ϕ(x) jest prawdziwe dla co najmniej jednego x , czyli
że jest prawdziwe w szczególnych przypadkach. Oznaczenie dzís stosowane
pochodza֒ z angielskiego ∀ to odwrócona litera A, bo dla każdego to po

angielsku for all , kwantyfikator szczegó lowy oznaczamy symbolem ∃ , wie֒c

odwrócona֒ litera֒ E, bo istnieje to po angielsku exists.
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Wypowiemy je s lowami. Zdanie nieprawda, że dla każdego

x zachodzi zdanie ϕ(x) jest równoważne zdaniu istnieje x , dla

którego prawda֒ jest zaprzeczenia zdania ϕ(x) . Zdanie nie jest

prawda֒, że istnieje x , dla którego zdanie ϕ(x) jest prawdziwe

jest równoważne zdaniu dla każdego x prawdziwe jest zaprzeczenie

zdania ϕ(x) .

Przyk lad 6.1

¬
(

∀x∈N(x > 1)
)

⇔
(

∃x∈N¬(x > 1)
)

⇔
(

∃x∈N(x < 1)
)

.

Przyk lad 6.2

¬
(

∃x∈N∀a,b∈Z

)

(x 6= a2 + b2) ⇔ ∀x∈N

(

¬∀a,b∈Z

)

(x 6= a2 + b2) ⇔

⇔
(

∀x∈N∃a,b∈Z

)

¬(x 6= a2 + b2) ⇔
(

∀x∈N∃a,b∈Z

)

(x = a2 + b2) .

Jeśli dwa kwantyfikatory ogólne wyste֒puja֒ jeden po drugim,

to możemy zmienić ich kolejność: ∀x∀yϕ(x, y) ⇔ ∀y∀xϕ(x, y) ,

np. zdanie ∀x∈N∀y∈N(x2 + y + 1 ∈ N) jest równoważne zdaniu

∀y∈N∀x∈N(x2 + y + 1 ∈ N) . To samo dotyczy kolejnych kwanty-

fikatorów szczegó lowych.

Nie wolno zmieniać kolejności wyste֒powania kwantyfikatora

ogólnego i szczegó lowego: zdania ∀x∃y(ϕ(x, y)) i ∃y∀x(ϕ(x, y))

na ogól nie sa֒ równoważne. Zdanie ∀x∈N∃y∈N(x < y + 7) jest

prawdziwe (czytamy je: dla każdej liczby naturalnej x istnieje taka

liczba naturalna y , że x < y +7 — wystarczy przyja֒ć y = x+1 ).

Zdanie ∃y∈N∀x∈N(x < y + 7) jest fa lszywe (czytamy je: istnieje

taka liczba y ∈ N , że nierówność x < y + 7 zachodzi dla każdej

liczby x ∈ N ), bowiem nie jest prawda֒, że y + 8 < y + 7 , a jeśli

y ∈ N , to również y + 8 ∈ N .

Jeśli A jest zbiorem niepustym, to ze zdania ∀x∈A ϕ(x) wy-

nika zdanie ∃x∈A ϕ(x) , np. ze zdania ∀x∈N x > 1 wynika zdanie

∃x∈N x > 1 , np. x = 1 . Odwrotnego wynikania na ogó l nie

ma, np. z prawdziwego zdania ∃x∈N x2 < 7 nie wynika zdanie

∀x∈N x2 < 7 , które prawdziwe nie jest, bo na przyk lad nie jest

prawda֒, że 32 < 7 .

Symboli logicznych nie należy nadużywać, bo może prowadzić
to do zapisu utrudniaja֒cego zrozumienie treści zdania. Przekona-

my sie֒, że w pewnych sytuacjach pomagaja֒ one np. zrozumieć
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różnice֒ mie֒dzy różnymi stwierdzeniami brzmia֒cymi dosyć podob-

nie. Jednak zdanie:
∃p∈N ∀x∈N ∀y∈N

(

p 6= 1 ∧ (p = xy ⇒

⇒ ((x = 1 ∧ y = p) ∨ (x = p ∧ y = 1))
)

jest równoważne zdaniu: istnieje liczba naturalna, która ma dok-

 ladnie dwa dzielniki 1 i p , czyli zdaniu: istnieje liczba pierw-

sza. W tym przypadku, zdaniem autora, symbole logiczne raczej
przeszkadzaja֒.
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