
DZIA LANIA NA ZBIORACH

Definicja 5.1 (sumy zbiorów)

Suma֒ A∪B zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony ze wszyst-

kich elementów zbioru A i wszystkich elementów zbioru B :
s ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ,

czyli x jest elementem zbioru A ∪ B wtedy i tylko wtedy, gdy
należy do zbioru A lub do zbioru B .

Definicja 5.2 (cze֒́sci wspólnej zbiorów)

Cze֒́scia֒ wspólna֒ lub iloczynem A∩B zbiorów A i B nazywamy

zbiór z lożony ze wszystkich tych elementów, które jednocześnie
należa֒ do zbioru A i do zbioru B :

s ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B .
Jeśli A ∩ B = ∅ , to mówimy, że zbiory A i B sa֒ roz la֒czne.

Definicja 5.3 (różnicy zbiorów)

Różnica֒ A \ B zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony z tych

elementów zbioru A , które nie sa֒ elementami zbioru B :

x ∈ A \ B ⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B .

Definicja 5.4 (iloczynu kartezjańskiego zbiorów)

Iloczynem kartezjańskim zbiorów A i B nazywamy zbiór z lożony

ze wszystkich takich par (a, b) , że a ∈ A i b ∈ B . Pary różnia֒ce

sie֒ kolejnościa֒ elementów uważamy za różne, tzn. (a, b) = (c, d)

wtedy i tylko wtedy, gdy a = c i b = d . Iloczyn kartezjański
oznaczamy symbolem A × B .

Przyjmujemy, że jeśli A = ∅ lub B = ∅ , to A × B = ∅ .

Przyk lad 5.1Niech A={2, 4, 6, 8}, B ={3, 6, 9}. Mamy A∪B =

={2, 3, 4, 6, 8, 9} , A∩B ={6} , A\B = {2, 4, 8} , B \A = {3, 9} .

Elementami zbioru A × B sa֒ pary: (2, 3) , (2, 6) , (2, 9) ,

(4, 3) , (4, 6) , (4, 9) ,

(6, 3) , (6, 6) , (6, 9) ,

(8, 3) , (8, 6) , (8, 9) ,

a zbioru B × A — pary:
(3, 2) , (3, 4) , (3, 6) , (3, 8) ,

(6, 2) , (6, 4) , (6, 6) , (6, 8) ,

(9, 2) , (9, 4) , (9, 6) , (9, 8) .
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I jeszcze np. (A × B) ∩ (B × A) = {(6, 6)} .

Naste֒puja֒ce twierdzenie wynika od razu z definicji:

Twierdzenie 5.5 (o przemienności i  la֒czności)

Dla dowolnych zbiorów A,B,C zachodza֒ wzory:

A ∪ B = B ∪ A , (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) ,

A ∩ B = B ∩ A , (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) .

Twierdzenie 5.6 (o rozdzielności)

Dla dowolnych zbiorów A,B,C zachodza֒ równości:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) .

Dowód. Jeśli x ∈ A , to x ∈ A ∪ B i x ∈ A ∪ C , zatem

x ∈ (A∪B)∩ (A∪C) . Jeśli x ∈ B ∩C , to x ∈ B ⊆ B ∪A oraz

x ∈ C ⊆ C ∪A , zatem x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪C) . Wykazalísmy, że

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) .

Za lóżmy, że x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) . Wtedy x ∈ A ∪ B

i x ∈ A ∪ C . Jeśli x ∈ A , to x ∈ A ∪ (B ∩ C) , a jeśli x /∈ A ,

to x ∈ B i x ∈ C , wie֒c x ∈ B ∩ C , zatem x ∈ A ∪ (B ∩ C) .

Wobec tego (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C) .

Udowodnilísmy, że

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C) .

Sta֒d wynika, że A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) .

Druga֒ równość wykazujemy w taki sam sposób.

Twierdzenie 5.7 (o dope lnieniu dope lnienia)

Dla dowolnych zbiorów A,B zachodzi równość

A \ (A \ B) = A ∩ B .

Dowód. x ∈ A \ (A \ B) ⇔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ A \ B) ⇔

⇔ x ∈ A ∧ ¬
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)
)

⇔

⇔ x ∈ A ∧
(

¬(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)
)

⇔
(

(x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ A)
)

∨

∨
(

(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)
)

⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ⇔ x ∈ A ∩ B .

Uwaga 5.8

Jeśli B ⊆ A , to A \ (A \B) = B . Czytelnik zwróci uwage֒ na to,

że wzór ten bardzo przypomina prawo podwójnego przeczenia,
zreszta֒ użyte w dowodzie twierdzenia 5.7.

38



Dzia lania na zbiorach

Warto też zauważyć, że dowodzone twierdzenie jest oczywiste: po
usunie֒ciu ze zbioru tych jego elementów, które sa֒ poza zbiorem

B , zostaja֒ w zbiorze A tylko te elementy, które sa֒ elementami

zbioru A , a to oznacza, że zbiór A\(A\B) jest równy A∩B .

Twierdzenie 5.9 (wzory de Morgana)

A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C) , A\ (B∩C) = (A\B)∪ (A\C) .

Dowód. Udowodnimy pierwszy z tych wzorów.

x ∈ A \ (B ∪ C) ⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)

⇔ x ∈ A ∧ ¬(∈ B ∨ x ∈ C) ⇔ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ C) ⇔

⇔
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)
)

∧
(

x ∈ A ∧ ¬(x ∈ C)
)

⇔

⇔ (x ∈ A \ B) ∧ (x ∈ A \ C) ⇔ x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C) .

Dowód drugiego wzoru jest prawie taki sam.

Uwaga 5.10
W dowodzie twierdzenia 5.10 skorzystalísmy z praw de Morgana
z rachunku zdań. Czytelnik widzi, że po zasta֒pieniu koniunkcji

zdań iloczynem zbiorów, alternatywy zdań — suma֒ zbiorów, za-

przeczenia zdania — odejmowaniem zbioru od zbioru A w pra-
wach de Morgana z rachunku zdań, otrzymujemy wzory de Mor-
gana dla rachunku zbiorów.

Zadania
1. Niech n(A) be֒dzie liczba֒ elementów zbioru skończonego A.

Dowieść, że jeśli zbiory A i B sa֒ skończone, to n(A∪B) =

=n(A) + n(B) − n(A ∩ B) i n(A \ B) = n(A) − n(A ∩ B) .

2. Niech A1 , A2 , . . . , Ak be֒da֒ zbiorami skończonymi. Udo-

wodnić, że zachodzi wtedy wzór:

n(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak) = n(A1) + n(A2) + · · · + n(Ak) −

−n(A1 ∩A2)−n(A1 ∩A3)− . . .−n(A1 ∩Ak)−n(A2 ∩A3)−

− . . . − n(Ak−1 ∩ Ak) + n(A1 ∩ A2 ∩ A3) + · · · +

+ (−1)k−1n(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak) .

3. Różnica֒ symetryczna֒ A
.

— B dwóch zbiorów A i B nazy-

wamy zbiór z lożony z tych i tylko tych elementów, które

należa֒ do dok ladnie jednego z tych zbiorów, czyli A
.

— B =

=(A \ B) ∪ (B \ A) . Udowodnić, że:

(1) A
.

— B = B
.

— A ,
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(2) A
.

— B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) ,

(3)A
.

— (B
.

— C) = (A
.

— B)
.

— C .

4. Udowodnić, że zbiór A1

.
— A2

.
— . . .

.
— Ak sk lada sie֒

z tych i tylko tych elementów, które należa֒ do nieparzys-

tej liczby zbiorów A1, A2, . . . , Ak . (Nawiasów nie piszemy,

bo na mocy poprzedniego zadania różnica symetryczna jest

dzia laniem  la֒cznym.)

5. Znaleźć wzór wyrażaja֒cy liczbe֒ elementów różnicy symet-

rycznej k zbiorów: A1

.
— A2

.
— . . .

.
— Ak w zależności od

liczb n(A1) , n(A2) ,. . . ,n(Ak) , n(A1∩A2) , n(A1∩A3) , . . . ,

n(Ak−1∩Ak) , n(A1∩A2∩A3) , . . . , n(A1∩A2∩ . . .∩Ak) .
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