
RACHUNEK ZDAŃ

Zdania z zakresu matematyki sa֒ albo prawdziwe, albo fa lszy-

we — w matematyce nie stosuje sie֒ zdań wyrażaja֒cych życzenie,

przypuszczenie itp. Jeśli zdanie jest prawdziwe, to mówimy, że
jego wartość logiczna jest 1 , zdaniom fa lszywym przypisujemy
wartość logiczna֒ 0 .

Z dwóch zdań możemy utworzyć na wiele różnych sposobów
nowe zdanie. Najprostsze metody w matematyce to:

(i) po la֒czenie dwóch zdań α i β spójnikiem i — nowe zdanie to

koniunkcja zdań α, β , oznaczamy je symbolem α ∧ β .

(ii) po la֒czenie dwóch zdań α i β spójnikiem lub — nowe zdanie

to alternatywa zdań α, β , oznaczamy je symbolem α ∨ β .

(iii) zbudowanie zdania postaci ,,jeśli α , to β ” — nowe zdanie

nazywamy implikacja֒ (wynikaniem), α nazywamy poprzed-

nikiem implikacji a β — naste֒pnikiem, oznaczamy je sym-

bolem α ⇒ β .

(iv) zaprzeczenie danemu zdaniu α , oznaczamy je przez ¬α .

Ustalimy teraz, kiedy koniunkcja, alternatywa, implikacja
i negacja sa֒ zdaniami prawdziwymi, a kiedy — fa lszywymi.

Koniunkcja. Niech α oznacza zdanie: liczba 2 dzieli licz-

be֒ 12 , β — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 . Wtedy zdanie

α ∧ β oznacza zdanie: liczba 2 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 3 dzieli

liczbe֒ 12 , tzn. liczby 2 i 3 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym

przypadku ze zdań prawdziwych α i β otrzymalísmy prawdziwe
zdanie α ∧ β . Niech α oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 ,

β — zdanie: liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 . Wtedy zdanie α∧β oznacza

zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 3 dzieli liczbe֒ 12 , tzn.

liczby 5 i 3 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym przypadku ze zdania

fa lszywego α i prawdziwego β otrzymalísmy nieprawdziwe zdanie
α∧β . Jeśli α oznacza zdanie: liczba 5 dzieli liczbe֒ 12, β — zda-

nie: liczba 7 dzieli liczbe֒ 12 , to zdanie α ∧ β oznacza zdanie:

liczba 5 dzieli liczbe֒ 12 i liczba 7 dzieli liczbe֒ 12 , tzn. liczby 5

i 7 sa֒ dzielnikami liczby 12 . W tym przypadku z dwóch zdań

fa lszywych α i β otrzymalísmy zdanie fa lszywe α ∧ β .
Te trzy przyk lady sugeruja֒ prawdziwość naste֒puja֒cego pra-

wa: koniunkcja dwóch zdań jest prawdziwa, jeśli oba zdania sa֒

29



Rachunek zdań

prawdziwe. Jeśli jedno ze zdań α i β lub oba te zdania sa֒ fa lszy-

we, to również ich koniunkcja α ∧ β jest fa lszywa. Symbolicznie
zapisujemy to prawo tak: 1∧1 ≡ 1 , 1∧0 ≡ 0 , 0∧1 ≡ 0 , 0∧0 ≡ 0 .

Alternatywa. W matematyce przyjmujemy, że alternaty-
wa α ∨ β dwóch zdań jest prawdziwa, jeśli choćby jedno z tych
zdań jest prawdziwe oraz że alternatywa dwóch zdań fa lszywych
jest zdaniem fa lszywym. Symbolami zapisujemy to tak:

1 ∨ 1 ≡ 1 , 1 ∨ 0 ≡ 1 , 0 ∨ 1 ≡ 1 , 0 ∨ 0 ≡ 0 .
Zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 3 jest dziel-

nikiem liczby 12 jest prawda֒; zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem

liczby 12 lub liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 jest też prawda֒,

natomiast zdanie liczba 5 jest dzielnikiem liczby 12 lub liczba 7
jest dzielnikiem liczby 12 jest fa lszem.

Wypada tu podkreślić różnice֒ miedzy potocznym znaczeniem

spójnika lub a jego matematycznym znaczeniem. W mowie po-
tocznej zazwyczaj używamy spójnika lub wtedy, gdy jedno ze zdań
jest prawda֒, a drugie — fa lszem.

Implikacja Zdanie α ⇒ β uważamy za fa lszywe, gdy po-
przednik α jest prawda֒, a naste֒pnik β , — fa lszem, tzn. z prawdy

fa lsz nie wynika. W innych przypadkach implikacja α ⇒ β jest
prawdziwa, tzn. prawda wynika zarówno z prawdy jak i z fa lszu.
Symbolicznie zapisujemy to tak:

(1 ⇒ 0) ≡ 0 , (0 ⇒ 0) ≡ 1 , (1 ⇒ 1) ≡ 1 , (0 ⇒ 1) ≡ 1 .

Podkreślić trzeba zdecydowanie, że mówimy tu o prawdziwości
zdania z lożonego α ⇒ β , a nie o prawdziwości zdania β . Na
przyk lad zdanie jeśli liczba 4 jest dzielnikiem liczby 12 , to liczba

2 jest dzielnikiem liczby 12 jest zdanie prawdziwym bo poprzednik
i naste֒pnik sa֒ zdaniami prawdziwymi. Zdanie jeśli liczba 2 dzieli

liczbe֒ 6 , to liczba 5 dzieli liczbe֒ 6 jest fa lszem, bo jest prawda֒,

a naste֒pnik — fa lszem. Zdanie jeśli liczba 2 dzieli liczbe֒ 7 , to

liczba 5 dzieli liczbe֒ 7 jest prawdziwe, bo poprzednik i naste֒pnik

sa֒ zdaniami fa lszywymi. Zdanie jeśli liczba 5 dzieli liczbe֒ 6 , to

liczba 2 dzieli liczbe֒ 6 jest zdaniem prawdziwym, bo poprzednik

jest fa lszywy, a naste֒pnik — fa lszywy.

Negacja. Zdanie ¬α jest prawdziwe, jeśli zdanie α jest
fa lszywe, tzn. zaprzeczenie fa lszu jest prawda֒, symbolicznie za-

pisujemy to wzorem ¬0 ≡ 1 . Zdanie ¬α jest fa lszywe, jeśli zdanie
α jest prawdziwe, tzn. zaprzeczenie prawdy jest fa lszem: ¬1 ≡ 0 .

30



Rachunek zdań

Ta regu la֒ jest ca lkowicie zgodna z potocznym rozumieniem zdania

nie jest prawda֒, że . . .

Przyk lad 4.1 Zdanie nie jest prawda֒, że liczba 2 dzieli liczbe֒

5 jest prawdziwe, bo jest zaprzeczeniem fa lszu. Zdanie nie jest

prawda֒, ze liczba 2 dzieli liczbe֒ 4 jest zaprzeczeniem prawdy, czyli

fa lszem.

Równoważność. Jeśli ze zdania α wynika zdanie β i ze
zdania β wynika zdanie α , to mówimy, że zdania te sa֒ równo-

ważne. Piszemy wtedy α ⇔ β lub α ≡ β . Cze֒sto zamiast mówić:

zdanie α jest równoważne zdaniu β mówimy, że zdanie α za-

chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdanie β . Oczywíscie

prawda jest równoważna prawdzie (1 ⇔ 1) ≡ 1 , fa lsz — fa lszowi

(0 ⇔ 0) ≡ 1 , natomiast prawda nie jest równoważna fa lszowi:

(1 ⇔ 0) ≡ 0 i (0 ⇔ 1) ≡ 0 .

Przyk lad 4.2 Liczba 2 dzieli liczbe֒ 28 wtedy i tylko wte-

dy, gdy liczba −2 dzieli liczbe֒ 28 . Liczba ca lkowita a dzieli

liczbe֒ ca lkowita֒ b wtedy i tylko wtedy, gdy liczba −a dzieli liczbe֒

b . Liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest
podzielna przez 2 i przez 3 .

Wypowiemy teraz kilka podstawowych praw logiki, których
be֒dziemy wielokrotnie używać. Lista ta nie be֒dzie pe lna, ale Czy-

telnik — w razie potrzeby — wyprowadzi sobie inne.

Twierdzenie 4.1 (o przechodniości implikacji)

Jeśli ze zdania α wynika zdanie β i ze zdania β wynika zdanie γ ,
to ze zdania α wynika zdanie γ :

(

(α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ)
)

⇒
(

α ⇒ γ
)

.

Dowód. Implikacja jest fa lszywa jedynie wtedy, gdy poprzednik
jest prawdziwy, a naste֒pnik fa lszywy. Jeśli zdanie α ⇒ γ jest

fa lszywe, to zdanie α jest prawdziwe, a zdanie γ — fa lszywe.

Zdanie (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ) ma być prawdziwe. Oba cz lony tej

koniunkcji musza֒ być prawdziwe, zatem zdanie β musi być jed-

nocześnie prawdziwe (bo α ⇒ β ) i fa lszywe (bo β ⇒ γ ), ale to

nie jest możliwe. Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 4.3 Oznaczmy litera֒ α zdanie: a3 6= 0 , litera֒ β
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— zdanie: a 6= 0 , litera֒ γ — zdanie: a2 > 0 .

Oczywíscie α ⇒ β , tzn. jeśli a3 6= 0 , to a 6= 0 i β ⇒ γ , czyli:

jeśli a 6= 0 , to a2 > 0 . Stad i z przechodniości implikacji wynika,

że α ⇒ γ , czyli: jeśli a3 6= 0 , to a2 > 0 .

Przyk lad 4.4 Niech A,B,C be֒da֒ dowolnymi zbiorami. Niech

α oznacza zdanie: A ⊆ B , β — zdanie: B ⊆ C , a γ zdanie:
A ⊆ C . Zdanie α można rozumieć w taki sposób: jeśli p ∈ A ,
to p ∈ B , analogicznie zdania β i γ . Z przechodniości implikacji
wynika, że w tej sytuacji jeśli p ∈ A , to p ∈ C , zatem A ⊆ C .
Innymi s lowy z przechodniości implikacji wynika przechodniość za-
wierania, a to oznacza, że podzbiór podzbioru jest podzbiorem
zbioru.

Twierdzenie 4.2 (regu la odrywania)

Jeśli α jest zdaniem prawdziwym i ze zdania α wynika zdanie β ,

to zdanie β jest prawdziwe, czyli
(

α ∧ (α ⇒ β)
)

⇒ β .

Dowód. Implikacja jest nieprawdziwa jedynie wtedy, gdy jej na-
ste֒pnik jest fa lszem, a poprzednik prawda֒. Musi wie֒c być β ≡ 0

i α ∧ (α ⇒ β) ≡ 1 , zatem α ≡ 1 i (α ⇒ β) ≡ 1 . Wobec tego

zdanie α musia loby być jednocześnie prawdziwe i fa lszywe, a to
nie jest możliwe.

Przyk lad 4.5 Niech α oznacza zdanie: iloczyn trzech kolejnych

liczb ca lkowitych jest liczb podzielna֒ przez 3 , β — zdanie: jeśli

a jest liczba֒ ca lkowita֒, to a3 − a jest liczba֒ podzielna֒ przez 3 .

Zdanie α jest prawdziwe. Implikacja α ⇒ β również, bowiem

a3 − a = (a− 1)a(a + 1) . Z regu ly odrywania wynika prawdziwość

zdania β .

Twierdzenie 4.3
Jeśli ze zdania ¬α wynika fa lszywe zdanie β , to zdanie α jest

prawdziwe:
(

(¬α ⇒ β) ∧ ¬β
)

⇒ α .

Dowód. Tak jak w poprzednich dowodach sprawdzimy, w jakiej
sytuacji implikacja mog laby być nieprawdziwa. Zdanie α , czyli

naste֒pnik, musia loby być fa lszywe, a zdanie (¬α ⇒ β)∧¬β , czyli

poprzednik, — prawdziwe. Oznacza to, że zdanie β musia loby
być fa lszywe i implikacja ¬α ⇒ β — prawdziwa, ale to nie jest
możliwe, bo zdanie ¬α jest prawdziwe, a zdanie β fa lszywe.
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Przyk lad 4.6 Niech α oznacza zdanie : liczba 44 nie jest

dzielnikiem liczby 235 , a β — zdanie: liczba 2 jest dzielnikiem

liczby 235 . Ze zdania ¬α wynika zdanie β , które jest fa lszywe,
wie֒c zdanie α jest prawdziwe.

Twierdzenie 4.3 jest jednym z najprostszych schematów, wg.
których przeprowadzamy tzw. ,,dowody nie wprost”, czyli takie,
w których z zaprzeczenia tezy wnioskujemy zdanie fa lszywe.

Twierdzenie 4.4 (prawa de Morgana)

Zaprzeczeniem alternatywy dwóch zdań jest koniunkcja ich za-

przeczeń: ¬(α ∨ β) ≡ (¬α) ∧ (¬β) .

Zaprzeczeniem koniunkcji dwóch zdań jest alternatywa ich za-

przeczeń: ¬(α ∧ β) ≡ (¬α) ∨ (¬β) .

Dowód. Udowodnimy pierwsze z wymienionych praw. Strona
lewa jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy alter-
natywa α ∨ β jest zdaniem fa lszywym, a to ma miejsce jedynie
wtedy, gdy oba zdania α , β sa֒ fa lszywe, a ten warunek jest

równoważny temu, że koniunkcja ich zaprzeczeń, czyli zdań praw-
dziwych jest prawdziwa. W taki sam sposób można uzasadnić
prawdziwość drugiego prawa de Morgana.

Przyk lad 4.7 Zdanie: nieprawda, że liczby 2 i 3 sa֒ dziel-

nikami liczby 8 jest równoważne zdaniu: 2 nie jest dzielnikiem

liczby 8 lub 3 nie jest dzielnikiem liczby 8 . Zdanie : nieprawda,

że liczba 2 lub liczba 3 dzieli liczbe֒ 8 jest równoważne zdaniu:

2 nie dzieli liczby 8 i 3 nie dzieli liczby 8 .

Twierdzenie 4.5 (prawo podwójnego przeczenia)

Zaprzeczenie zaprzeczenia zdania α to zdanie α : ¬(¬α) ≡ α .

Oczywisty dowód tego twierdzenia pomijamy. Podkreślić na-
leży, że w je֒zyku polskim podwójne przeczenie oznacza cze֒sto to

samo co pojedyńcze, np. zdanie — ,, nie mam żadnego samo-
chodu” oznacza, że autor tej wypowiedzi nie ma samochodu po-
mimo, że zosta ly tu użyte dwa przeczenia: ,,nie” oraz ,,żadnego”.

Podane tu przyk lady praw logicznych nie wyczerpuja֒ listy

ważnych tautologii. Sa֒ natomiast jednymi z najcze֒́sciej stosowa-

nych w matematyce. W zadaniach Czytelnik znajdzie wie֒cej waż-

nych praw logiki. Można je  latwo udowodnić metoda֒ zerojedyn-

kowa֒, tzn. podstawić 0 oraz 1 na wszystkie możliwe sposoby
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w miejsce zdań, naste֒pnie sprawdzić jaka֒ wartość logiczna֒ ma

wtedy zdanie z lożone. Jeśli zawsze otrzymujemy 1 , to mamy do
czynienia z prawem logiki. Takie zdania, które sa֒ zawsze prawdzi-

we, nazywane sa֒ również tautologiami.

Twierdzenia matematyczne maja֒ postać implikacji. Jej po-

przednik nazywany jest za lożeniem, a naste֒pnik — teza֒. Dowód

twierdzenia, z formalnego punktu widzenia, polega na stosowaniu
praw logiki, przy czym za prawdziwe uważane sa֒ zdania udowod-

nione wcześniej oraz definicje. Ponieważ dowodzenie trzeba od
czegoś zacza֒ć, wie֒c niektóre zdania uważane sa֒ za prawdziwe i nie-

wymagaja֒ce dowodu. Takie zdania nazywane s pewnikami lub

aksjomatami. W teorii liczb rzeczywistych przyjmuje sie֒ bez dowo-

du mie֒dzy innymi, że dodawanie liczb rzeczywistych jest przemi-

enne, tzn. a + b = b + a dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b .

Bez dowodu przyjmujemy też, że a + (b + c) = (a + b) + c dla

dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c , czyli  la֒czność dodawania .

Znajomość praw logiki u latwia sprawdzenie poprawności rozu-
mowania. Zwykle jednak stosujemy na tyle oczywiste prawa logiki,
że nie potrzeba sie֒ na nie w sposób jawny powo lywać. Należy jedna

zdawać sobie sprawe֒ z tego, wed lug jakiego schematu logicznego

rozumujemy.

Dok ladne sformu lowanie za lożeń twierdzeń, pewników, defi-
nicji itp. jest ważne — chcemy mieć jaka֒ś gwarancje֒ tego, że

rozumuja֒c nie dojdziemy do sprzeczności, czyli że nie udowod-

nimy jednocześnie zdania i jego zaprzeczenia, bo to zmusi loby
nas do uznań wszystkich zdań za prawdziwe. W k lopoty można
popaść  latwo, jeśli nie sprecyzujemy, jak można używać s lów i ja-
kie jest ich dok ladne znaczenie. Powiedzmy, że dowódca rozkaza l
żo lnierzowi–fryzjerowi ogolić wszystkich tych żo lnierzy, którzy nie
ogola֒ sie֒ sami. Co ma zrobić ów nieszcze֒́snik? Czy ma sie֒ ogolić

sam — wtedy ogoli żo lnierza, który sam sie֒ goli, czy też ma sie֒ nie

ogolić — wtedy nie ogoli jednego z żo lnierzy, którzy nie ogolili sie֒

samodzielnie?4.1

4.1
Przyk lad pochodzi od Bertanda Russella i jednego z nawybitniejszych filo-
zofów i matematyków XIX i XX wieku (1872 – 1970).
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Zadania
1. Udowodnić, że niezależnie od wartości logicznych zdań α i β

prawdziwe sa֒ zdania:

(1) (¬α ⇒ β) ⇔ α ∨ β ;

(2) ¬(α ⇒ ¬β) ⇔ α ∧ β ;

te dwa wzory oznaczaja֒, że można zdefiniować alternatywe֒

i koniunkcje֒ za pomoca֒ negacji i implikacji;

(3) (¬α ∨ β) ⇔ (α ⇒ β) ;

(4)
(

¬(¬α ∨ ¬β)
)

⇔ α ∧ β ;

te dwa wzory oznaczaja֒ z kolei, że można zdefiniować impli-

kacje֒ i koniunkcje֒ za pomoca negacji i alternatywy.

2. Zdefiniować implikacje֒ i alternatywe֒ za pomoca֒ koniunkcji

i negacji.
3. Udowodnić, że negacji nie można zdefiniować za pomoca֒:

(1) alternatywy i koniunkcji;

(2) alternatywy i implikacji;

(3) koniunkcji i implikacji.

4. Zapisać za pomoca֒ symboli logicznych i udowodnić naste֒pu-

ja֒ce prawa logiki:

(1) jeśli ze zdania α wynika zdanie β i z zaprzeczenia zdania

α wynika zdanie β , to zdanie β jest prawdziwe;

(2) jeśli prawdziwa jest alternatywa zdań α i β , to z tego,

że ze zdania α wynika zdanie γ i ze zdania β wynika
zdanie γ , wynika prawdziwość zdania γ .

5. Napisać zaprzeczenia naste֒puja֒cych zdań:

(1) jeśli 7 jest liczba֒ dodatnia֒, to −7 jest liczba֒ ujemna֒;

(2) jeśli 2 i 5 sa֒ liczbami dodatnimi, to z tego, że x > 2 + 5

wynika, że x > 0 ;

(3) jeśli sześcian można u lożyć z cegie l o wymiarach 1×2×4 ,

to krawe֒dź sześcianu ma d lugość różna֒ od 6 .

6. Udowodnić, że naste֒puja֒ce zdania sa֒ tautologiami:

(1) α ⇒ α ; (2) α ⇒ (β ⇒ α) ;

(3) α ⇒
(

β ⇒ (α ∧ β)
)

; (4) α ∨ ¬α ;

(5) [(α ⇒ β) ∧ α] ⇒ β . (6) α ⇒ [(β ∧ ¬α) ⇒ γ] ;

(7) ¬(α ∧ ¬α) ; (8) (α ⇒ β) ⇔ (¬β ⇒ ¬α) ;
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(9) [(α ⇒ β) ⇒ α] ⇒ α ; (10) (¬α ⇒ α) ⇒ α ;

(11) ¬α ⇒ (α ⇒ β) ; (12) α ∧ β ⇒ α ;

(13) [α ⇒ (β ⇒ γ)] ⇔ [β ⇒ (α ⇒ γ)] ;

(14) [α ⇒ (β ⇒ γ)] ⇒ [(α ⇒ β) ⇒ (α ⇒ γ)] .

7. Z jakich praw logiki korzystamy w naste֒puja֒cych rozumowa-

niach:

(a) Jeśli x jest liczba֒ nieparzysta֒, to liczba x3 też jest nieparzys-

ta. Suma dwu liczb nieparzystych jest parzysta, zatem jeśli x

jest liczba֒ nieparzysta֒, to liczba x3 + x jest parzysta. Suma

liczby parzystej i nieparzystej jest nieparzysta, zatem jeśli

liczba x jest nieparzysta, to liczba x3+x+1 jest nieparzysta.

Jeśli liczba x jest parzysta, to x3 też jest parzysta, wie֒c liczba

x3 + x + 1 jest nieparzysta. Zarówno z za lożenia, że liczba x

jest parzysta, jak i z za lożenia, że liczba x jest nieparzysta

wynika, że liczba x3 +x+1 jest nieparzysta. Wynika sta֒d, że

liczba x3 + x + 1 jest nieparzysta dla każdej liczby ca lkowitej
x .

(b) Niech a be֒dzie liczba֒ naturalna֒, która nie jest podzielna przez

5 . Gdyby jakieś dwie liczby spośród a , 2a , 3a , 4a dawa ly
taka֒ sama֒ reszte֒ z dzielenia przez 5 , to po odje֒ciu mniejszej

od wie֒kszej otrzymalibyśmy liczbe֒ podzielna֒ przez 5 , a to jest

niemożliwe, bo żadna z liczb a , 2a , 3a nie dzieli sie֒ przez

5 . Oznacza to, że liczby a , 2a , 3a , 4a daja֒ różne reszty z

dzielenia przez 5 . Wobec tego resztami tymi sa֒ liczby 1 , 2 ,

3 , 4 być może w innej kolejności. Wynika sta֒d, że liczby a ·

2a·3a·4a i 1·2·3·4 daja֒ z dzielenia przez 5 te֒ sama֒ reszte֒, wie֒c

ich różnica, czyli liczba 4!a4 − 4! = 4!(a4 − 1) jest podzielna

przez 5 . Ponieważ liczba pierwsza 5 nie dzieli liczby 4! ,

zatem dzieli liczbe֒ a4 − 1.
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