Roéwnania rézniczkowe, zadania, czes¢ 6
Kilka zadan dla oprzytomnienia po Juvenaliach
51. Wykazaé, ze istnieje funkcja f:R? — R2? klasy C™, ktérej jedynym miejscem zerowym jest
punkt 0 = (0,0) taka, ze kazde rozwiazanie réwnania x’ = f(x) jest okreslone na calej prostej
i ze dla kazdego x € R? zachodzi réwnosé tlirgo ©1(x) = 0 aprzy tym punkt O nie jest stabilny
w sensie Lapunowa. Czy f moze by¢ funkcja wymierna dwu zmiennych, tzn. taka, ktorej kazda
wspéhrzedna jest ilorazem wielomianéw dwu zmiennych?

52. Wyjasni¢, czy punkt 0 = (0,0) jest stabilnym rozwiazaniem uktadu
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53. Wyjasnié, czy punkt 0 = (0,0) jest stabilnym rozwigzaniem uktadu
(a) { & =2ty t2, ) {7 =2y =2,
y' =5zt + y3 + 2z — 3y; y' =322 —x + 3y;

(©) 2’ = e?*t2Y — cos(3x), (d) tg(y — ),
Yy =4+ 8x — 2eY; y' =2Y—2cos(3 —x);
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54. Wykazaé, ze jesli punkt p jest asymptotycznie stabilny dla ukladu x’ = f(x), to kazda calka
pierwsza tego ukladu jest funkcja stala w pewnym otoczeniu punktu p. Czy teza pozostanie

prawdziwa, jedli punkt p bedzie stabilny w sensie Lapunowa?

Rozwigzaniem réwnania P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 nazywamy pare funkcji x,y zmiennej ¢, dla
ktérej P(z,y)z’ + Q(z,y)y’ = 0. Calkg pierwszg réwnania P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 nazywamy
funkcje H zmiennych z,y, ktéra jest stala na kazdym rozwiazaniu. Jesli wektor [P, Q)] jest rézny
od [0,0] w punkcie (x¢,y0), a funkcje P,Q sa klasy C!, to istnieje niezerowe rozwiazanie réwnania
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 spehiajace warunek poczatkowy x(0) = o, y(0) = yo. Jesli funkcja H
klasy C! jest calka pierwsza réwnania P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0, to w punkcie (z9,yo) wektory
[P,Q] i grad H sa w punkcie (zo,yo) réwnolegle. Jesli np. %—I; = uP i %—H = pu@ dla pewnej
funkcji p o wartosciach rzeczywistych w pewnym obszarze, to H jest w tym obszarze calka pierwsza
réwnania P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = 0, funkcje p nazywamy wtedy czynnikiem calkujacym réwnania

P(z,y)de + Q(z,y)dy =0 .

55. ZnaleZ¢ jaka$ (niestala) calke pierwsza réwnania

(a) 2zyde + (2* — y?)dy = 0; (b) (2 —9zy?)xdx + (4y* — 62°)ydy = 0;
(c) e ¥dr — (2y+ xze Y)dy = 0; (d) Ldz+ (y* +Inz)dy = 0;

(0) (i +2) do + (55 dy = 0 () (@2 +y?+a)dw +ydy = 0;

(g) (22 +y*+y)dr — xdy = 0; (h) 22y%dy + (zy® — 1)dz = 0;

(v=1) y?dz + (zy + tg(zy)) dy = 0; (G) (2% + 3Iny)ydr —xdy =0;

)
(k) (22%y* — y)da + (22%y® — x)dy = 0; 1) (2%y® +y)dz + (2®y* — 2)dy =0



