Niektoére fragmenty wykladu z rownan rézniczkowych
To moze za kilka dni sie powiekszyc o jakies inne twierdzenia
Zagadnienie dwoch ciat
Dwa ciala poruszaja si¢ w przestrzeni R, w ktérej poza nimi nic nie ma. Jedyna sita, ktéra
dziata to grawitacja. Ciata majg masy m, M, znajduja si¢ w chwili ¢ w punktach x = x(t)
iy =y(t). Niech G oznacza staly grawitacyjng. Z prawa powszechnego cigzenia wynika, ze
. Obie sily réznia

na mase m dziala sila GmM a na mase M — sita GmM —2

||x y||3’ Hx yII3

sie jedynie zwrotem (znakiem). Spemlione sg rownania Newtona:

= GmM L= My" = GmM ==2~

||x y||3’ Tx=yI3 y||3'

Dodajac je stronami otrzymujemy: mx”+My" = 0, a poniewaz §rodkiem masy rozpatrywa-

mx+My

Al Wiee mozemy stwierdzi¢, ze ruch érodka masy

nej pary punktéw materialnych jest
jest jednostajny i prostoliniowy. Mozemy wiec w dalszym ciggu przyjaé, ze mx + My =0
dla kazdego t, czyli ze srodek masy nie porusza sie, po prostu zastepujemy jeden uktad
inercjalny innym, w jezyku matematyki: dodajemy do kazdej z funkcji x,y funkcja, linows,
co ani nie zmienia ich réznicy, ani drugiej pochodne;j.

Odejmijmy teraz réwnania ruchu stronami podzieliwszy uprzednio pierwsze z nich

przez m a drugie — przez M. Otrzymujemy

(x—y)" =x"=y" = —=GmM (5 + 3) RyF = ARy gdze
uw=GmM (% + ﬁ)
Oznaczamy w dalszym ciggu: r = x — y, zatem réwnanie przybiera postaé r” = _MW'
Zauwazmy, ze rxr) =rxr+rxr =0+rx |- ”W] = 0, bo iloczyn
wektorowy wektoréw réwnoleglych jest wektorem zerowym. Wykazalismy wiec, ze funkcja
r x r’ jest stala na rozwigzaniach naszego ukladu, co oznacza, ze jest catka pierwsza tego
ukladu (fizycznie: moment pedu nie zmienia sie w czasie). Poza tym, ze mozemy uzywaé
uczonych terminéw wynika z tego, ze ruch odbywa si¢ w plaszczyZnie prostopadtej do r x r’
(zaktadamy, ze r x v’ # 0, a co si¢ dzieje, gdy r X r’ = 07). Mozemy, bez straty ogélnosci
rozwazan zalozy¢, ze r X’ jest wektorem réwnolegltym do (0,0, 1), ewentualna zmiana bazy
w R3.
Przy okazji warto zauwazy¢, ze dlugosé wektora r(t) x r(¢t + h) réwna jest polu réwno-

legtoboku rozpietego przez wektory r(t),r(t + h). Mamy
li r(t)xr(t+h) — lim r(t)><r(t+h) r(t)><r(t) " (4).
0 h h—0 r(t) x r'(t)
Wobec tego %Hr x1'|| to tzw. predkosé polowa. Udowodnilismy wiec drugie prawo Keplera, a

nawet ciut wiecej, bo w wektorowej wersji. Wiemy juz tez, ze ruch odbywa sie¢ w plaszczyznie,
a to jest fragment pierwszego prawa Keplera, ktore niedtugo tez wykazemy.

Sprowadziliémy zagadnienie przestrzenne do ptaskiego. Nie zmieniamy oznaczen. Mamy
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catke pierwsza: moment pedu, czyli r x r’. Nalezy spodziewa¢ si¢ co najmniej jeszcze jednej,

mianowicie energii calkowitej. Mamy grad ﬁ = — Hrr||3‘ Role energii catkowitej powinna

pemi¢ funkcja

llxll
Sprawdzimy, ze jest ona catka pierwsza ukladu, ktérym sie zajmujemy. Rézniczkujemy

slIrl? = &

wzgledem t:

(3l')1* = ﬁ)/ =+ = r'(r” + ||¢|TS) = 0.

SprowadziliSmy rzecz do réwnania drugiego rzedu na plaszczyznie, czyli do zagadnienia
czterowymiarowego, ale mamy jeszcze dwie calki pierwsze, wigc mamy powazne szanse
obnizy¢ wymiar o dwa. Zrobimy, to ale najpierw przejdziemy do uktadu biegunowego, co w
rozpatrywanym zagadnieniu jest bardzo naturalnym pomystem.

Niech (r,6) beda wspélrzednymi biegunowymi. Wtedy zachodza nastepujace trzy réw-
nosci
r = (rcosf,rsinf),
r’ = r'(cosf,sinf) + rf’(—sin b, cosh),
r” = 7r"(cosf,sin ) + 21’0’ (— sin 6, cos §) + 170" (—sin 6, cos §) — r(6’)?(cos §,sin ).

Mozemy wiec napisaé uktad réwnan:

" cos@ — 2r'0"sin@ — rf” sin@ — r(0')% cos§ = _ucrone’
" sin @ + 21'0" cos @ + rf” cos @ — r(0')? sin ) = _uiiQne.

Zapiszemy go w postaci normalnej, tzn. wyznaczymy z niego r”’ i ”. W tym celu mnozymy

pierwsze réwnanie przez cos, drugie przez sinf i dodajemy stronami:

" —r(0)? = -5.
Teraz mnozymy drugie rownanie przez cosf i odejmujemy od niego pierwsze pomnozone
przez sin 6:
2r'0" +r6” = 0.

Znalezione calki pierwsze we wspélrzednych r, 0 maja postaé: 20" = « (%a to predkosé
polowa) oraz 1[(r')? + r2(0')?] — £ := E (energia catkowita, x peni tu role masy, uktad
nie jest przeciez inercjalny, ale réwnanie wyglada tak jak w inercjalnym), «, E' sg stalymi
oczywiscie zaleznymi od warunku poczatkowego.

Przypadek a = 0 nie jest interesujacy: albo r = 0 dla kazdego ¢ (fizycznie to bez sensu,
bo wtedy nie ma ruchu), albo " = 0, co oznacza, ze § = const, wiec w tym przypadku
ciala poruszaja sie wzdtuz prostej (wiec dojdzie do zderzenia).

Jesli a # 0, to 6" # 0, a z tej nieréwnosci wynika, ze funkcja 6 jest réznowartosciowa.

Pozwoli to nam wyeliminowaé¢ z ukladu zmienna, t. Otrzymamy wiec rownanie krzywej po

T

_dr do _ dr pgr _ dr o d (-«
d@e_de r2 d@( )

ktoérej porusza sie nasz punkt materialny. Mamy % =9 & =
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. . 2 — 2 — .
7 tego wzoru wynika, ze % = d%[d%(%)] . ‘fl—f = #(Ta) j—( ) - 5. Mozemy
wiee napisa¢ réwnanie r” —r(0')* = —4 w postaci % (=2) % - (%)2 = —45 lub jeszcze
prosciej

d (1 _
62 ( ) T %
OtrzymaliSmy réwnanie liniowe, drugiego rzedu z niewiadoma, funkcja = 1 zmiennej 6. Roz-
wigzanie tego rownania ma postaé c¢jcosf + cosinf + 2, co mozna napisa¢ w postaci
heos(6 + ¢) + 45 Otrzymalismy wzér + = hcos(f + ¢) + 45, gdzie h > 0, ¢ € R.

< Teraz czas na ciekawostke geometryczng (przypomnienie?). Niech d > 0, £ > 0.

Bedziemy rozwazaé zbiér zlozony z punktéw x € R?, dla ktérych stosunek odleglosci x

od poczatku uktadu wspdhrzednych 0 do odlegloséci od prostej 1 = —d réowny jest €, to

otrzymujemy:
elipse, jesli 0 < e < 1; parabole, jesli € = 1; hiperbole, jesli € > 1.
Prosta 7 = —d zwana jest kierownica (ang. directrix) odpowiedniej krzywej stozkowej,

punkt 0 — jej ogniskiem (ang. focus), £ —mimosrodem (ang. eccentricity).* Zauwazmy,

ze réwnanie stozkowej wyglada tak:

[ES]

[z1+d] — ©
Jedli e <1, to poniewaz |z1 +d| > elzy +d| = ||x]| = /22 + 23 i d > 0, wiec 21 +d > 0,

czyli 22+ 23 =e%(x1+d)? lub (1 —¢e?)2? + 23 — 2dex; — d?e? = 0.

wiec warto$¢ bezwzgledna mozna opuscié. Jesli € > 1, to nie mozna, ale i tak opuscimy,

co oznacza, ze z dwu galezi hiperboli wybieramy jedna, te ,blizsza punktowi” 0 = (0,0).

B3]
x1+d

Wobec tego od tej pory nasze réwnanie ma postaé = ¢, co w ukladzie wspdtrzednych

biegunowych wyglada tak:

r =¢e(d+rcosf) lub tak r= 54

l—ecosf "

Jedli a > b, to ogniskami elipsy =% + 75 = 1 sa punkty (Fva? —b2,0) a odpowiadajacymi
i kierownicami proste r1 = F——— \/2—bz’ zachodzi tez réwnosé e = */? Na tym koriczymy
krétkie opowiadanie o stozkowych. »

Otrzymali$my poprzednio réwnanie 1 = hcos(f + ¢) + 5. Mozemy je przepisa¢ w

postaci

2 0_2

/’n f— & pr— K .
ptha?cos(8+¢)  14he® cos(ht)

Widzimy wiec, ze cialo porusza sie po stozkowej, w ktorej ognisku znajduje sie drugie ciato

(pierwsze prawo Keplera): jesli ¢ = L;‘z < 1, to tor ruchu jest elipsa, jesli € = % =1
to — parabola, jesli ¢ = L;‘z > 1, to galezig hiperboli. Bez klopotu mozemy stwierdzi¢, ze
jesli trajektoria ruchu jest elipsa, to jest on okresowy — idea: nie ma sie gdzie zatrzymac,

bo wszedzie ,predkos¢” jest niezerowa, a poniewaz poruszamy sie po elipsie, ktéra jest

* Wiecej mozna o tym przeczytaé w podrecznikach do geometrii analitycznej lub w bardzo pigknej ksigzce
D.Hilberta i S.Cohn-Vossena, Geometria poglagdowa, z ktérej mozna si¢ dowiedzieé, dlaczego te krzywe
nazywane sg stozkowymi i powigzaé ognisko i kierownicg ze stozkiem.
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zbiorem zwartym, wiec w koricu ja obejdziemy (,,predkosé” jest oddzielona od 0). Wielka
poto$ naszej elipsy réwna jest

_ 1. o w _ a”p
a=3 |: _2+ _h_<12:|_u2—h2a4'
I I

1+ ho 1
Wobec tego kwadrat malej pétosi réwny jest:
5 9 azu 2 . 2ol oe2u 2 . 4
b* = (1 —€ )[u2—h2a4} - [1 - ug ] ’ [uQ—hQa‘l] - u2—ah2a4’
4
. . . / . _ o] : . 20 __
Wynika stad, ze pole elipsy réwne jest mab = W‘L\/m. Przypominamy, ze r“6" = «

— ten warunek oznacza, ze predko$é¢ polowa jest stata i rowna %a, czyli w czasie t promien

a?u

/(u2—h2a4)3 :
4 1

2 .o . . .
Mamy zatem T2 = % a®. Przypomnijmy, ze p = GmM(% +47) = G(m+M). Przyjmujac

wodzacy r zakresla pole %at. Cala elipsa jest wiec obiegana w czasie T' = 27

np. ze M oznacza mase Slonica, a m mase jednej z planet naszego uktadu stwierdzamy, ze
kwadrat okresu obiegu planety wokét Stonca jest proporcjonalny do szedcianu wielkiej potosi
elipsy, po ktérej porusza sie wokol Stonca ta planeta. Przyjmujemy tak, cho¢ z zasadzie to
nieprawda, ale iloraz ; jest tak malg liczba, ze m w istocie rzeczy nie odgrywa tu istotnej
roli. Jest to trzecie prawo Keplera, dwa inne pojawily sie w tekscie juz wczesdniej.
Dodajmy jeszcze, ze rezultat dotyczacy ksztaltu orbit mozna przedstawi¢ za pomocsy,

wielkosci fizycznych. Mam tu na mysli %a i E, czyli predko$é polowsa i energie catkowita,.

Uzyskaliémy wczesniej réwnoéci 720" = «, 2E = (r')? + r2(0')? — 27” oraz r' = ¥ . 4
dr _ d 2 _ ha sin(0+¢) . 9. _
Mamy d_g — do [u—i—ha?%os(@-ﬂp)] = (ptha?cos(0+¢))2 r Sln(0 + 90) Wobec tego 2 =

2

=h2rtsin®(0 + @) - & +17(2)° — 2 = h2a?sin®(0 + @) + o2 [heos(0 + ) + &]7 -

~2p[hcos(8 + @) + &] = ?h? — 15 wiee h = L\2E 4 45, e = ke’ =\ f1 4 opel

o?u

wreszcle a = m =

—35. Wida¢ wige, ze orbita jest elipsa, gdy E < 0.

Przypomnie¢ wypada, ze prawa Keplera byly prawami empirycznymi. Autor sformuto-
wal je w oparciu o dane uzyskane (spisane prze innych astronoméw, m.in. Tycho de Brahe).
Teoria Newtona pozwala na wywnioskowanie ich z zasad dynamiki i prawa powszechnego

cigzenia.



