
Egzamin z analizy matematycznej i
Ż czerwca 1995 częśi zadaniowa

I1. feC'[0,m), f '(x))ru dIą x)0, f (0) = -e. Wyi<azac, ŻE funkcja f ma

dokładnie jeden pierwiastek w przed'ziale (0, 1) .

2. Udowodnirj , Że d}a kaŹde j 1iczby rzeczywiste j X jest:
e* + sin x z 3. + Zx 1*t.

bDla jakich x zachodzi równoŚĆ?

+s
3. D1a jakich n>0 całka l x".13+cosx)-1.e-*dx jesŁ zbieŹna?

3

x

4. ob]i czyĆ 1im x ; 
cos (t4 )at

x-) 0 x
f sin(t2)at
0

+oo (_1)"
5'.--_Ęvka7-€."_ źę ę-Ęc]ęq _ -' |_ _.., .: ;i: jet*nosł.a3n-że ab:-ezn5r na ii 1n=1 n+lxi

otaz zna1eŹc wszystkie punkŁy rÓŹniczkowa1noŚci jego sumy.

I'l-.-.
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EGZAMIN POPIIAWKO\MY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ
Część druga: ZADANIA

1. Udowodnić, że dla każdej |iczby r e (0,r l2) zachodzi nierówność
2sinr+tgr)3r.

2. Zbad,ać, czy ciąg funkcji f ,(*) - 
ln(e-'" + 1) 

(n : 1, 2,3,. . .)
n

jest zbieżny jednostajnie na zbiorue wszystkich |iczb rzeczvwistych.

3. Rozwinąć funkcję f (r) :arc tg 

= 
w Szereg potęgowy postaci

ao * atr ! a2r2 * asr3 *... 
zr + r

Dla jakich wartości r otrzyma'ny wzór ma SenS i jest prawdziwy?

4. obliczyć długość wykresu funkcji f (r) -- arc sin("_"") między
punktami (0, /(0)) i (1, /(1)).

5. Zbadać, dla jakich wartości stałej rzeczywistej w całka niew}aściwa
/.co

l G.")' d* ma wartość skończoną (tzn. jest zbiezna).
Jo

IJwaga:
oceniane będ"ą rozui,ązania czterech zadań.
Rozuiązanie każdego zadania prosirny pisać na oi]dzielnym arkuszu papieru.
Korzystając z twi,erd'zeń znanych, z wykładu, ćwiczeń lub ll'teratury naleźy
wyraźnie się na t'e t'wierdzeni,a powoływać'



(II) ZESTAW PYTAŃ NALEŻY PoDPISAĆ I DoŁĄczYĆ Do PRACY.

Spośród pytań f, i fx nalezy wybrać jedno ( jeśli poda Pan(i)
odponiedzi na oba' tylko jedna będzie punktowana ); proszę
zwrócić u*agę' że jedynie wybierając Cx można uzyskaĆ i1ośćpunktów wystarczającą na ocenę bardzo dobrą- oceniana będzie
poprawność i kompletność odpowiedzi' oraz sposób w jaki została
z redagowana.

PUNKTACJA: Ą: A,B'c-po8p. B-ząp- C-ssp. Cx-rro-

A. tnl Podać definicję kresu górnego supA i kresu doIneg" fu]fA
99!ą!i939!999-39i9I!_Ą-]!e:!-r:se3y!!9!y9!:-
(B) Sformułować regułę L'Hospitala ( nie opisywać wszystkich
przypadków). Czy regułę r-1|.o,ł.-i._,Ę9._-.--_t]!gż!a zastosowac do

*2, 
"o={znalezienia granicy lim .-' -;_=x'''-jł']:Ę;.ęos=].]::]::':::i:::']::]:; :

(c) Podać definicję zbieŹnosci punkto;-'-il;;;;;];;;---
ciągów funkcyjnych (fn).,, 9dzi'e fn : S + R.

B. sformułować tłierdzenie o całkowaniu i róŹniczkowaniu
szeregów potęgowych. Sformułoyrać twierdzenie Abela o szeregach
potęgowych zbieżnych w końcu przedziału zbieŹności.

Rozwinąć hł szereg potęgowy funkcję arctan(x) i uzasadnić
-n111Tormułę ł = t - 3 * ś - j + -.-

C. Podac definicję funkcji całkowa1nych w sensie Riemanna
i wykazać' że funkcje monotoniczne na przedzia1e
skończonym są całkowalne w sensie Riemanna-

Sformułować i udowodnić podstawowe twierdzenie analizy
matematycznej - formułę Newtona-Leibniza_

L Udowodnić' źe funkcje ciągłe na przedziale domkniętym
Ia'u1 5ą jednostajnie ciągłe-

wykazac' że funkcje ciąg}e na ta,b] są na tym przedziale
całkowa1ne w sensie Riemanna-



I,UNKTACJA :1 : A lop-, B - 15p- 'e: 2OP.

3 : A - lop-, B - 1op-, C - 15p- 4 : 20 p-, -.9;:- "-

..

1". (A) Niech f(x)=1j; +rn(**),drax>o-

Vłykazać, ż? funkcja f maleje i znaLeżć ł}B*. f (x).

(B) Hykazać' żB dla x > o zachodzi nierółłność

2. Hyjaśnić , CZY szereg i cos(T');i jest rozb:'; L_rffiffi jest rozbieŹny'

zbieżny uJarunkowo, czy też jest zbieŹny bezwzględnie ?
odpowiedź uzasadnić-

)

4. Hykazaó' że dla x > o zachodzi nierówność

3. Niech fn(x)=#, n72,s,
:

00

(il Wykazać, ŻB szereg funkcyjny x f", jest zbieżny jednostajnie
ń=2 ll

na każdym przedziale [a, +o)' gdzie a > o-'
(B) WykazaÓ' żedlakaŹdegonż2istnieje m >n takie' Że

1

{(fn(x)+fn+r(x)+ +fr(x))a* > 1.
o

(C) Czy szereg funkcyjny jest jednostajnie zbieżny na przedziale
( o' 1 ) 'ł odpowiedź uzasadnić.

x

(=t"(*) J' z.J sin(r*-l dr

wsKAzol.lKA: PorónnaĆ pochodne funkcji po obu stronach nierówności-



EąZAMI N z AN 
^L|ZY 

I l) F5_-'.-9_L_
Rorxiląrlnls Fsrcz6aólnvch !sdrń ntl.1Y ptr.ć n! olobnvch

ks. tklach .

punktlcja:]-rsc. 2 -2o9.3-2o9- Ą-259- 5-2o9'

- R ._ R b.dzio funkcja okrcślona for.ulą

ł x - Iń(l ł x)

1 - coŚ(cx)

.dl.x:o.

,dl.x<o.

łytn.ctyć llcrĘ' c. dll których 
'unkqjl 

fc Jc'B różnicrkoBłlnł'

2. (A) r.ykrt.ć' t. funkcj| r(x) = 
-ł*g ' 9dr1' x t 1'

Jost ry9uklr.

(B) l.yk!.tĆ" lo dlr 3. ! ż o lrchodll nicró'rcść

'"[pft"łJ 'ż[-: " frJ''^(#l

3. zntl.{ć p.ofri.ń .bicźnoścl 3Żo'cgu potogo'cao

s cos(nn) ł sin(!) n
t-, -n
ń.!

l lbadać .bi6żność togo 3.c.cau ' kładyn z końęó'
jego prz.dliełu rbiożności-

Hlach 
'ń(x) = ---_+_ ' gd!i' x > o' 

-

(A) tyk.t.Ć. tr dlr 6 > o 3t6r.9 i.',.{') ,o.a

J..lEbjni. abi.tny n. pr.Edtialó [ 6' € ) '

(B) lryh.r.ć' 
'. 

dl. k.tdcoo n istni.jc r > n t'ki'. ż'

r"{}}' r*r(|) ł ... * r'(*) t t - c:y 3.'rog

!..'.t') 
Jc.t tbl.źrv Jcdnoiujni. n. Prt"lti'lr ( o. € )?

oaryicł'{ Ml.ly doklldnio u.t$dnlć.

Nicch' : t < l bedrl. lunkcJł ciągła o okrcaic l.

'(x+r)=9(x).dl.x€R.

$) Iyt t.ć. 
'c 

dt. . < b'

b!
ltł _ J 

'(B) 
.rr : (b - l)'r 

'(x) 
ó(

1O

(B) 
'.yL..ć. 

l. dl. k.źdcj 
'unkcji 

f : n 4 n

ą}kostNj . 3rn.i. Ri6@nna.

4-

1 Ri6ch t"I c
I

i

t"(x)

{

5.

!lt
li. r f(x).?(il) ax : J f(x) dx J e(x) dx..--ó o o
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EGZAMIN POPRA\MKOWY Z ANALTZY MATEMATYCZNEJ
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Część pierwsza: TEoRIA (TEST)

Grupa (nazwisko osoby
prowadzącej ćwiczenia) :

Imięo Nazwisko:

W każdą ramkę
należy wpisać:
tak lub: nie

Punktacja: - trzy odpowiedzi poprawne r+ 1 punkt

- dwie odpowiedzi poprawne, jedna ramka pusta r+ 2/3 punktu

- dwie odpowiedzi poprawne, jedna błędna i* 1/3 punktu

- mniej niż dwie odpowiedzi poprawne r+ 0 punktów

a

a

a

Funkcja f , (n* 1)-krotnieróżniczkowalnaw otoczeniu punktu uo e R, jest przedstawialnawzorem Taylora
n1

"f(") = D 
" 

r'o)t"o)('_'o)ł + R,(r); reszta R,(x), zapisana w postaci Lagrange'a, jest dana jednym
k=0

z następujących wzorów; którym? (Ę oznacza punkt leżący między 16 a r.)

R^(c) = 6fu 1("+1)(16)({ - ro)n+'

R,(r)- 
6h7("+r)16)(r -ro)n*' ...

R,(r) - #il 1('+i)1ro)(r - {)'*'
rc

Rozwaźamy szereg funkcyjny 

' 
-+. Niech A będzie zbiorem jego punktów zbieźności (to znaczy,LJ^nr +5

zbiorem tych liczb rzeczywistycfilu, al. których szereg jest zbieżny). Czy są prawdziwe następujące zdania?
o A - (0,*)

: o _ (1'*)/ 
= ł_;,_iluii,""j. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . ' . . ' . . . . . . . . 

=Rozwaźamy szereg funkcyjny h ł fz *.fe ł ..., którego składniki /' są funkcjami określonymi na tym
samyln przedziale (o, ó). Zakładamy, że jest spełniony warunek:

dla każdej liczby e ) 0 istnieje numer k (zależny od e) taki, że:
(re (a,b) An>ł) + l/ł(')+f*r(r)+...+f"(Ąl<e.

Niechg'=ń+...+f"dlan=I,2,3,....Cryzpodanyclrzałożeńwynikająnastępującestwierdzenia?
oIstniejefunkcjag:(a,b)+Rtaka,ż"jĘ9nk\=g(r)dlakażdegoł:e(a,ó).'.
oIstniejefunkcjao:(a,b)+Rtalta,z"jĘ('}p'ls"@)*s(")l)_0..

*Ń cę(a,ó)
oSzeregfunkcyjnyhłfzłfs*...jestzbieżnyjednostajnienaprzedziale(a,ó)

Rozwaza,my szereg potęgowy postaci Żo,r'. Czy są prawdziwr następują'ce zdania?

o Jeśli szereg ten jest zbieżny bez*ffinie dla z = -3,
to jest również zbteżny bezwzględnie dla r = 3

r Jeśli szereg ten jest zbieżny bezwzględnie dla ir = -3,
to jest zbteżny jedriostajrrie w przedziale l_2,2]o Jeśli szereg ten jest zbieżny (niekoniecznie bezwzględnie) w punkcie t = _3,
to jest zbleżny jednostajnie w przedziale l-2,2)



't

Dana jest liczba o € [-i,1]. Rozwazamy liczby:
,a3a5a7h2baó6b=a_T+T_7+...' c=1_z;+ł._6l +.''. d=b_

Czy są prawdziwe następujące zdania?

ó3 6s

--!_3! 5!

6r
___L

7l'
a
O

a

Różnica ac_ djest dodatnia, gdy a ) 0, aujemna, gdy o ( 0 . . . .

Różnica ac_d jest dodatnia, gdy o { 0, aujemna, gdy a ) 0
Różnica ac _ d jest dodatnia dla każdej Iiczby a t' 0 z przedziału [-1, 1] . . .

Danyjestprzedzia}(o,ó) (_oo<a<óa*),funkcjaf:(a,b)+Rorazciągfunkcjif.:(a,ó)_R
(, = I,2,3,... ). Rozwaaamy warunki:
(1) dla każdej liczby ł e (a,b) ciąg wartości (f"(r)) jest zbieżny do liczby /(c);
(2) ciąg funkcyjny h, fz, fs, ... jest zbieżrry jednostajnie na przedziale (a, ó) do funkcji /;
(3) wszystkie funkcje /' są ciąg}e;
(5) wszystkie funkcje fi są różniczkowalne;

(4) funkcja / jest ciąg}a;
(6) funkcja / jest różniczkowalna.

Czy zachodzą następujące irnplikacje?

' [(1)n(3)] -tn' i,rinriir -(4) ... . . . .. 
=t(2)^(5)l - (6)

W dalszym ciągu rozważamy sytuację z poprzedrriego pytania: warunki (1), (2), (3) oraz _ dodatkowo _
warunki:
(7) wszystkie funkcje ń m.ją calkę Riema,nna; (8) funkcja / ma całkę Riemanrra'
Czy zachodzą następujące implikacje?

' [(1)n(z)] + t" 
i,rjnrzir =+ isl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

=
[(2)^(3)]+(8)

Nadal rozważamy sytuację z dwóch poprzednich pytań: warunki (1)' (2), (3) oraz _ dodatkowo _ warunki:
(9) wszystkie funkcje ń mają funkcje pierwotne; (10) funkcja / ma funkcję pierwotną.
Czy zachodzą następuj ące implikacje?

' [(l)n(s)] ==+(to)itrjntsjr ;iro) : ..=
i(2) 

^ 
(3)l =+ (10)

Dana jest funkcja f :|a,b) * R (_oo 1a śb < oo). Czy są prawdziwe następujące zdania?
o Jeźeli funkcja / ma skończone granice jednostronne w każdym punkcie przedzia}u [o, ó],

to ma na tym przedziale ca}kę Rielrranna
o Jeźeli funkcja / ma rra przedziale [a,ó]funkcję pierwotlrą, to ma na nim całkę Riemanna
o Jeżeli / jest funkcją niemalejącą na przedziale [o,ó], to ma na nim calkę Riemanna . . . .

Funkcja /: [0,oo) * R jest całkowa'lna w sensie Riemanna na każdym przedziale domkniętym, zawartym

w przedziale [0,*). Niech F(r) = [' f lr)dl dla z € [0,oo). Czy są prawdziwe następujące zd'ania?
Jo

o Jeżeli funkcja / jest ciągła, to funkcja F też jest ciągła .
o Funkcja ,P jest ciągła (bez żadnych dodatkowych założeit o funkcji /)
o Jeżeli funkcja / jest ciągla, to funkcja F jest róźniczkowalna

Czy następujące całki niewłaściwe są zbieżne?

a

a

a
l,* #

"lI O..rt_l l tą
Jo r!t r

',;" ;""
I o,
Jn ;lii + 15



I rok matematyki

EGZAMIN POPRATV\/KO\VY

Imię, Nazwisko:

11 września 2001

Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ
Częć pierwsza: TEORIA (TEST)

Grupa (nazwisko osobY
prowadzącej ćwiczenia):

W każdą ramkę
należy wpisać:
tak lub: nie

Punktacja: - trzy odpowiedzi poprawne r.+

- dwie odpowiedzi poprawne' jedna ramka pusta r--+

- dwie odpowiedzi poprawne' jedna błędna H

- mniej niż dwie odpowiedzi poplawne H

1 punkt
2/3 punktu
1/3 punktu
0 punktów

Funkcja /, czterokrotnie tóżniczkowa]na w otoczeniu punktu xg oTaz spełniająca warunki

f(rr)=ei, y'qxr1=4, f"(xo)=5, f"'(ro)=6, f""(r-o)=T,jestwtymotoczeniuprzedstawialna
*)or"* Taylora f (*) = o,o + ar(r - ro) * or('- xo)z + o"('- ro)3 +'B(t)'
Czy zachodzą następujące równości?

. AZ:5.
a3=La

a

3 209-1_- . Niech .I będzie zbiorem jego punktów zbieżnościkozważamy Szereg funkcyjny L 7;gr,*,n=l
(to znaczy, zbiorem tych liczb rzeizywistych o, dla których szeleg jest zbieżny)'

Czy są prawdziwe następujące równości?

j r=ro,*I ..,;=io,;j 
::l;=lu,;,: . .: .. : : ..=

D1a każdej z okreś1onych niżej funkcji orzec) czy istnieje ciąg wielomianów zbieżny jednostajnie do

Ę funkcji na przedziale [_t,t]:

f(,) =
gdyrl0
gdyr=0

( sinr

t*,

Szereg potęgowy
nierówności?

a

Żr*@_ro),jest zbieżny d1a x=ro_2. Czy stąd wynikają następujące

n=0

limsup (1o; > z
n+oÓ

limsup \frr"1< I12
n+Ćo

limsup {Ą> z
n+co

-t



EGZAMIN POPRAWKO.WY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ TEoRTA (TEST)

12 września 19Ą7I rok rnatematyki

Irnię, Nazwisko:

Sernestr PIERWSZY

Grupa (nazwisko osoby
prowadzącej ćwiczenia) :

W każdą ramkę
należy wpisać:

tak lub: nie

Punktacja: - trzy odpowiedzi poprawne

- dwie odpowiedzi poprawne, jedna ramka pusta

- dwie odpowiedzi poprawne' jedna błędna

- mniej niż dwie odpowiedzi poprawne

r* 1 punkt
t' 2/3 Punktu
ł L/3 punktu
r+ 0 punktów

Niech.4 będzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych, ograniczonym z góry. Któte z następują-

cych zdań są prawdziwe dla każdego takiego zbioru?
o W zbiorze .4 istnieje liczba największa
oWśródliczbograniczającyclrzbiotAzgoryistniejeliczbanajmniejsza
oMożenieistniećżadnazliczb,októrychmowawpoprzednichpodpunktach.'.

Rozwaźamy ciąg (o') o wyrazach o, =ry . Czy prawdziwe są następujące zdania?
6n

' 'Ęon=ooo W ciągu (o') istnieje wyraz największy .

o Istnieje taka liczba ó > 0, że a, ) 6 dla n _ I,2,3,... .

Ciąg (r'), o wyrazach rzeczywistych r'
o Ciąg o wyrazach an = y6l . ln |r"|

f 0, dąży do zera. Czy następujące ciągi mają skończone

exp(2") - 1

granice?

Ciąg o wyrazach ó' = trn

. Ciąg o *y..ro"h ",: 4 ,tg lr"l

Dany jest ciąg liczb rzeczywistych (o")' Rozważamy rvarunki:
(1) ciąg (o') rna skończotrą granicę;
(2) ciąg (a') nra granicę, skończoną lub nie;

(3) dlakażdej Iiczbye >0istniejenumer k (zależny ode) taki, że: (m,n>k + |a.-a-|<Ą.
Czy zachodzą rrastępuj ące implikacie?

. (2) ==+ (3)

o każdym z określonych poniżej zbiorów orzec, czy może on być zbiorem wartości pewnej funkcji ciągłej,
której dziedziną jest przedział [0,1].
o Zbtor [-2, -1] U [1,2]

o Zbtor {oe R: rż0}
Przedział (-1,3]



Rozwaźamy funkcję / określoną na przedziale [0'3] wzorem: f(r)= lnIln(5{sinr) + ó_ t|.
Czy prawdziwe są następujące zdania?
oFunkcja/jestjednostajnieciąg}anaprzedziale[0'3]
o Istnieje taka liczba eo € [0,3), że zbiór wartości przyjmowanych

przez funkcję -f na przedziale [0' 3] jest zawarly w przedziale [0, /("o)]
o Istniejetakaliczbao)0, że f(r) )o dlawszystkich ce [0,3]

Dla każdej z wymienionych niżej funkcji rozstrzygnąć' czy nierów""uu r(t#) .
zacltodzi dla każdej trójki różnych liczb r,y,z ) 0.

f(,)= łi

f(n)=r*

f(r)+ f@)+ f (z)
o
i)

a

a f(r) = 2 lnr

Funkcja/:R- Rmaw punkcie 0 wartość0ipochodną dodatnią, skończoną: /(0) = 0 oraz 0 < "f'(0) < o".

Czy stąd wynikają następujące stwierdzenia?
o Funkcja / ma wartości dodatnie w przedziale postaci (0,ó), dla pewnej liczby ó > 0

I
T,

o Funkcja / jest ciągła w punkcie 0

o lstnieje skończona gratlica ,,- /(')- r*0 L

Dana jest funkcja f :I - R, dwukrotnie różniczkowalna; 16 jest punktem wewnętrznym przedzia}u 1.

Za'kładamy, że fl(rg) :0. Czy zachodzą następujące implikacje?
.(l,,@o)>0)==y(funkcja/rnawpunkciecomaksimumlokalne)
.(f,,('o)>0)=ą(funkcja/mawpunkciergminimumlokalne)
.(f,,(*o)=0)--}(r6jestdlafunkcji/punktemprzegięcia)

Funkcja f , (rł 1)-krotnie różniczkowalna w otoczeniu punktu ro € R,, jest przedstawialna wzorem Taylora

f (r) =iI r,r,ł-o)(c - ro)ł * R,(*);
k=0

reszta Rr(r)' zapisana w postaci Lagrange'a, jest dana jednym z następujących wzorów; którym?
(Ę oznacza punkt leżący między łr9 a r')

Rn(r) - .+rI "f,"+1)('o)({ -'o)'*'
R-(r) - 6fu 1("+r)1zo)(z - {)'*'



I rok matematyki 18 czerwca 1997

1. obliczyć długość łuku wykresu funkcji /(*) = in(r * ł;r=1) zawartego między punktami
(1,/(1)) i (2,1Q)).

..1
2. Dany jest ciąg funkcji f ,(r) = ] h(""'+ u") (n : I,2,3,...)'

(a) Dla każdej liczby ł € R obliczyć grarricę f (r): 
'h 

ń(').
(b) Zbadać, czy ciąg (.f') jest jednostajni e zbieżny do funkcji f na ptzedziale [_ 1, 1].

3. Rozważamy szeTeg potęgolvy i -j--o r-'Yo-..J 

"ź(" 
_ 1)r'

(a) Wyznaczyć jego ptzedział zbieżności J.
(b) obliczyć sumę tegcl szeregu (tzrr. wytazićją wzorem jako funkcję zmiennej r e J).

4. Funkcja g jest dana r,vzorem: g(r) = |.',,fi * obliczyć g(9)(0).

5. Zbadać,dla jakich waltości nuru*"#'Tż " 
całka niewłaściwa [* ^,'4'* = jesł zbieżna.

Jo rołłr

Uwaga. Rozwiqzanie każde4o zadania prosinly pisać na oddzielnym arkuszu papieru!|.



EGZAMIN POPRAWKO\Ą/Y Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ ZADANIA
12 września 1997I rok matematyki Sernestr PIERWSZY I DRUGI

1. Dla każdej liczby c ) 0 obliczyć granicę ciągu (o") o wyrazach an =

2. Zbadać, czy funkcja f (r) = cos(e') jest jednostajnie ciągła:

(a) na przed,ziale (--,0] ;

(b) na przedziale [0, *).

3. obliczyć kresy funkcji f (r) : (i _ ,) rr" na przedzial" 
|o' ł)

4. Zbad'ać, czy ciągfunkcji f^(*): , T'.r= (n = 7,2,3,...) jest jednóstajnie zbieżty na
przedzialeio,""i 

o '"\ ' (r*1)"

5. Rozwinąć funkcję f(.*)=arctg # w Szereg potęgowy wokó} zera i ustalić, na jakim

przedziale słuszny jest otrzymany wzór.

6. (u) Zbadać,dla jakich wartości parametru a ) 0 całkaniewłaściwa i 
-(Ę) o 

r]', i"rt zbieżta.
(b) obliczyć jej wartość, gdy a = 2. J' \ r /

Uwaga. Rozwiązanie każd,ego zad'ania prosimy pisać na odd,zi,elnym arkuszu papieru!|.

ł)-"+t.



Eg'zamin poprawkowy z analizy I

częsc teoretyczna
B września j.995 r

W kratkę na1eży wpisaĆ T (tak) 1ub N (nie}' odpowiedŹ negaŁywną należy
krótko uzasad'nii na dodatkowej karŁce. Uzasadnieniern moŹe byi przykład,
wykres funkcji z wyraŹną sugestią d.okład'nego wyg1ądu itp.

1

2

4.
Ę

JeŚ].i szereg x an jest zbieżny, lo
(i) szereg ! la"l/(1+la"l) jest zbieżny

(ii) szereg' sinla. l jest zbieżny
(iii) iim(a +a +...+a ) = 0n+l n+2 ?,n'

JeśIi 1im(a"*r*..*r*...*"r.) = 0, to szereg f a" l'esŁ zbieżny
Jeśti x la"l ( o, to szereg l a.(1+a.)-1 iest zbieżny.
Jeśli funkcja f.f jest ciągła..to funkcja f jest ciągła.
JeŚIi funkcja f: Ia,b]_>R jest ciągła i nie jest stała, to
przeciwobrazy zbiorów jedno punktowych są skończone.

istnieje ce(a,b) takie, Że f'(c)=0.
B' AsR jest takim zbiorem, Że każd'a funkcja ciągła f

jed'nostajnie ciągła. Wynika stąd'' że
(a) każda funkcja cią9ła okreŚloną na A jest og.raniczona

6.JeśIifunkcjaf:[a,b]->RmawłasnoŚćDarboux,tojestciągła
7. JeŚli ]ewostronna pochodna f' istnieje i jest skończona w

każdym punkcie przedziału [a,b), f jest ciągła na [a,b] , to

'A->R jest

(b) zbiÓr A jest przedziałen
(c) każda funkcja cią9ła okreŚlona na A na wartośĆ
(d) kaŹda funkcja ciągła okreŚlona na A ma własnośĆ

9. Jeśli 1im a-=m=Iim b_ i istnieje lim (a ,zbnnnn
lim(a -a \ / (b -b )=m.' n+1 n" ' n+1 n'

na jmnie jszą [---l
Darboux

), ro

r---l

10. JeŚli f jest wypukła na (a,b), to jest ciągła.
11' JeŚ1i AgR jest prledziałem' f rosnącą funkcją rÓżniczkowaIną

na A, to pochodna funkcji f jest dod.atnia,
12. JeŚli f jest funkcją klasy C' na R, f'(o)=0 i f(") 10;.0 dla

n=2,3,..., to f ma w punkcie 0 lokalne minimum n



13 Jesli f(x) =f,ax" dlaxeR i fmawpunkcie 0 lokalnen
mininun ryłaścłrye, to istnieje neN takie, że f<"'(o) > 0. I

Ó
14. Jeś1i całki "rlf(x)|dx

os

o
i "r l 9 (x) l dx są zbieżne,

o
to rÓwnież cał

f
na [a, b] , to

"/f(x)9'(x)dx jest zbieŹna.
o

]"5' JeŚli funkc ja f : [a,b]-)(0,=m) jest R-całkowalna
rÓwnież funkcja f, l""a R-całkowalna na [a.b]. I

16. Jeśti lf(x):f(y) lś3 lx-y12 d1a dowo1nych 1iczb rzeczywistych
x,yoraz f(0)=1(1)=0, to lf(O,5)t<2 [

17. JeŚIi f jest R-całkowa1na na przedziale domkniętym, to jest
ograniczona i zbiór jej punktów nieciągłoŚci jest skończony
lub przeliczalny. f

].B JeŚ1i f"e c(R) d}a a=L,2,3,. '. i cią9 (f ') jest jed'nostajnie
zbieżny oraz f.(0)=0 d].a n<N, Ło granica lim f- też jesŁ
funkcją klasy C1. 

n

f
19. Jeśli f : [0.m) 

-7p 
jest funkcją ciągłą i d'odatnią, to szereg

f,t1n; iest zbieŻny wtedy i tylko wtedy, gdy Ir(')u* . *-. f
o

20. Niech f€cm(R). Niech r'(x,h) oznacza wartośi n-tej reszty
Taylora obliczoną w punkcie x d.la przyrostu h. Wted'y
(a) l!ry- r (x,ir) = 9. fn.tf-N n L

(b) Iim^ r (x'h) istnieje dla każdego h:0 [x-Ju n' 
1

(c) nlrrr(x,h)=h"{ (1-t)"f("*1) 1x+th;dt f
0

7(d) (n+1) !rrr(x,h)=h'* 1,r (L-t)"f("*1) ix+th)d.t f
0

(e) (n+1) !r,r(x,h) = hn+ 
1f(n+1) (**Łn' 

'.h) 
d'la pewne j liczby

dodatni.ej tn,. a 1 I


