5. Wykazacd. 7e g-

Egzamin z analizy matematycznej I

2 czerwca 1995 - czesé zadaniowa

feCi[G,m), £f'(x)>m dla x>0, £(0) = e, Wykazac¢, ze funkcja f ma

doktadnie jeden pierwiastek w przedziale (0,1).

Udowodnic, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x jest:

e* + sin x > 1 + 2x - é X .

Dla jakich x zachodzi roéwnoscé?

+ &0 —l
Dla jakich n20 catka S %'+ (3+cosx) ~-e “dx jest zbiezna?

0

. 4

- S cos(t )4t
Chliczys Ilim 0
x—>0 o

7 sin(t?)dt
0

+o0  (=1)"

reg 3 o= : “usb—gednostajnie zbieznmy na R
n=1 n+|x| :

oraz znaleic¢ wszystkie punkty roézniczkowalnosci jego sumy.
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I rok matematyki 14 wrzesnia 1999
EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ]
Czesé¢ druga: ZADANIA

1. Udowodnié, ze dla kazdej liczby « € (0,7/2) zachodzi nieréwnosé
2sinx+tgz > 3z.

: .. In{e™™* 41
2. Zbadaé, czy ciag funkeji f,(z) = In(e™ +1) (m=1,2,8,...]
n
jest zbiezny jednostajnie na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych.

D =
3. Rozwinaé funkcje f(z) = arc tg 2:1: n i
x

a0+a1:c+a2x2+a3w3+... .

Dla jakich wartosci & otrzymany wzér ma sens i jest prawdziwy?

w szereg potegowy postaci

4. Obliczy¢ dlugosé wykresu funkeji f(2) = arc sin(e™™*) miedzy
punktami (0, f(0)) 1 (1, f(1)).

5. Zbadac, dla jakich wartosci stalej rzeczywiste] w calka niewlasciwa

o0
r\ W ’ , - P
/ (ze*)" dz ma wartoé¢ skoriczona (tzn. jest zbiezna).
0

Uwaga:

Oceniane bedq rozwigzania czterech zadarti.

Rozwigzanie kazdego zadania prosimy pisaé na oddzielnym arkuszu papieru.
Korzystajqce z twierdzen znanych z wyktadu, cwiczen lub literatury nalezy
wyrainie sie na te twierdzenia powolywad.



(11) ZESTAW PYTAN NALEZY PODPISAC I DOLACZYC DO PRACY.

Sposréd pytan C i CX nalezy wybrac¢ jedno ( jesli poda Pan(i)
odpowiedzi na oba, tylko jedna bedzie punktowana ); prosze
-ZWrocic uwage, ze jedynie wybierajac C* mozZna wuzyskadé¢ ilosé
punktow wystarczajgca na ocene bardzo dobra. Oceniana bedzie
poprawnosc i kompletnosdé odpowiedzi, oraz sposéb w jaki zostala
zredagowana.

PUNKTACJA : A: A,B,C - po 8p. B - 24p. C - z6p. C* - 52p.

A, (A) Podac definicje kresu gdérnego supA i kresu dolnego infa

ograniczonego zbioru A liczb rzeczywistych.

(B) Sformutowadé reguie L’Hospitala ( nie opisywac¢ wszystkich

przypadkow) . Czy regule  L’Hopitala - mozna - zastosowad do

'?”’Odbowiedz uzasadnic.

znalezienia granicy 1lim
X — 0

(C) Podac definicje zbieznosci punktowej i Jjednostajnej

ciggéw funkcyjnych (fn)n, gdzie fn : S — R.

B. Sformutowac twierdzenie o catkowaniu i rézniczkowaniu
Szeregow potegowych. Sformulowacé twierdzenie Abela o szeregach
potegowych zbieznych w koncu przedziatu zbieznosci.

Rozwing¢ w szereg potegowy funkcje arctan(x) i uzasadnié

Lz gLy, 2_ 1
formuile il 1 3 + 5 7 L Sl
C_ Poda¢ definicje funkcji catkowalnych w sensie Riemanna

i wykazaé, ze funkcje monotoniczne na przedziale
skonczonym sg catkowalne w sensie Riemanna.
Sformutowaé i udowodnié podstawowe twierdzenie analizy

matematycznej - formute Newtona-Leibniza.

C*, Udowodnic¢, ze funkcje ciggle na przedziale domknietym
[a,b] s3 jednostajnie ciggile.
Wykaza¢, Z2e funkcje ciggle na [a,b] s3 na tym przedziale

catkowalne w sensie Riemanna.




FPUNKTACJA .1 = A — 10Op., B8 — 1lop. 4 = Z0P.

3 : A— 10p.; B - 10p., C— 18p. 4 & 20 p-.-:

1. (A) Niech () = 745 + In(53=) , dla x > 0.

Wykazac¢, ze funkcja f maleje i1 znalezé %im+® f(x).

(B) wWykazaé, ze dla x > O zachodzi nierdéwnosé

i + 2 + x R} 1
2 + X 4 -
o cos(Tn)
2 Wyjasnié, czy szereg ). = 1n(n) jest rozbiezny,

n=1
zbiezny warunkowo, czy tez jest zbieiny bezwzglednie ?

OdpowiedZ uzasadnié.

o NX
3. Niech f (x) = ln(n) , n=2,3, ...
®
(A) Wwykazaé, ze szereg funkcyjny ). L jest zbiezny jednostajnie
' ; n=2 - ] ' ,

na kazdym przedziale [a, +®), gdzie a > O. e

(B) wykazac, ze dla kazdego n 2 2 istnieje m > n takie, ze
1 ; :
g (0 # £ 00 + .04 1 (x)) de >0,

(C) Czy szereg funkcyjny Jjest jednostajnie zbiezny na przedziale
(0, 112 o0OdpowiedfZ uzasadnié.

4. Wykazaé, e dla x > O zachodzi nieréwnosé

: x
2 s t

( 51n(l = x) ) < 2-] 51n(1 < t) dt .

. 0

WSKAZOWKA: Pordwnac¢ pochodne funkcji po obu stronach nierdéwnosci.




EqzAMIN 2 AnACzY 1T (1), S v 9%

Ruzwihzaniu poszczegdlnych zadan nalety pisa¢ na osobnych
kartkach. Odpowiedzi nalety uzasadnié.

|
Punktacja : 1 - 1sp. 2 - 20p. 3 - 208. 4 - 25p. 5 - 20e.

1. iNiach f,: R— R bedzie funkcja okreslonsg formula

|

| {x = 1n(1 +x) , dla x 2 0,
fc(x) = 5
L = cos(ex) dla x < 0.

X .

Wyznaczyé liczby c, dla ktérych funkcja fc jest rézniczkowalna.

2. (A) wykazaé¢, te funkcia f(x) = i = i:: , gdzie x = 1,

Jest wypukia.

(B) Wykazaé, ta dla s, t x 0 zachodzi nieréwnosdc

sél t+l
[1—501-2]‘“‘(3 + o ]
1 +s 1+t 2

2 1
> L, at L 2

3_ Znalef¢ promien zbietnosci szeregu potegowego

x

L . X
E: cos(nn) + sln(;) -
n
h n 2
i zbadaé zbiezno$é tego szeregu w kaidym z koncow

jego przedziatu zbieznosci.

1 .
. - > 0.
Niech fn(x) —(———————)’n % I ., gdzie x

®
(A) wykazaé, te dla 8 > O szereg L fn(x) jest
net

jednostajnie zbieiny na przedziale (6, +@ ).

(B) wykazaé, e dla katdego n istnieje m > n takia, 18

1 1 1
fn(;) + fn*l(;) + ... + fm(;) 2 1 . Czy szereg

L)
T fn(x) jest zbiezny jednostajnie na przedziale (o, +@ )7
net

Odpowiedf naleiy dokiadnie uzasadnié.

5.

Niech ¢ : R — R bedzie funkcja ciagia o okresie 1, tzn.
p(x+1) = p(x), dla x € R,

(A) |wykazaé, 2e dla a < b,

b 1
lim , [ e(nx) dx = (b = a)-J o(x) dx .
. a o

(B) wykazaé, te dla kazdej funkcji f : R —— R
calkowalnej w sensie Riemanna,

1 1 1
lim é f(x) o(nx) dx = é T(x) dx - é P(x) dx .

{ ST S



I rok matematyki 14 wrzesnia 1999
EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ
Cze¢é¢ pierwsza: TEORIA (TEST)

Imie, Nazwisko: Grupa (nazwisko osoby
prowadzacej ¢wiczenia):

W kazda ramke Punktacja: — trzy odpowiedzi poprawne — 1 punkt

nalezy wpisaé: — dwie odpowiedzi poprawne, jedna ramka pusta — 2/3 punktu

tak lub: nie — dwie odpowiedzi poprawne, jedna bledna — 1/3 punktu
— mniej niz dwie odpowiedzi poprawne — 0  punktdw

Funkcja f, (n+ 1)-krotnie rézniczkowalna w otoczeniu punktu 29 € R, jest przedstawialna wzorem Taylora
n

flz)= Z % f(k)(xo)(a: — 20)* + Ru(z); ressta R,(z), zapisana w postaci Lagrange’a, jest dana jednym
k=0
z nastepujacych wzoréw; ktérym? (€ oznacza punkt lezacy miedzy zo a z.)
1
’ | L OR ey EAMIGICEED Y m—
e Ry(z)= R FOD(@o)(E — o)™t ]
: 1
J Ra(z) = Fe (@)@ —e)"tt L ]

(n+1)!

o0
Rozwazamy szereg funkcyjny Z Niech A bedzie zbiorem jego punktéw zbieznosci (to znaczy,

n® 45"
=0 .

zbiorem tych liczb rzeczywistycﬁ z, dla ktérych szereg jest zbiezny). Czy sg prawdziwe nastepujace zdania?
° A=(0,00) o ]
° A=(1,00) oo ]
. A (06,00 W (B8 v wumms ox st oemun ssrsssman sstesns, ]

Rozwazamy szereg funkcyjny fi + fo+ f3 + ..., ktérego skladniki f,, sg funkcjami okreslonymi na tym
samym przedziale (a,b). Zakladamy, ze jest spelniony warunek:

dla kazdej liczby € > 0 istnieje numer k (zalezny od ¢) taki, ze:

(z € (a,0) A n>k) = |filz)+ frrr1(z)+ ...+ fulz)] < e

Niech g, = fi+...+ f, dla n=1,2,3,.... Czy z podanych zalozeri wynikaja nastepujace stwierdzenia?
e Istnieje funkcja g: (a,b) — R taka, ze lim g,(z) = g(z) dla kazdego z € (a,b) ... ... ... .. L]
n—00
o Istnieje funkcja g: (a,b) — R taka, ze lim ( sup |g.(z) — g(z)] =1 L]
n—oo E(a,b)
e Szereg funkeyjny fi1 + f2 + fs + ... jest zbiezny jednostajnie na przedziale (a,b) .......... [ ]
o0
Rozwazamy szereg potegowy postaci Z apz™. Czy sa prawdziwe nastepujgce zdania?
n=0
e Jesli szereg ten jest zbiezny bezwzglednie dla z = —3,
to jest réwniez zbiezny bezwzglednie dlaz =3 .. ... . .. L]
e Jesli szereg ten jest zbiezny bezwzglednie dla 2 = —3,
to jest zbieiny jednostajnie w przedziale [-2,2] .. ... .. L
e Jesli szereg ten jest zbiezny (niekoniecznie bezwzglednie) w punkcie z = —3,
to jest zbiezny jednostajnie w przedziale [-2,2] . ... ... ]

. . S 1 (1yn : n : :
Rozwazamy liczby o = z:(—l)”+1 C— (g) oraz = lim (1 + E) . Czy sa prawdziwe nastepujace
zdania? n=1 n nee "




Dana jest liczba a € [—1,1]. Rozwazamy liczby:

b:a-—a—

3

3

LA P

a

7 b2 b4
+—— =4 ..., d=b— —4+ —— =+ ...

7 21 4!
Czy sg prawdziwe nastepujace zdania?

e Roznica ac—d jest dodatnia, gdy a >0, aujemna, gdy a <0 .......................
e Rdinica ac—d jest dodatnia, gdy a <0, avujemna, gdy a>0 .......................
e Roznica ac —d jest dodatnia dla kazdej liczby a # 0 z przedziatu [-1,1] ............ ...

Dany jest przedzial (a,b) (—co < @ < b < o0), funkcja f:(a,b) — R oraz cigg funkeji frni(a,b) = R
(n=1,2,3,...). Rozwazamy warunki:
(1) dla kazdej liczby z € (a,b) ciag wartosci (fn(z)) jest zbiezny do liczby f(z);

(2) ciag funkeyjny f1, fo, fs, ..

(3) wszystkie funkcje f, sg ciggle;
(5) wszystkie funkcje f, sa rézniczkowalne;
Czy zachodzg nastepujace implikacje?

e MABRI=(®)

. Jest zbiezny jednostajnie na przedziale (a,b) do funkcji f;

(4) funkcja f jest ciagla;
(6) funkcja f jest rézniczkowalna.

W dalszym ciagu rozwazamy sytuacje z poprzedniego pytania: warunki (1), (2), (3) oraz — dodatkowo —

warunki:

(7) wszystkie funkcje f, maja calke Riemanna;
Czy zachodzg nastepujace implikacje?

o [(MAM]=(8)

(8) funkcja f ma calke Riemanna.

Nadal rozwazamy sytuacje z dwéch poprzednich pytan: warunki (1), (2), (3) oraz - dodatkowo — warunki:
(9) wszystkie funkcje f, maja funkcje pierwotne;
Czy zachodzg nastepujace implikacje?

o [(HAO]=(10)

(10) funkcja f ma funkcje pierwotna.

Dana jest funkcja f:[a,b] = R (—oco < a < b < o0). Czy sa prawdziwe nastepujace zdania?
e Jezeli funkcja f ma skonczone granice jednostronne w kazdym punkcie przedziatu [a,b],

to ma na tym przedziale calke Riemanna

e Jezeli funkcja f ma na przedziale [a, b] funkcje pierwotng, to ma na nim calke Riemanna

o Jezeli f jest funkcjg niemalejgcq na przedziale [a, b], to ma na nim calke Riemanna . .......

Funkcja f:[0,00) — R. jest calkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale domknietym, zawartym

w przedziale [0,00). Niech F(z)= / f(t)dt dla z €[0,00). Czy sa prawdziwe nastepujace zdania?
0

e Jezeli funkcja f jest ciggla, to funkcja F tez jest ciggla . ... .......... .. .. .. .. ... .. ..
e Funkcja F jest ciagla (bez zadnych dodatkowych zalozen o funkeji f) ... ...
e Jezeli funkcja f jest ciagla, to funkcja F jest rézniczkowalna .. .. ... ... ... ... ... .. ... .

Czy nastepujace calki niewlasciwe sg zbiezne?

U dz
LT P EEE I Cwee s s e s s e e s e

J

*da
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I rok matematyki 11 wrzesnia 2001
EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ
Czeéé pierwsza: TEORIA (TEST)

Imie, Nazwisko: Grupa (nazwisko osoby
prowadzacej ¢wiczenia):

W kazda ramke Punktacja: — trzy odpowiedzi poprawne — 1 punkt

nalezy wpisac: — dwie odpowiedzi poprawne, jedna ramka pusta — 2/3 punktu

tak lub: nie — dwie odpowiedzi poprawne, jedna btedna — 1/3 punktu
— mniej niz dwie odpowiedzi poprawne — 0 punktéw

Funkcja f, czterokrotnie rézniczkowalna w otoczeniu punktu zo oraz spelniajaca warunki
f(zo) =3, f'(z0) =4, f"(20) =5, f"(z0) =6, f"'(z0) = 7, jest w tym otoczeniu przedstawialna
wzorem Taylora f(z) = ao + a1(z — zo) + az(z — 20)? + as(z — z0)® + R(z).

Czy zachodza nastepujace réwnoéci?

(e}

2001
Rozwazamy szereg funkcyjny E Niech J bedzie zbiorem jego punktéw zbieznosci
n=1

— 11 4 9n=t1”
(to znaczy, zbiorem tych liczb rzeczywistych z, dla ktérych szereg jest zbiezny).
Czy sa prawdziwe nastepujace réwnoéci?

® T f0,88] sinnrmvmnrmcan i BEEE S ER s m e R BRI E G EE {_—___]
. T =f0,808) ¢ cvswemmmr sk Em s ms s mE B 1
o J=(180) cvnrmssmsmsnnsmr gy mnano ]

Dla kazdej z okreslonych nizej funkcji orzec, czy istnieje ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie do
tej funkcji na przedziale [—1,1]:

. ' fl) e (@] s snemmsmcomrme mmnmsmIm 1]
. f@):{ﬁ?—’” gy #£0 —

. =B .. . owsmamese vos pse = e 1

(ee)
Szereg potegowy Zan(ac — z0)" jest zbiezny dla z =1zo —2. Czy stad wynikaja nastepujace
nieréwnosci? n=0

° Tmsup $lag] 39 . iisssvinsomamesnsminamms ]

n—0o0

® Tinamp Slael B2 sasssansmrparnencmmcndt s mREnImEuR o o ]

n—0o0

. limgap 5/18al €12 ot vnsnsnainsnss 1]

n—od




EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ TEORIA (TEST)
I rok matematyki Semestr PIERWSZY 12 wrzesnia 1997

Imie, Nazwisko: Grupa (nazwisko osoby

prowadzacej éwiczenia):

W kazdg ramke Punktacja: — trzy odpowiedzi poprawne — 1  punkt

nalezy wpisac: — dwie odpowiedzi poprawne, jedna ramka pusta +— 2/3 punktu

tak lub: nie — dwie odpowiedzi poprawne, jedna bledna — 1/3 punktu
— mniej niz dwie odpowiedzi poprawne — 0  punktéw

Niech A bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych, ograniczonym z géry. Ktére z nastepujg-
cych zdan sa prawdziwe dla kazdego takiego zbioru?

e W zbiorze A istnigje liczba najwieksza . .. .. ... ]

e Wsrdd liczb ograniczajacych zbiér A z gory istnieje liczba najmniejsza ... .............. ]

e Moze nie istnieé¢ zadna z liczb, o ktérych mowa w poprzednich podpunktach . ... ......... L
n45n

Rozwazamy cigg (a,) o wyrazach a, = —— . Czy prawdziwe sa nastepujace zdania?

0 LIIM Gy =00 . o L]

e W ciggu (a,) istnieje wyraz najwiekszy . .. ... ... ... ]
e Istnieje taka liczba 6 > 0,72e a, > 6 dla n=1,2,3,.... .. . .. . . . . . . ... L]

Ciag (z,), o wyrazach rzeczywistych z,, # 0, dazy do zera. Czy nastepujace ciagi maja skoriczone granice?

o Ciago wyrazach a, = /Z, -Inlza| .. L]

. -1
® Ciag o wyrazach b, = S>_<_p_($_n)____ ........................... L]
Tn
2
e Ciag o wyrazach ¢, = % ............................................. L]
g |Tn

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,). Rozwazamy warunki:

(1) ciag (an) ma skoriczong granice;

(2) ciag (an) ma granice, skoriczong lub nie;

(3) dla kazdej liczby € > 0 istnieje numer k (zalezny od ¢) taki, ze: (m,n >k = |a, — am| < €).
Czy zachodza nastepujace implikacje?

0 (D)2 (3) « v oo —

O kazdym z okreslonych ponizej zbioréw orzec, czy moze on byé zbiorem wartoéci pewnej funkcji ciaglej,
ktérej dziedzing jest przedzial [0, 1].

o Zbiér [-2,—-1]U[L,2]
° Przedzial (—1,3] ... .. . . . ]

e Zbiér {z€R: z >0}




Rozwazamy funkcje f okreslong na przedziale [0,3] wzorem: f(z)=In|In(5+sinz)+ /3 —z|.
Czy prawdziwe sg nastepujace zdania?

e Funkcja f jest jednostajnie ciggla na przedziale [0,3] .. ........... .. ... ... L1
e Istnieje taka liczba z¢ € [0,3], ze zbidr wartosci przyjmowanych

przez funkcje f na przedziale [0, 3] jest zawarty w przedziale [0, f(zg)] ... .............. L]
o Istnieje taka liczba a > 0, ze f(z) > a dla wszystkichz €[0,3] ...................... L1

m+y+z) < flz)+ fly) + f(2)

Dla kazdej z wymienionych nizej funkcji rozstrzygnaé, czy nieréwnosé f(

zachodzi dla kazdej trojki réznych liczb z,y,z > 0.

° f(x):% ........................................................... I:]

Funkcja f: R — R ma w punkcie 0 warto$¢ 0 i pochodna dodatnia, skoriczona: f(0) = 0 oraz 0 < f'(0) < oo.
Czy stad wynikajg nastepujgce stwierdzenia?

e Funkcja f ma wartosci dodatnie w przedziale postaci (0,6), dla pewnej liczby § >0 ... .. .. L1

o Funkcja f jest ciggla w punkcie 0 ... ... ... .. L]

e Istnieje skoriczona granica lirr(l) M .......................................... S
r— X

Dana jest funkcja f:I — R, dwukrotnie rézniczkowalna; zg jest punktem wewnetrznym przedzialu 1.
Zakladamy, ze f’(zq) = 0. Czy zachodza nastepujace implikacje?

o (f"(xo)>0) = (funkcja f ma w punkcie zo maksimum lokalne) ................... C
o (f"(x9)>0) = (funkcja f ma w punkcie o minimum lokalne) . ................... [ ]
o (f"(x0)=0) = (o jest dla funkeji f punktem przegiecia) ....................... L]

Funkcja f, (n+ 1)-krotnie rézniczkowalna w otoczeniu punktu zo € R, jest przedstawialna wzorem Taylora
=1
J(@) =Y 5 fP o)z = 20)" + Ba(a)
k=0

reszta R,(x), zapisana w postaci Lagrange’a, jest dana jednym z nastepujacych wzoréw; ktérym?
(§ oznacza punkt lezacy miedzy zo a z.)

) Ru(@) = oy /O oyt ]
. Rle) = i S AT @€~z —
. Ru(®) = gy P ) = ]
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I rok matematyki 18 czerwca 1997

1. Obliczy¢ dtugos¢ tuku wykresu funkeji f(z) = In(z + Va2 — 1) zawartego miedzy punktami
(1, /(1)) i(2,£(2)).

2. Dany jest ciag funkcji  f,(2) = 1 In(@ 4] (=123
n
(a) Dla kazdej liczby » € R obliczy¢ granice f(z) = lim f,(z).
(b) Zbadacd, czy ciag (f,) jest jednostajnie zbieiny do funkcji f na przedziale [—1,1].

o n
x
3. Rozwazamy szereg potegowy E s
= (n—1)n

(a) Wyznaczy¢ jego przedzial zbieznosci J.
(b) Obliczy¢ sume tego szeregu (tzn. wyrazi¢ ja wzorem jako funkcje zmiennej z € J).
" sin t?

4. Funkcja g jest dana wzorem: g(a) = / e dt. Obliczyé ¢(0).

0,5 g
5. Zbada¢, dla jakich warto$ci parametru a € R calka niewlasciwa / ——— jest zbiezna.
0 T+ VT

Uwaga. Rozwigzanie kaidego zadania prosimy pisaé na oddzielnym arkuszu papieru!!




EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ ZADANIA
I rok matematyki Semestr PIERWSZY I DRUGI 12 wrzesnia 1997

1. Dla kazdej liczby ¢ > 0 obliczy¢ granice ciagu (a,) o wyrazach a, = ’\‘/cn +(c+3) " +1.

2. Zbadaé, czy funkcja  f(z) = cos(e®) jest jednostajnie ciagta:
(a) na przedziale (—o00,0];
(b) na przedziale [0, 00).

3. Obliczy¢ kresy funkcji  f(z) = T _z)tgz na przedziale 0,E ;
2 & 2

4. Zbadaé, czy ciag funkcji fn(z) = M (n=1,2,3...) jest jednostajnie zbiezny na
: (z+1)”
przedziale [0, 00).
- ; T —2 , . L e
5. Rozwinaé funkcje f(z) = arc tg——+—2— w szereg potegowy wokdl zera i ustalié, na jakim
T

przedziale stuszny jest otrzymany wzdr.

(o] 1 o
6. (a) Zbadaé, dla jakich wartosci parametru a > 0 calka niewlasciwa / (H) dz jest zbiezna.
(b) Obliczyé jej wartosé, gdy a = 2. 1

Uwaga. Rozwiqzanie kazdego zadania prosimy pisacé na oddzielnym arkuszu papieru!!




Egzamin poprawkowy z analizy I
czesc teoretyczna

8 wrzesnia 1995 r

W kratke nalezy wpisac¢ T (tak) lub N (nie). OdpowiedZ negatywna nalezy
krotko uzasadni¢ na dodatkowej kartce. Uzasadnieniem moze by¢ przyktad,

wykres funkcji z wyrazna sugestia dokiadnego wygladu iEp.

1. Jesli szereg ), a jest zbiezny, to

(i) szereg ), la 1/(1+la |) jest zbiezny

(ii) szereg sin!anl jest zbiezny
(iii) 11m(an+1+an+2+...+a2n) =0
2. Jesli lim(an+r+an+2+...+a2n) = 0, to szereg ) a jest zbiezny
3. Jesli ) la | < o, to szereg an(l+ar)—.1 jest zbiezny.
4. Jesli funkcja f-f jest ciagta, to funkcja f jest ciagta.
5. Jesli funkcja f:[a,b]->R jest ciagla i nie jest stata, to

przeciwobrazy zbioréw jedno punktowych sa skoriczone.

Jesli funkcja f:[a,b]—>R ma wiasnosc Darboux, to jest ciagta
Jesli lewostronna pochodna f' istnieje i jest skornczona w

kazdym punkcie przedziatu [a,b), f jest ciagta na [a,b], to

IR

istnieje ce(a,b) takie, ze f'(c)=0.
8. AcR jest takim zbiorem, ze kazda funkcja ciagta £f:A—>R
jednostajnie ciagta. Wynika stad, ze

(a) kazda funkcja ciagia okreslona na A jest ograniczona

U s

(b) zbicr A jest przedziatem
(c) kazda funkcja ciagla okreslona na A ma wartosc najmniejsza[ |
(d) kazda funkcja ciagta okreslona na A ma wiasnosc Darboux
9. Jesli 1lim & _=w=lim b i 1istnieje 1lim (a /b ), to
n n n n
i_an ) / (bn+ i—bn ) .
10. Jesli £ jest wypukita na (a,b), to jest ciagta.

lim(an+

11. Jesli AcR jest priedzia{em, f rosnaca funkcja rozniczkowalna
na A, to pochodna funkcji f jest dodatnia.

12, Jesli f jest funkcja klasy c® na R, £'(0)=0 1 f<n)(0)20 dla

n=2,3,..., tof ma w punkcie 0 lokalne minimum

10 0L




13

14.

15,

16.

17.

18

19

20

Jesli f(x) = ), ahx" dla xR i £ ma w punkcie 0 lokalne
nYy

minimum wtasciwe, to istnieje neN takie, ze f (0) > 0.
o« (s}

Jesli catki sIf(x)ldx i flg(x)ldx sa zbiezne, to rdéwniez
0 0

@

Jf(x)g(x)dx Jest zbiezna.

L

cat

L

0
Jesli funkcja f:[a,b]—>(0,=») jest R-calkowalna na [a,b], to

réwniez funkcija % jest R-catkowalna na [a,b].

Jesli If(x):f(y)lsSIX-w2 dla dowolnych liczb rzeczywistych
x,y oraz £(0)=£f(1)=0, to 1£(0,5)1<2

Jesli f jest R-catkowalna na przedziale domknietym, to jest
ograniczona i zbiér jej punktéw nieciagtosci jest skoriczony
lub przeliczalny.

Jesli fnecl(R) d¥a 8=1,2,3,..= 1 cliag (f;) jest jednostaijnie
zbiezny oraz fn(0)=0 dla neN, to granica lim fn tez jest

funkcja klasy ct.

L
L

[

£

Jesli £:[0,») —>R jest funkcja ciagia i dodatnia, to szeregqg

s 93

Lf(n) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy /f(x)dx < +®.
0

Niech fECm(R). Niech rn(x,h) oznacza wartosé¢ n-tej reszty

Taylora obliczona w punkcie x dla przyrostu h. Wtedy
(a) lim rn(x,h) = 0.

n~=>+0

(b) %330 rn(x,h) istnieje dla kazdego h=0

1
(c) n!rn(x,h)=h“f(1—t)“f‘“”’ (x+th)dt
0
1
(d) <n+1):rn(x,h)=h“*‘f(1—t)“f‘“*“ (x+th)dt
0
(e) (n+1)!rn(x,h) = h"+1f("+1)(x+th nh) dla pewnej liczby

dodatniej t <1
h, n

L

L
L
L
[



