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. a. Poda¢ definicje skonczonej granicy ciagu liczbowego.

Rozstrzygnaé, ktore z ponizszych implikacji sq prawdziwe:

b. Jedliciag (|ay,|) ma granice skonczonai lim b, = 0, to ciag (\an+bn]) ma granice skonczong.
n—oo

c. Jedli ciagi (|an|) i (bn) maja granice skoficzone, to ciag (|a, + by|) ma granice skoficzona.

Rozwigzanze.

a. Liczba ¢ jest granica ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby e istnieje

taka liczba n., ze dla kazdej liczby naturalnej n > n. zachodzi nieréwnosé |a, — g| < €.

b. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze
|an| = [bn| <lan + bl < lan| + [bnl-

Niech A = lim |a,|. Wtedy lim (Ja,|+|b,]) = lim |a,|+ lim |b,| = A+0=A,bo lim |b,| =0
wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = 0 (bylo na wykladzie, zreszta to akurat stwierdzenie wynika
natychmiast z definicji granicy). Analogicznie lim (|a,|—|b,|) = lim |a,|— lim [b,|=A—-0=A.
n—oo n—oo n—oo
Z twierdzenia o trzech ciagach wynika od razu, ze lim |a, + b,| = A. Wobec tego implikacja z
n—oo

punktu b. jest prawdziwa.

c. Twierdzenie sformulowane w punkcie c. jest nieprawdziwe. Wystarczy przyja¢ a, = (—=1)" i
b, = 1. Wtedy ciagi (|an|) i (|bn|) maja granice réwne 1, bo sa to ciagi stale o wyrazie 1.
Natomiast ciag (|an + bn|) granicy nie ma, bo jego wyrazy odpowiadajace parzystym numerom n

sg réwne 2, a nieparzystym — 0.

. Obliczy¢ kresy zbioru

2m+n
{2n+22m+22n: m,neN} )

Rozwigzanie.

Oczywiscie m > 0 dla dowolnych liczb naturalnych m,n. Wobec tego

) 2m+n
1nf{2n+22m+22n: m,nGN} >0.

n 2
Tym kresem jest liczba 0, bo lim 52t = lim 277 g gz = 0 Zachod nie-

réwnosé 2n+227;1122n < 222:_:;2,1 < %, bo 22m 4 227 _ 9. 2mtn — (2m — 2”)2 > 0. Stad wynika,
ze
gmtn 1
sup{2n+22m+22n: m,n € N} < 5
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2n+n

. . . _ . 1 _ l .
Poniewaz Hm o ompm = M 5=y = 5, wiee
2m+n 1
sup : mneNpy=—.
n 4 922m + 22n 2

. Niech a; oznacza liczbe dodatnia. Niech a,1 = %(1 +a,) dan=1,2.3,....
Znalez¢ granice ciagu (a,) lub wykazaé, ze ten ciag granicy nie ma.

Rozwigzanie.
Mamy: 1—an1 =1—31(1+a,) =1(1—a,) dlan=1,2,3,.... Wobec tego 1 —a, = 5= (1—a1).
Stad wynika, ze lim (1 —a,) = (1 —ay)- lim 2,%1 =0, wiec lim a, =1.

n—oo

. Niech a, =nvn?2+1—-n? oraz b, =n? —nvn2—-1dlan=1,23....
Udowodnié¢, ze kazdy z tych ciagdéw jest monotoniczny.
Znalez¢ granice ciagu (a,) oraz granice ciagu (by,).

Rozwigzanie.

Mamy: nvn2+1—n2 = n(m_ n) _ pnitlen®

n _ 1
Vn2+1+n Vn24+1+n \/1_;_%4_1

=nvn2+1-n?=a,

. Jasne jest, ze

mianownik ,/1 + % 41 maleje ze wzrostem n, wiec ciag o wyrazie ————
n 1441

. s s s . . _ . 1 _ 1 _ 1 o ., .
jest Scisle rosnacy. Oczywiscie nlirrgo ap = nh—>Holo JoIe ViR 2 zastosowalismy twier-

dzenia o granicy sumy, o granicy pierwiastka kwadratowego z ciagu zbieznego oraz o granicy ilorazu.

Podobnie: n? —nyn? —1=mn(n—vn2—-1) = e i ) R S

1
n+vn2—1 n+vn2—1 14+4/1-1

. Jasne jest, ze

mianownik 4/1 + % + 1 rosnie ze wzrostem n , wiec ciag o wyrazie ﬁ =n?—-—nvn2—-1=hb,

n

jest $cidle malejacy. Oczywiscie lim b, = lim L

1 1 . .
= = = — zastosowalisSmy twier-
n— 00 n—oo 1+ 17%+1 1+v1-0 2 Y

dzenia o granicy sumy, o granicy pierwiastka kwadratowego z ciagu zbieznego oraz o granicy ilorazu.

. Obliczy¢ granice w zaleznosci od parametru b > 0

lim /b2 + (20) " +1 .

Dla jakich liczb b > 0 granica ta jest:
(i) mniejsza od 1, (ii) dla jakich jest réwna 1, (iii) dla jakich jest od 1 wicksza?

Rozwigzanie.

Zalézmy, ze x jest najwieksza z liczb dodatnich x,y, z czyli, ze zachodza nieréwnosci ¢ >y i x > z.
Wtedy = = V2" < /27 Fy7 + 2" < /32" = z{/3. Poniewaz lim /3 = 1, wiec z twierdzenia

n—o0o

o trzech ciagach wynika, ze lim /2™ + y™ + 2™ = x. Stad wynika, ze
n—oo

“n 1\" 1
lim ’\’/b2n+(2b) +1=lim K/b2"+<2b> + 1" = max (bg,zbJ)-
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1
Jesli b > 1, to & < % < 1<b, wiec max(bQ,Qb,l) =b%. Jedli 1 > b > %,to i < 1, wiec

1 1
max <b2 57 1> = 1. Jesli natomiast b < %, to % > 1, wiec max (b 1) b. Wiynika stad,

" 2p’
ze
b2, gdy b>1,
lim {/b2n+ (20) " +1=41, gdyl>b> 1,
n—oo 1

5. gdy £ >b>0.

. Zalézmy, ze lim a, = A>01i lim b, = B > 0 oraz, ze wszystkie wyrazy obu ciagéw (a,) i (bn)

n—oo n—oo
sa dodatnie. Rozstrzygnac, czy istnieje granica
I z
nieo 1 1 1 1 1

+ + +ot
arb,  agbn,—1  azb,_o ap—1by  apby

Jedli istnieje, obliczy¢ ja.

Rozwigqzanie pierwsze, z pracy pana Szymona Kubiciusa

Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, as,...,an,B1, B2, ... 8, zachodzi
nieréwnosé |aqf1 + a2l + ... + apfn| < \/a% +a3+...+a2- \/5% + (2 + ...+ (32, zwana nie-
réwnoécia Buniakowskiego-Cauchy’ego-Schwarza, a czesto po prostu Schwarza.

Mamy 0 < >0 (ait+3)* =2 ) +2t > cuBi+> 37 dla kazdej liczby rzeczywistej ¢.

Jesli Z? 1 a?=0,t0 a1 =g = = a, = 0, wiec dowodzona nieréwnos¢ przyjmuje posta¢ 0 < 0,

jest wiec speliona. Jesli Y7 | a? ;é 0, to may do czynienia z tréjmianem kwadratowym zmiennej
t przyjmujacym jedynie nieujemne wartosci. Wyrdznik tego wielomianu jest wiec niedodatni, czyli
A 2 :
0> 3 = (X)) — (i) (X1 87) , cayli
2
(041ﬁ1 +agfBy+ ... Oénﬂn) < (041 + a3 + )(ﬂl + 03 +. 52)

po obustronnym spierwiastkowaniu otrzymujemy dowodzona nieréwnosé.*

Z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy:

n n
>
1 1 1 1 1 = 1 1 1 I 1 1
e Y T EI
aby, * agby_1 * agby, o e ap—1b2 N anby o e o b b b

. . . . . 1 1 1 1 _ 1 . _ 1
Z twierdzenia Stolza wynika, ze  lim_ E((Tf"’_?g"’_' -+gz) = 4z oraz Jim (b2 + b2 oot L) = 25.

Wobec tego zachodzi réwnosé

1
”*00\/ +E+ AR e JE Ve

Z nier6wnodci miedzy $rednia harmoniczna i geometryczna wynika, ze

n
1 1 1 1 1 S *\'/albnagbn_l Cat (lnbl .

+ + TR
aib,  azb,—1  azb,_o Qp—1by  apby

*Dla n=3 (i dla n=2) nieréwno$¢ mozna interpretowaé¢ geometrycznie: iloczyn skalarny wektoréw [a1,a2,a3] i [81,82,03]
jest nie wigkszy od iloczynu ich dlugosci, czyli ze wartos¢ bezwzgledna kosinusa kata miedzy tymi wektorami jest nie

wigksza od 1.



Mamy wiec ’\'/albna2bn_1 o apbl = Yaras . an - V/bibs - ... - by, . Poniewaz zachodzi réwno$é
lim /ajaz ... a, = A (mozna dla jej dowodu zlogarytmowaé liczbe /ajas ... a,, a potem
n—oo

zastosowaé twierdzenie Stolza) oraz réwnosé hIn Vb1bs - = B, wiec z twierdzenia o trzech

ciagach wynika, ze

Jim i 1 i T =4B.

+ + -+
aby, agby 1 * aszbyp_2 Ap—1b2 anby

Dodajmy jeszcze, ze w tym rozumowaniu nie jest istotne, czy np. A < +00, czy tez A = 00.
Poniewaz podane rozwiazanie wymaga znajomosci nieréwnosci Schwarza i sprytnego jej zastosowa-
nia, wiec pokazemy teraz, jak mozna rozwigzaé¢ zadanie bez tego aparatu.

Rozwiqzanie drugie

Niech z; = a% oraz b; = b% dla 7 € {1,2,...,n}. Niech X = %, Y = %. Liczby x1,29,..., 25,
Y1,Y2,---,Yn sa dodatnie. Jesli A =o00,to X =0, ajesli B=o00,to Y =0. W innych przypadkach
X,Y to liczby dodatnie. Wystarczy udowodnié, ze hm (aclyn + ZoYp—1 + ... + xpy1) = XY

Oczywiscie XY < c0.
Poniewaz ciagi (z,,) 1 (y») maja skoriczone granice, wiec sa ograniczone, co oznacza, ze istnieje taka

liczba M > 0, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelione sa nieréwnosci: x, < M i y, < M.

Niech € > 0. Istnieje taka liczba ni, ze jeSli n > p, to |z, — X| < 1537 1 |Yn — Y| < 1557 - Jesli
i,j >p, to |z;y; — XY|=|zy; — Xy; + Xy, — XY | <|z;, - X|-y; + X -|y; - Y| < 10M-M:§.

Bez zalozenia i,j > p mozemy napisaé, ze |z;y; — XY| < M? . Zalézmy teraz, ze n > 2p. Wtedy

|2 (@1 + -+ TpYnt1-p) + @pr1Yn—p + -+ To—pYpt1) + @nopi1¥Yps1 + .. Tuy1)) — XY| <

p skladnikéw n—2p skladnikéw p skladnikéw
1 1
< E|mlyn - XY[+.. |xpyn+1 —p — XY+~ |5'3p+1?/n p— XY +-~~+E|xn—pyp+l - XY+
p skladnikéw n—2p skladnikéw

1 1 .
+E’xn7p+1yp_XY‘++5|xny1_XY’<%M2+¥%+%M2<%€<E7

p skladnikéw

jesli n > max (%’]\42 ) Z definicji granicy wynika, ze hm (xlyn +2oyp—1+...+xy1) = XY,

a stad .

nhl%o1+1+1++1 T =4B.
aby, asbp_1 asbp_o ap—1b2 anby




