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0. a. Podać definicje↪ skończonej granicy cia↪gu liczbowego.

Rozstrzygnąć, które z poniższych implikacji są prawdziwe:

b. Jeśli cia↪g (|an|) ma granicę skończoną i lim
n→∞

bn = 0 , to cia↪g
(|an+bn|

)
ma granicę skończoną.

c. Jeśli cia↪gi (|an|) i (bn) mają granice skończone, to cia↪g
(|an + bn|

)
ma granicę skończoną.

Rozwia↪zanie.

a. Liczba g jest granica↪ cia↪gu (an) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej dodatniej liczby ε istnieje

taka liczba nε , że dla każdej liczby naturalnej n > nε zachodzi nierówność |an − g| < ε .

b. Z nierówności trójka↪ta wynika, że

|an| − |bn| ≤ |an + bn| ≤ |an|+ |bn| .

Niech A = lim
n→∞

|an| . Wtedy lim
n→∞

(|an|+ |bn|) = lim
n→∞

|an|+ lim
n→∞

|bn| = A+0 = A , bo lim
n→∞

|bn| = 0

wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

bn = 0 (by lo na wyk ladzie, zreszta↪ to akurat stwierdzenie wynika

natychmiast z definicji granicy). Analogicznie lim
n→∞

(|an|−|bn|) = lim
n→∞

|an|− lim
n→∞

|bn| = A−0 = A .

Z twierdzenia o trzech cia↪gach wynika od razu, że lim
n→∞

|an + bn| = A . Wobec tego implikacja z

punktu b. jest prawdziwa.

c. Twierdzenie sformu lowane w punkcie c. jest nieprawdziwe. Wystarczy przyja↪ć an = (−1)n i

bn = 1 . Wtedy cia↪gi (|an|) i (|bn|) maja↪ granice równe 1 , bo sa↪ to cia↪gi sta le o wyrazie 1 .

Natomiast cia↪g
(|an + bn|

)
granicy nie ma, bo jego wyrazy odpowiadaja↪ce parzystym numerom n

sa↪ równe 2 , a nieparzystym — 0 .

1. Obliczyć kresy zbioru
{

2m+n

2n + 22m + 22n : m,n ∈ N
}
.

Rozwia↪zanie.

Oczywíscie 2m+n

2n+22m+22n > 0 dla dowolnych liczb naturalnych m,n . Wobec tego

inf
{

2m+n

2n + 22m + 22n : m,n ∈ N
}
≥ 0 .

Tym kresem jest liczba 0 , bo lim
n→∞

21+n

2n+22+22n = lim
n→∞

2−n
2

2−n + 4 · 2−2n + 1
= 0 . Zachodzi nie-

równość 2m+n

2n+22m+22n < 2m+n

22m+22n ≤ 1
2 , bo 22m + 22n − 2 · 2m+n =

(
2m − 2n

)2 ≥ 0 . Sta↪d wynika,

że

sup
{

2m+n

2n + 22m + 22n : m,n ∈ N
}
≤ 1

2
.
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Ponieważ lim
n→∞

2n+n

2n+22n+22n = lim
n→∞

1
2−n+1+1 = 1

2 , wie↪c

sup
{

2m+n

2n + 22m + 22n : m,n ∈ N
}

=
1
2
.

2. Niech a1 oznacza liczbe↪ dodatnia↪. Niech an+1 = 1
2 (1 + an) dla n = 1, 2, 3, . . . .

Znaleźć granice↪ cia↪gu (an) lub wykazać, że ten cia↪g granicy nie ma.

Rozwia↪zanie.

Mamy: 1−an+1 = 1− 1
2 (1+an) = 1

2 (1−an) dla n = 1, 2, 3, . . . . Wobec tego 1−an = 1
2n−1 (1−a1) .

Sta↪d wynika, że lim
n→∞

(1− an) = (1− a1) · lim
n→∞

1
2n−1 = 0 , wie↪c lim

n→∞
an = 1 .

3. Niech an = n
√
n2 + 1− n2 oraz bn = n2 − n√n2 − 1 dla n = 1, 2, 3 . . . .

Udowodnić, że każdy z tych cia↪gów jest monotoniczny.

Znaleźć granice↪ cia↪gu (an) oraz granice↪ cia↪gu (bn) .

Rozwia↪zanie.

Mamy: n
√
n2 + 1 − n2 = n

(√
n2 + 1 − n

)
= n n2+1−n2√

n2+1+n
= n√

n2+1+n
= 1√

1+ 1
n+1

. Jasne jest, że

mianownik
√

1 + 1
n +1 maleje ze wzrostem n , wie↪c cia↪g o wyrazie 1√

1+ 1
n+1

= n
√
n2 + 1−n2 = an

jest ścísle rosna↪cy. Oczywíscie lim
n→∞

an = lim
n→∞

1√
1+ 1

n+1
= 1√

1+0+1
= 1

2 — zastosowalísmy twier-

dzenia o granicy sumy, o granicy pierwiastka kwadratowego z cia↪gu zbieżnego oraz o granicy ilorazu.

Podobnie: n2 − n√n2 − 1 = n
(
n −√n2 − 1

)
= nn

2−(n2−1)
n+
√
n2−1

= n
n+
√
n2−1

= 1
1+
√

1− 1
n

. Jasne jest, że

mianownik
√

1 + 1
n + 1 rośnie ze wzrostem n , wie↪c cia↪g o wyrazie 1

1+
√

1− 1
n

= n2 − n√n2 − 1 = bn

jest ścísle maleja↪cy. Oczywíscie lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1
1+
√

1− 1
n+1

= 1
1+
√

1−0
= 1

2 — zastosowalísmy twier-

dzenia o granicy sumy, o granicy pierwiastka kwadratowego z cia↪gu zbieżnego oraz o granicy ilorazu.

4. Obliczyć granicę w zależności od parametru b > 0

lim
n→∞

n

√
b 2n +

(
2b
)−n

+ 1 .

Dla jakich liczb b > 0 granica ta jest:

(i) mniejsza od 1 , (ii) dla jakich jest równa 1 , (iii) dla jakich jest od 1 wie↪ksza?

Rozwia↪zanie.

Za lóżmy, że x jest najwie↪ksza↪ z liczb dodatnich x, y, z czyli, że zachodza↪ nierówności x ≥ y i x ≥ z .

Wtedy x = n
√
xn < n

√
xn + yn + zn ≤ n

√
3xn = x n

√
3 . Ponieważ lim

n→∞
n
√

3 = 1 , wie↪c z twierdzenia

o trzech cia↪gach wynika, że lim
n→∞

n
√
xn + yn + zn = x . Sta↪d wynika, że

lim
n→∞

n

√
b 2n +

(
2b
)−n

+ 1 = lim
n→∞

n

√
b 2n +

(
1
2b

)n
+ 1n = max

(
b2,

1
2b
, 1
)
.
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Jeśli b ≥ 1 , to 1
2b ≤ 1

2 < 1 ≤ b , wie↪c max
(
b2,

1
2b
, 1
)

= b2 . Jeśli 1 > b ≥ 1
2 , to 1

2b ≤ 1 , wie↪c

max
(
b2,

1
2b
, 1
)

= 1 . Jeśli natomiast b < 1
2 , to 1

2b > 1 , wie↪c max
(
b2,

1
2b
, 1
)

= 1
2b . Wynika sta↪d,

że

lim
n→∞

n

√
b 2n +

(
2b
)−n

+ 1 =




b2, gdy b ≥ 1,
1, gdy 1 > b ≥ 1

2 ,
1
2b , gdy 1

2 > b > 0.

5. Za lóżmy, że lim
n→∞

an = A > 0 i lim
n→∞

bn = B > 0 oraz, że wszystkie wyrazy obu cia↪gów (an) i (bn)

sa↪ dodatnie. Rozstrzygna↪ć, czy istnieje granica

lim
n→∞

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

.

Jeśli istnieje, obliczyć ja↪.

Rozwia↪zanie pierwsze, z pracy pana Szymona Kubiciusa

Udowodnimy najpierw, że dla dowolnych liczb rzeczywistych α1, α2, . . . , αn, β1, β2, . . . βn zachodzi

nierówność |α1β1 + α2β2 + . . . + αnβn| ≤
√
α2

1 + α2
2 + . . .+ α2

n ·
√
β2

1 + β2
2 + . . .+ β2

n , zwana nie-

równościa↪ Buniakowskiego-Cauchy’ego-Schwarza, a cze↪sto po prostu Schwarza.

Mamy 0 ≤∑n
i=1(αit+βi)2 = t2(

∑n
i=1 α

2
i )+2t

∑n
i=1 αiβi+

∑n
i=1 β

2
i dla każdej liczby rzeczywistej t .

Jeśli
∑n
i=1 α

2
i = 0 , to α1 = α2 = . . . = αn = 0 , wie↪c dowodzona nierówność przyjmuje postać 0 ≤ 0 ,

jest wie↪c spe lniona. Jeśli
∑n
i=1 α

2
i 6= 0 , to may do czynienia z trójmianem kwadratowym zmiennej

t przyjmuja↪cym jedynie nieujemne wartości. Wyróżnik tego wielomianu jest wie↪c niedodatni, czyli

0 ≥ ∆
4 =

(∑n
i=1 αiβi

)2 − (∑n
i=1 α

2
i

)(∑n
i=1 β

2
i

)
, czyli

(
α1β1 + α2β2 + . . . αnβn

)2 ≤ (α2
1 + α2

2 + . . . α2
n

)(
β2

1 + β2
2 + . . . β2

n

)
,

po obustronnym spierwiastkowaniu otrzymujemy dowodzona↪ nierówność.*

Z nierówności Schwarza otrzymujemy:

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

≥ n√
1
a2

1
+ 1

a2
2

+ . . .+ 1
a2
n
·
√

1
b2n

+ 1
b2
n−1

+ . . .+ 1
b21

.

Z twierdzenia Stolza wynika, że lim
n→∞

1
n ( 1

a2
1
+ 1
a2

2
+. . .+ 1

a2
n

) = 1
A2 oraz lim

n→∞
1
n ( 1

b21
+ 1
b22

+. . .+ 1
b2n

) = 1
B2 .

Wobec tego zachodzi równość

lim
n→∞

n√
1
a2

1
+ 1

a2
2

+ . . .+ 1
a2
n
·
√

1
b2n

+ 1
b2
n−1

+ . . .+ 1
b21

=
1√

1
A2 ·

√
1
B2

= AB .

Z nierówności mie↪dzy średnia↪ harmoniczna↪ i geometryczna↪ wynika, że

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

≤ n
√
a1bna2bn−1 · . . . · anb1 .

*Dla n=3 (i dla n=2 ) nierówność można interpretować geometrycznie: iloczyn skalarny wektorów [α1,α2,α3] i [β1,β2,β3]
jest nie wie↪kszy od iloczynu ich d lugości, czyli że wartość bezwzgle↪dna kosinusa ka↪ta mie↪dzy tymi wektorami jest nie
wie↪ksza od 1.
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Mamy wie↪c
n
√
a1bna2bn−1 · . . . · anb1 = n

√
a1a2 · . . . · an · n

√
b1b2 · . . . · bn . Ponieważ zachodzi równość

lim
n→∞

n
√
a1a2 · . . . · an = A (można dla jej dowodu zlogarytmować liczbe↪

n
√
a1a2 · . . . · an , a potem

zastosować twierdzenie Stolza) oraz równość lim
n→∞

n
√
b1b2 · . . . · bn = B , wie↪c z twierdzenia o trzech

cia↪gach wynika, że

lim
n→∞

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

= AB .

Dodajmy jeszcze, że w tym rozumowaniu nie jest istotne, czy np. A < +∞ , czy też A =∞ .

Ponieważ podane rozwia↪zanie wymaga znajomości nierówności Schwarza i sprytnego jej zastosowa-

nia, wie↪c pokażemy teraz, jak można rozwia↪zać zadanie bez tego aparatu.

Rozwia↪zanie drugie

Niech xi = 1
ai

oraz bi = 1
bi

dla i ∈ {1, 2, . . . , n} . Niech X = 1
A , Y = 1

B . Liczby x1, x2, . . . , xn ,

y1, y2, . . . , yn sa↪ dodatnie. Jeśli A =∞ , to X = 0 , a jeśli B =∞ , to Y = 0 . W innych przypadkach

X,Y to liczby dodatnie. Wystarczy udowodnić, że lim
n→∞

1
n (x1yn + x2yn−1 + . . . + xny1) = XY .

Oczywíscie X,Y <∞ .

Ponieważ cia↪gi (xn) i (yn) maja↪ skończone granice, wie↪c sa↪ ograniczone, co oznacza, że istnieje taka

liczba M > 0 , że dla każdej liczby naturalnej n spe lnione sa↪ nierówności: xn < M i yn < M .

Niech ε > 0 . Istnieje taka liczba n1 , że jeśli n > p , to |xn − X| < ε
10M i |yn − Y | < ε

10M . Jeśli

i, j > p , to |xiyj −XY | = |xiyj −Xyj +Xyj −XY | ≤ |xi −X| · yj +X · |yj − Y | < 2ε
10M ·M = ε

5 .

Bez za lożenia i, j > p możemy napisać, że |xiyj −XY | < M2 . Za lóżmy teraz, że n > 2p . Wtedy∣∣ 1
n

(
(x1yn + . . .+ xpyn+1−p︸ ︷︷ ︸

p sk ladników

) + (xp+1yn−p + . . .+ xn−pyp+1︸ ︷︷ ︸
n−2p sk ladników

) + (xn−p+1yp+1 + . . . xny1︸ ︷︷ ︸
p sk ladników

)
) − XY

∣∣ ≤

≤ 1
n
|x1yn −XY |+ . . .+

1
n
|xpyn+1−p −XY |

︸ ︷︷ ︸
p sk ladników

+
1
n
|xp+1yn−p −XY |+ . . .+

1
n
|xn−pyp+1 −XY |

︸ ︷︷ ︸
n−2p sk ladników

+

+
1
n
|xn−p+1yp −XY |+ . . .+

1
n
|xny1 −XY |

︸ ︷︷ ︸
p sk ladników

< p
n ·M2 + n−2p

n
ε
5 + p

n ·M2 < 3
5ε < ε ,

jeśli n > max
( 5p
ε M

2, p
)

. Z definicji granicy wynika, że lim
n→∞

1
n (x1yn + x2yn−1 + . . .+ xny1) = XY ,

a sta↪d .

lim
n→∞

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

= AB .
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