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Rozwia↪zania różnych zadań maja↪ znaleźć sie↪ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne osoby.

Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU imieniem i nazwiskiem pisza↪cego,

jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń elek-

tronicznych; jeśli ktoś ma, musza↪ być schowane i wy la↪czone! Nie dotyczy rozruszników

serca.

Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia, które

zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach.

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

0. a. Podać definicje↪ skończonej granicy cia↪gu liczbowego.

Rozstrzygnąć, które z poniższych implikacji są prawdziwe:

b. Jeśli cia↪g (|an|) ma granicę skończoną i lim
n→∞

bn = 0 , to cia↪g
(|an+bn|

)
ma granicę skończoną.

c. Jeśli cia↪gi (|an|) i (bn) mają granice skończone, to cia↪g
(|an + bn|

)
ma granicę skończoną.

1. Obliczyć kresy zbioru
{

2m+n

2n + 22m + 22n : m,n ∈ N
}
.

2. Niech a1 oznacza liczbe↪ dodatnia↪. Niech an+1 = 1
2 (1 + an) dla n = 1, 2, 3, . . . .

Znaleźć granice↪ cia↪gu (an) lub wykazać, że ten cia↪g granicy nie ma.

3. Niech an = n
√
n2 + 1− n2 oraz bn = n2 − n√n2 − 1 dla n = 1, 2, 3 . . . .

Udowodnić, że każdy z tych cia↪gów jest monotoniczny.

Znaleźć granice↪ cia↪gu (an) oraz granice↪ cia↪gu (bn) .

4. Obliczyć granicę w zależności od parametru b > 0

lim
n→∞

n

√
b 2n +

(
2b
)−n

+ 1 .

Dla jakich liczb b > 0 granica ta jest:

(i) mniejsza od 1 , (ii) dla jakich jest równa 1 , (iii) dla jakich jest od 1 wie↪ksza?

Naste↪pne zadanie wolno rozwia↪zywać po napisaniu rozwia↪zań wszystkich poprzednich.

5. Za lóżmy, że lim
n→∞

an = A > 0 i lim
n→∞

bn = B > 0 oraz, że wszystkie wyrazy obu cia↪gów (an) i (bn)

sa↪ dodatnie. Rozstrzygna↪ć, czy istnieje granica

lim
n→∞

n
1

a1bn
+

1
a2bn−1

+
1

a3bn−2
+ · · ·+ 1

an−1b2
+

1
anb1

.

Jeśli istnieje, obliczyć ja↪.


