Analiza 15, pierwsze kolokwium, 24 marca 2010

9:05 — 11:35

Rozwigzania réznych zadan maja znalezé sie na roznych kartkach.

Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem piszacego,
jego nr. indeksu oraz nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia i nr. grupy ¢wiczeniowej.

Nie wolno korzystaé¢ z kalkulatorow, telefonéw komodrkowych ani innych urzadzen
elektronicznych; jesli ktos ma, musza by¢ schowane i wylaczone! Nie dotyczy rozrusznikéw
serca.

Nie wolno korzystac z ksiqzek, tablic ani notatek!

Wizystkie stwierdzenia nalezy uzasadniaé¢. Wolno i NALEZY powolywaé sie na twierdzenia, ktére

zostaly udowodnione na wyktadzie lub na ¢wiczeniach.

0. Funkcja ciagla f:[1789,1857] =% [0,2010] jest rézniczkowalna we wszystkich punktach prze-
dzialu otwartego (1789,1857). Czy wynika stad, ze
(a) dla kazdego y € R zbiér {z: y = f(x)} ma skoriczenie wiele elementéw?
(b) jesli funkcja f jest réznowartosciowa, to jest Scisle monotoniczna?

(c) istnieje taka liczba ¢ € (1789,1857), ze |f'(c)| > 307

1. Wykazac, ze jesli a,b € R, to rownanie tgx = axr + b ma co najwyzej trzy pierwiastki w

przedziale (—%, %) oraz ze ma co najmniej jeden pierwiastek w tym przedziale.

2. Niech f(z) = ¥/(z—1)(z —2)(z —3) dla kazdego = € IR. W jakich punktach funkcja f
jest rozniczkowalna? Znalezé przedzialy, na ktorych funkcja f maleje, na ktorych ro$nie, na
ktorych jest wypukta, na ktérych jest wklesta, granice funkcji f przy @ — £oo oraz granice
f" w koricach przedzialéw, na ktérych funkcja f jest rézniczkowalna. Czy istnieja takie liczby
a,b € R, ze wh_}rxgo (az + b — f(z)) = 07 Na podstawie uzyskanych informacji naszkicowaé

wykres funkcji f.

3. Rozstrzygnaé, czy funkcja sin(x + sinz) jest jednostajnie ciagla
(a) na przedziale (0, 10] (b) na pdiprostej [10,00).
Czy ta funkcja spelia warunek Lipschitza na przedziale [0, 1000]?

4. Wykazaé, ze nieréwno$¢ (x+y+z)In(x+y+ 2) < zln(2z) + yIn(3y) + zIn(62) zachodzi dla

dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich =, y, z. Wyjasni¢ staje sie ona réwnoscia?

5. Dowies¢, ze jesli wielomian w ma co najmniej trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, to ma punkt

przegiecia.




