Egzamin z analizy matematycznej 1, 3 wrze$nia 2003, czes¢ zadaniowa
Nalezy wszystkie swoje stwierdzenia szczegolowo uzasadnia¢. Wolno powotywaé sie na twierdzenia,
znane z wykladu lub éwiczen, w przypadku stosowania innych twierdzen nalezy je udowodnié.
Kazde zadanie nalezy napisa¢ na oddzielnej kartce, bo bedzie sprawdzane przez inna
osobe. Zaczaé nalezy od podpisania czterech kartek: w lewym gérnym rogu pro-
sze podaé¢ nr swojego indeksu, swoje imie i swoje nazwisko, w prawym — nazwisko
wykladowcy

Kazde zadanie warte jest 25 punktow.

1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi nieréwnosé

1e"(2+¢e”) > (1+e”)In(1+€).

2. Znalezé granice:
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3. Niech Jo=a"sin? dla 0<zr<1,n=12....

oo
a. Wykazaé, ze szereg Z fn(z) jest jednostajnie zbiezny na kazdym przedziale [0, a] , gdzie
n=1

0 < a < 1. Wyjasnié, czy suma tego szeregu jest rézniczkowalna na przedziale (0,1).

b. Wykazaé, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosc¢

S (frs1(2) + faga(x) + -+ fan(z) > ¢

i wyjasnié, czy szereg Z fn(z) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [0,1).
n=1
4. Niech ¢:IR — IR bedzie funkcja ciagla taka, ze g(x+1)=g(x) dla z € R.
(a) Wykazaé, ze jesli f jest funkcja charakterystyczna przedziatu [a,b] C [0, 1], tzn.
fley=1dlaa<z<bi f(z)=0 dla x ¢ [a,b], to

1

lim f(x)g(nx)dz = (b — a)/o g(x)dz.

n—oo 0
(b) Wykazaé, ze jesli f:[0,1] — TR jest funkcja catkowalna w sensie Riemanna, to

1

lim f(@)g(nx)dz = /01 f(av)d:c/o1 g(z)dz.

n—oo 0



