
Egzamin z analizy matematycznej 1, 4 czerwca 2003, cze� ść zadaniowa

Należy wszystkie swoje stwierdzenia szczegó lowo uzasadniać. Wolno powo lywać sie� na twierdzenia

znane z wyk ladu lub ćwiczeń, w przypadku stosowania innych twierdzeń należy je udowodnić.

Każde zadanie należy napisać na oddzielnej kartce, bo be�dzie sprawdzane przez inna�
osobe� . Zacza� ć należy od podpisania czterech kartek: w lewym górnym rogu pro-

sze� podać nr swojego indeksu, swoje imie� i swoje nazwisko, w prawym – nazwisko

wyk ladowcy

Każde zadanie warte jest 25 punktów.
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Wykazać, że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność: ln (1 + e−x) ≥
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Znaleźć granice:
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Niech fn(x) = 1√

n
e−nx dla 0 < x ≤ 1 , n = 1, 2, . . .

(a) Wykazać, że szereg
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fn(x) jest zbieżny jednostajnie na każdym przedziale postaci

[a, 1] , 0 < a < 1 oraz że istnieje granica skończona lim
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(b) Wykazać, że sup
0<x≤1
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i wyjaśnić, czy szereg
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fn(x) jest zbieżny jednostajnie na przedziale (0, 1] .

�	�
Niech (fn) be� dzie cia� giem funkcji cia� g lych na przedziale [a, b] takim, że dla każdego x ∈ [a, b]

zachodza� nierówności f1(x) ≥ f2(x) ≥ f3(x) ≥ . . . oraz istnieje funkcja f : [a, b] −→ IR taka,

że f(x) = lim
n→∞
fn(x) dla każdego x ∈ [a, b] .

(a) Wykazać, że jeśli lim
n→∞
cn = c i dla pewnej liczby A nierówność f(cn) ≥ A zachodzi

dla każdego n , to f(c) ≥ A .

(b) Wykazać, że kres górny funkcji f jest jej wartościa� , tzn. że istnieje liczba c ∈ [a, b] taka,

że dla każdej liczby x ∈ [a, b] zachodzi nierówność f(x) ≤ f(c) .


