Egzamin z analizy matematycznej 1, 4 czerwca 2003, czes¢ zadaniowa
Nalezy wszystkie swoje stwierdzenia szczegétowo uzasadniaé. Wolno powolywac sie na twierdzenia
znane z wykladu lub é¢wiczen, w przypadku stosowania innych twierdzen nalezy je udowodnic.
Kazde zadanie nalezy napisaé¢ na oddzielnej kartce, bo bedzie sprawdzane przez inna
osobe. Zacza¢ nalezy od podpisania czterech kartek: w lewym goérnym rogu pro-
sze podaé nr swojego indeksu, swoje imie i swoje nazwisko, w prawym — nazwisko

wyktadowcy

Kazde zadanie warte jest 25 punktow.

1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi nieréwnosé:  In (1+e %) > TR
e

2. Znalezé granice:

(a) lim T fox cos Vit (b) nh_)ngo i i—i exp(<k>2)

z—0+ (sinz)? n

3. Niech fn(x):ﬁe_m dla0<z<1,n=1,2,...

o
(a) Wykazaé, ze szereg Z fn(x) jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale postaci

n=1

1 oo
[a,1], 0 < a <1 oraz ze istnieje granica skoriczona lim+ <Z fn (m)) dx .
a—0 a 1

(b) Wykazaé, ze sup <fn+1(95> + fot2(z) + - + fzn($)> > \/gi wyjasni¢, czy szereg
0<x<L1

oo
Z fn(x) jest zbiezny jednostajnie na przedziale (0,1].
n=1

4. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji ciagtych na przedziale [a,b] takim, ze dla kazdego = € [a, b]
zachodza nieréwnosci fi(z) > fa(x) > f3(x) > ... oraz istnieje funkcja f:[a,b] — IR taka,
ze f(x) = nh_)rgo fn(x) dla kazdego x € [a,b].
(a) Wykazaé, ze jesli nh_)rgo ¢n = ¢ i dla pewnej liczby A nieréwnosé f(c,) > A zachodzi
dla kazdego n, to f(c) > A.
(b) Wykazaé, ze kres gérny funkcji f jest jej wartoscia, tzn. ze istnieje liczba ¢ € [a, b] taka,

ze dla kazdej liczby x € [a,b] zachodzi nier6wnosé¢ f(z) < f(c).



