Dwa zadania, w ktérych wystepuje sumowanie lub szacowanie sum szeregéw
Szereg Leibniza i ,obliczanie” m
Zajmiemy sie najpierw szeregiem Leibniza (wg ksiazki Waclawa Sierpiniskiego ,,Dziatania nieskon-
czone” 7 1923 r)
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Wykazalizmy wiec, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k zachodzi nieréwnozé
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Jest to nieréwnos¢, ktérej dowodd byt naszym chwilowym celem. Wynika z niej np. ze jezli kto$
chcialby znalezé m cyfr po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby m, to musiatby zsumowac 10™

wyrazéw szeregu Leibniza, co nie jest pomystem dobrym ... =

Konkretna zmiana kolejnosci sumowania w szeregu anharmonicznym

Zajmiemy sie szeregiem 1+ l — l + l + % — 71 +.... Jest on zbiezny, bo lim % =0, hm ﬁ =0,
n—oo
. 1 1 11 1 _ 3 1
7}5204%3—001“&” 3=0< 55 il on I3 an T Ind i dn(dn- 3)+4n(4n—1)<
< 5t 4733” = 3n2 Mamy (grupujemy, dodajemy i odejmujemy, upraszczamy)
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= %[1 — % + % — }l + % — é + } ZnalezliSmy wiec sume szeregu za pomocg w miare prostych

przeksztalcen korzystajac z tego, ze jest on zbiezny, ze szereg harmoniczny jest zbiezny, ze mozna

w szeregu zbieznym ,dostawia¢ nawiasy” w dowolny sposéb.
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Obliczymy te sama sume jeszcze raz, ale nieco inaczej Teraz potraktujemy ten szereg jako

warto$é¢ szeregu potegowego w punkcie 1. W tym celu rozwazymy szereg potegowy
T+ 328 — 1ot + 1P+ 227 — 18—1— S Latt -4 L
Poniewaz szereg 1 + % — % + % + % — ;11 + % + ﬁ — 6 —|— ... jest zbiezny, wiec promien zbieznosci
rozpatrywanego szeregu potegowego nie jest mniejszy niz 1. Dla x € (—1,1) mamy
(24 323 — 32 + 2® + a7 — 2B + L2 + Fatt - %xm—i—...]/ =
=1+a? -2+t +20 - 220"+ 28+ 20 -2+ =[14+ 2?2281+t +28+ .. ] =
= [14+2%—22%] - L.

1—x

Stad wynika, ze istnieje taka liczba C’ Ze jezli x € (—1, 1)7 to
=C+[ [ Z—& x4]dx C+ f[ —i—H—x—%] dx:C %[ In(1— x)+ln(1+:c)+ln(1 at)] =
—C 4 Lin [0 C’—i—lln[(l—i-:t)(l—i—x—i-x + )]

Réwnosé ta zachodzi m.in. dla z = 0. Stad wynika, ze C' = 0. Z twierdzenia o cigglosci szeregu

potegowego i z tego, ze otrzymana w koncowce funkcja jest cigglta w kazdym punkcie potproste;
(—1, —o0), wiec w szczegblnozei w punkcie 1, wnioskujemy, ze

1+ —d4+i4l -ty b dy = Im[I+1)(1+14141)]=1n8=2mn2,
wiec ta metoda tez zdotalismy zsumowac ten szereg. m
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