FUNKCJE I' i § EULERA

Niech I'(x fo t*~le~tdt. Ta calka jest zbiezna dla kazdej liczby x > 0. Mamy bowiem
Jytrtetdt < fo o dt = 17| =
gdy funkcja podcatkowa nie jest ogranlczona. Mamy tez f1 t*~le=tdt < oo, bo dla kazdej liczby

, wiec calka po przedziale 0, 1] jest skoficzona nawet wtedy,

. s s ogm—1 — 2)1tr—1 2)! 00 yp—1 —
naturalnej n > x — 1 zachodzi nieréwnosé t*~le™t < ("thn)ﬂ < (":’2) , zatem [ t* et dt <

<(n +2)! fol t2dt = (n+ 2)!. Wobec tego dla z >0 [t le~"dt € (0, 00).
o0 tkuj oo o0 .
Mamy I'(z) = [;”t* et dt A Lpret| P4+ L [ tmet dt = 1D(z 4 1). Wykazalismy

przez czesci

wiec, ze dla kazdej liczby dodatniej x zachodzi réwnosé I'(x + 1) = zI'(z). Wziawszy pod uwage
oczywistg réwnos¢ I'(1) = 1 otrzymujemy kolejno I'(2) = 1-T'(1) = 1, I'(3) = 2-I['(2) = 2,
I'4)=3-I'(3) =3-2,...,I'(n) = (n—1)! dla kazdej liczby naturalnej n > 0. ZdefiniowaliSmy wiec
funkcje, ktorej warto$é w punkcie n jest rowna (n — 1)!, ale ktora jest zdefiniowana dla wszystkich
liczb dodatnich. Takich funkcji mozna zdefiniowaé¢ nieskonczenie wiele réznymi wzorami. Zache-
cam Panstwa do zrobienia tego tak, by otrzymaé funkcje klasy C* na (0,00), kazdy powinien
przynajmniej ze dwie takie funkcje zdefiniowaé dla wlasnej satysfakcji.

Wykazemy, ze naturalne warunki natozone na funkcje I' mozliwosci wyboru wyklucza.

Twierdzenie 15.1 (H.Bohra')
Istnieje doktadnie jedna taka funkcja I': (0,00) — (0,00), ze I'(1) = 1, ['(z + 1) = «['(z) dla
kazdego x > 0, InT" jest funkcja wypukta.

Dowdd poprzedzimy kilkoma lematami. Bedziemy méwié¢ funkcja logarytmicznie wypukla za-

miast logarytm funkcji jest funkcja wypukia.

Lemat 15.2 (o sumie funkcji logarytmicznie wypuktych)

Suma funkcji logarytmicznie wypuktych jest funkcja logarytmicznie wypukta. Zaktadamy dodat-
kowo, ze jesli ktorys koniec dziedziny jest jej elementem, to funkcja jest w nim ciggla, ciagtosé
wewnatrz dziedziny wynika z wypuktosci.

Dowéd. Zatézmy, ze funkcje f i g sa logarytmicznie wypukte na przedziale I. Oznacza to, ze
dla dowolnych =,y € I zachodza nieréwnosci In f (2Y) < 1[lm f ( ) —|— In f(y)] oraz Ing(*$¥) <

Glng(z) +Ing(y)], czyli f(5) </ f(2)f(y) i g(5L) < Vg ). Udowodnimy, ze
F(E) +g(252) </ (f(as) + g(as)) (f(y) + g<y>).

Z logarytmicznej wypuktosci funkcji f, g i z nieréwnosci Schwarza wynika, ze

FOE) + 9(55%) <V F@) fy) + V9(@)g(y) = V@)V ) +Va(2)/9(y) <
<\/[ f(%)]2+[ g(fﬁ)]g-\/[ FW)] + g(y)f:\/(f($)+g(f€))(f(y)+g(y)).

Poniewaz funkcja In(f + g) jest ciagta, wiec aby stwierdzi¢, ze jest wypukla wystarcza sprawdzi¢

warunek Jensena wylacznie, gdy wagi sg réwne %, a to wlasnie uczyniliSmy. m

! Mlodszy brat Nielsa Bohra, jedyny znany matematyk, ktéry zdobyt medal olimpijski, srebrny

w 1908 r, pitka nozna, reprezentacja Danii.
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Lemat 15.3 (o logarytmicznej wypuklosci granicy)

Jesli f, — f 1 wszystkie funkcje fi, fo,... sg logarytmicznie wypukte, to funkcja f tez jest
logarytmicznie wypukta.

Dowéd. Jesli 0 < a < 1, to dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnych z,y € I zachodzi
nieréwnosé In f;, (ax + (1 - a)y) < alnf,(z) + (1 — a)ln f,(y). Stad i z ciagtodci logarytmu
wynika nieréwnosé In f(aa: + (1 - a)y) < aln f(z) + (1 — a)In f(y), a to oznacza, ze funkcja

graniczna f jest logarytmicznie wypukta. m

Lemat 15.4 (o logarytmicznej wypuklosci catki)
Jesli 0 < a < A, to funkcja, ktéra przypisuje liczbie z liczbe faA t*~le~tdt jest logarytmicznie

wypukta

Dowéd. Niech f,(z) = %Z (ChL%(A—a))x_le_“_j(A_“)/”. Poniewaz f,,(x) to suma Riemanna
=1

calki faA t*"le7tdti lim 4% =0, wiec lim f,(z) = faA t*~le~t dt. Wystarczy wiec udowodnié, ze

funkcja f,, jest logarytmicznie wypukla. Dla kazdego wskaznika j € {1,2,...,n} funkcja opisana
jako © — (a + %(A — a))xile*“*j(A*“)/" jest logarytmicznie wypukta, bo jej logarytm jest funkcja
zwang dawniej liniowg, a dzi$ afiniczng. Poniewaz suma funkcji logarytmicznie wypuktych jest

logarytmicznie wypukta, wiec f, jest logarytmicznie wypukta. m

Lemat 15.5 (o logarytmicznej wypuklosci catki niewlasciwej)

t*~le~t dt jest logarytmicznie wypukta.

Funkcja przypisujaca liczbie x > 0 liczbe fooo
Dowdéd. Niech (a,) bedzie ciggiem liczb dodatnich zbieznym do 0, zas (A,,) ciagiem liczb dodat-
nich zbieznym do oo i niech a, < 4, dlan =1,2,..., wigc [[~t" e~ dt = nh_g)lo fai” tr= et dt,
zatem teza lematu wynika z lematu o logarytmicznej wypuktosci granicy. m

Z udowodnionych lematéw wynika od razu, ze funkcja © — [ ¢"te™" dt spelnia warunki
wymienione w twierdzeniu H.Bohra.

Dowéd twierdzenia H.Bohra
Niech I': (0,00) — (0, 00) bedzie funkcja taka, ze I'(1) = 1, ['(x + 1) = 2I'(z) dla kazdego = > 0,
InT jest funkcja wypukta i niech g(x) = InT'(z). Spelnione sa wiec warunki

(i) g(1) =0,

(ii) g(x +1) — g(z) = Inx,
(iii) g jest funkcja wypukla.
Niech z € (0, 1] i niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Poniewaz iloraz réznicowy funkcji wypuklej

jest funkcja niemalejaca kazdego swego argumentu z osobna, wiec zachodzi nieréwnosc:

gn=1) —gn) _ gn+x) —g(n) _g(n+1)—g(n)
n—1—n = n+xr—n = n+1l—n

g(n) —g(n—1) = =g(n+1)—g(n),

zatem
zln(n —1) = z[g(n) —g(n —1)] <g(n +x) — g(n) < z[g(n +1) —g(n)] =xhnn.

Mamy tez
gn+z) —g(@) =gn+z)—gln—1+2)+gn—1+z) —gn-2+a)+... +gl@+1) —g(z) =
=Inn—1+2z)+Inn—2+4+2)+...+In(1+2z) +Inz.
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Analogicznie

gn)=gn)—gn—1)+g(n—1)—gn—-2)+...+9(2)—g(1) =In(n—1)+In(n—2)+...+In1.

Wobec tego

glx+n)—gn)=gl@)+Inn—14+2)+In(n—2+z)+...+In(l+2z)+1Inx —
—[In(n—-1)+In(n—-2)+---+Inl] =g(z)+Inz + Z;:ll In(1+%).

Mozemy tez napisac’ Inn =n(l+-25)+n(1+-15)+...+In(1+1) = Z;L;ll In(1 + %) oraz

In(n—1)=>"" i1 In (1+-= ) To pozwala napisa¢ podwojng nieréwnos$é, w ktorej funkcja g wystapi

juz tylko jeden raz:

n—2 n—2 n—1
1 1
—lnx—g ln<1—|—§)+xg 1n<1—|—3>\g( —lnx—é ln(1—|— >—i—az‘§ ln(l—b—g).
Jj=1 Jj=1 7=1

Jeslio<y <1l toln(l+y)=y— y2 + %4y3 — %y‘l + .... Z tej rownosci wynika, ze dla kazdego
J = 2 zachodzi nier6wnosé

= f o i<+ -1+ 2) < - [2- 53] =552
Z tej nieréwnosci wynika, ze szereg > - i1 [m ln(l -+ j) ln(l + J)} jest bezwzglednie zbiezny. Na
przedziale [0, 1] zbieznosé jest jednostajna. Wobec tego zachodzi réwnosé

g(x) = —Inz+ > 2, [ztIn(1 + %) —In(1+ gj—”)}
Okazato sie, ze funkcja g musi by¢ zdefiniowana konkretnym wzorem. Ta uwaga konczy dowod

twierdzenia Bohra. m

Twierdzenie 15.6 (wzér Gaussa)
1 1-2-...-(n—1) 1 n!
I'(x) =—"- lim n" - = — . lim n" - .
(z) T n—oo 14+2)2+z)...(n—14+2) =z nox (x+1D)(z+2)...(x+n)
Dowéd. Wzér ten wynika od razu z oszacowan funkcji g i z rownosci

exp [ —Inz—Y""'In(1+ HEEDI In (14 +3)] = Mo+ ) TG 119+fr:( 1!
1 T n—1)!
=2 Tt (14a) W

Twierdzenie 15.7 (wzér Weierstrassa)

1 = A
T ., z/n <1 _) ’
(x) e }_[1 e + -

gdzie v oznacza stala Eulera, tzn. v = lim [1 +34+...+ % —In(n + 1)] =
n—oo
=lm [1-In(1+1)+3-ImQ+H+...+1-Im@+21)] =" [L-In(1+2)].
_>

Dowé6d. Mamy
D(2) = explg(@)] = exp{—Inz + X [rIn(1 + 1) — In(1 + )]} =
= exp{~ Iz + S afiml1+ )~ 315 T (L4 3] =
=exp{—Inz —yz + 2321[7 —In(1+ %))} =5 -e [[5, e/ (1 + f)_l
Dowd6d wzoru Weierstrassa zostat zakonczony w przypadku 0 < x < 1. Otrzymany iloczyn nie-
skonczony jest zbiezny jednostajnie w kazdym zwartym podzbiorze K ptaszczyzny, ktory nie za-
wiera ani jednej liczby catkowitej niedodatniej (dodatnie nam nie przeszkadzaja, dla ujemnych nie

wszystkie wyrazy iloczynu nieskoniczonego sg zdefiniowane, wiec o zbieznoéci w ogdle mowic sie

2 W rzeczywistoéci mozemy wyrazenie zIn(1+1)—In(1+2) nieco lepiej oszacowac z gory: ta funkcja
zmiennej = jest $cisle wypukta jako réznica funkcji liniowej i Scisle wklestej, przyjmuje w punk-
tach o0 i 1 warto$¢ o, zatem na przedziale (0,1) jest ujemna. Mamy wiec — 5%z <zIn(1+})~In(1+%)<0.

236



Aml, czesé 12 Funkcje Eulera I''i Michal Krych

nie da). Jednostajna zbieznos¢ iloczynu wynika z tego, ze dla dostatecznie duzych n i wszystkich
x € K zachodzi nieré6wnosc¢ ‘%‘ < %, wige logarytm liczby 1+ £ jest dobrze okreslony i mozemy
korzysta¢ z rozwiniecia In(1 4 2) = z — 222 + 123 — 22 + ... Te same komentarze dotyczg wzoru
Gaussa. Z obu wzoréw Gaussa i Weierstrassa wynika, ze I'(z + 1) = 2I'(z) dla kazdej liczby z € C
z wyjatkiem z = 0, —1, —2,.... Wobec tego oba wzory okreslaja te sama funkcje. Dla x > 0 mamy
wiec

_ [ yz—1_— _ 1 : T 1.2.-(n—1) _ 1 —yx - z/n z\—1
D(x) = [t tetdt =1 - nh_{f}o” Tt i) — 5 ¢ He / 1+2) . =

n—=
Wykazemy teraz, ze zachodzi tez wzor Stirlinga - nie bedzie to jego najsilniejsza wersja, ale
bedzie to jeszcze jeden dowdd na to, ze uogdlnienie silni na liczby rzeczywiste, a nawet zespolone,

zaproponowane przez Eulera jest wlasciwe.

Twierdzenie 15.8 (wzér Stirlinga)

r 1)e”
lim M =1.

=00 T . \/2Tx

r 1
Dowdéd. Wiemy, ze zachodzi réwnosé¢ lim L;e = 1. Niech 0 < = < 1. Udowodnimy, ze
n—oo N . ™™
F 1 n+x

prawdziwa jest rownos$¢ lim (z+1+n)e = 1. Mamy

n—=oo (n 4 x)te .\ /21(n + x)
[(x+1+n)ert” B
(n+x)"te . /27 (n + x)
(x+n)(z+n—1)...(z+1al'(z) nl-e" e’ 1
I Vamn U4 JITE- (127

— kolejne czynniki daza do 1: pierwszy, bo prawdziwy jest wzor Gaussa, drugi z wzoru Stirlinga

dla n!, trzeci i czwarty na mocy dobrze znanych twierdzen.
Przypomnijmy wzér sinz = z[[_, (1 — nj—iz), prawdziwy dla kazdej liczby zespolonej z.

Udowodnimy

Twierdzenie 15.9 (wzdér na dopelnienie dla funkcji I')
M-z = S
Dowéd. 7 wzoru Weierstrassa wynika, ze zachodza réwnosci:

-1 -1
[(z) =1 e[, e/m (1 + %) i T(1—z) = (—2)[(—z) = = e AT el2)/n <1 - %) .
Wobec tego zachodza réwnosci

o0 22\ — 0 22\\ 1L () w2)2\) —1 ™
F(Z)F<1 - "7’) = %Hn:l(l - F) b= (Z Hn:1(1 - ﬁ)) - 7T(7TZ Hn:l( 512722 >) = sin(mz) 0

Whniosek 15.10

_ .2
T=n =TGI1-3) =TG = Vvi=TG)= [ e 'dt =—=—=2["e¢" do. O
Autor napisal ten tekst bedgc pod silnym wpiywem ksigzki ,Funkcje jednej zmiennej rzeczywis-

teg. Teoria elementarna” N.Bourbaksi.

A teraz zajmiemy sie funkcjg . Zaczniemy oczywiscie od definicji.newpage

Definicja 15.11 (funkcji beta)

1
Bz, y) = / t" 1=t tdt, x,y>0.0
0
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Definicja ta dziata dla liczb dodatnich z,y — caltka jest zbiezna, ale to zatozenie jest niezbedne,
jesli chcemy rozpatrywaé te catki.

Udowodnimy:

Twierdzenie 15.12

Dla dowolnych liczb dodatnich z,y spelniona jest réwnosé f(x,y) = 1;(21%)

Lemat 15.13

Dla dowolnych liczb dodatnich z,y zachodzi wzor S(z + 1,y) = 2 B(z, y).

Dowod. [B(z+1,y) = fl g1 — ¢l dt = fo (1=t ()" dt
(

= :c+y(1 t)ﬂf‘f'y (1 t) | :c+y fO 1 t v (ﬁ)cc 1 (1—175)2 dt = z—i—y fol
— udato si¢. U

Dowdéd. Ustalmy teraz y > 0. Niech f(x) B(z,y)'(xz +y). Mamy

flea+1) =B+ 1Lyl@+1+y) =58y (z+yl'(z+y) =zf(z) oraz

F1) =BLYT(L+y) = (fy (-t tdt)yl(y) = T(y).

Dodajmy jeszcze, ze funkcje z — f(x,y) i x — I'(z + y) sa logarytmicznie wypukle, a stad

przez

czesci

1—tp=emtdt = S5 B(x,y)

tatwo wynika, ze funkcja f tez jest logarytmicznie wypukta. Z twierdzenia Bohra wynika wiec, ze
f(z) =T(x)-I'(y), zatem p(z,y)I'(z +y) = I'(z)['(y). ZakonczyliSmy dowdd twierdzenia 12.12. [
I jeszcze jeden wniosek.

Whniosek 15.14
=sin?z
foﬂ/z sin® z cos® x dx — ;;nmoszdw Lhe D21 — ) e-D/2 4 = 1p(e

Zadanie Udowodni¢, ze jeslin € Z in <0, to lim |I'(z)| = oo

T—n
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