Funkcje analityczne — przyklady
wersja 13 lipca 2025

Twierdzenie 14.1 (rozwiniecie sinusa w iloczyn nieskonczony)
Dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé

sinz =z J[(1- ) =2+ Jim (1= ) (1= 5) - (1= 79
n=1

n—00

przy czym iloczyn jest zbiezny niemal jednostajnie, czyli jednostajne na kazdym zbiorze
zwartym K C C.
Dowdd. Najpierw wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki wielo-
mian W, stopnia 2n + 1, ze dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé:

sin(2n + 1)z = W, (sin 2).
Mozna udowodni¢ istnienie wielomianu W, przez indukcje, ale zamiast tego skorzy-
stamy z wzoréw Fulera. Mamy

sin(2n+1)z = ((cos(?n +1)z+isin(2n+1)z) — (cos(2n + 1)z — isin(2n + 1)z)) =

1 2n+1 .. 2n+1
=5 (cosz+zsmz) —(cosz—zsmz) =

_ (2n+1) cosr+i=2b=1 5 gin2k+l 5 =
= E (5rh1) cos zsin® 2 =
n
_ (2rEY (1 — sin? 2)nk sin? 1 5 = -
= E (o) (1 —sin® 2)" Fsin®*1 2 .= W, (sin(2)) .
k=0
Oczywidcie stopien wielomianu W, nie jest wiekszy niz 2n+1. Dla kazdej liczby catko-
witej k zachodzi réwnos¢ W (sin 327=) = sin(kr) = 0. Oznacza to, ze liczba sin 327
n+1 on+1

jest pierwiastkiem wielomianu W, . Funkcja sinus rosnie ($cisle) na przedziale [— R %] .
Wobec tego

si (—n+1)w

Dntl 2n+1 2 T G Bl -
Wskazalismy wiec 2n + 1 parami roznych pierwiastkow wielomianu W, , wiec jego

. < sin

< ... <si

stopien nie jest mniejszy niz 2n + 1. Pierwiastki wielomianu W, leza symetrycznie
wzgledem punktu 0 na osi rzeczywiste;j. MoZna go przedstawié¢ jako iloczyn:

= — ) (- )( — ( — )
Wn(u) - A” u (1 sin? 5 7:_2 1 sin? 2212 1 sin? 2312) 1 sm2 2":_2 ’
A, oznacza tu pewng stalg, . Wtedy:
sin z = sin ((Zn +1)- 2n+1) = W, (sin 2n+1) =
02 a2 a2 a2
— A (11— sin® 52+ (11— sin® 55+ 1— sin® 55+ ) (11— sin® 757
2n +1 sin? 2n75rl sin? 2311 sin? 2211 T sin? 2211 :
7 tej réwnosci wynika, ze
2n 4+ 1 = lim =225 — =
2—0 S 5,77
. sin? 2 sin? 2 sin? 2 sin? 2
=limA, (1-352T) . (1-ma) (1o 2ma) . (1o SnET) - 4,
20 sin® 5 sin Tt T sin Tt sin® 52

Zmalezlidmy wiec A, i mozemy napisa¢ wzor:
. . 2 . 2 . 2 . 2
. o sin 7271’11 1— sin 7277:»1 1— sin 2n+1 1 — sin 727111 1— sin —271‘11
sing =z - —3+— - e Ty or G2 3 | e sinZ o | -
In+1 n+1 S | SI” 5 i1
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W dalszym ciggu skorzystamy z nieréwnosci
(1) [T+ 2)(1422) .- (L4 2,) — 1] <
<+ )1+ Jzl) oo (1 [zm]) = 1< elalaleetlonl
ktéra kazdy student z tatwoscia sam udowodni (np. przez indukcje wzgledem m).
Niech r > 0. Zalozmy, ze |z| < r. Istnieje taka liczba § > 0, ze jesli 0 < || < 4,

to ‘1 Smo“ < , zatem 2 s < ‘Sma| < 4 . Istnieje taka liczba naturalna v > r, ze jesli

n > v, to 2')"L—‘1|-1 < 5ng < 6. Jesli 0 < B < 5, to sinfg > %B, bo funkcja sinus jest
scisle wklesta na przedziale [0,7]. Niech n > v oraz 0 < j < n. Wtedy
2z 16|Z‘2
Sin” 577 9Gnin? 1612 o H? o l212Y _ il
@[]« n - < oo (3) - <oz -1
Z nieréwnosci (1) i (2) wynika, ze jesli 0 < k < n, to
12 2 2 z 02 z
S o _ sin 2n+1 _osin g . . oS onr )
‘ (1 sin 2n+1) <1 sin” 2n+l ) (1 sin” 2311 ) Y (1 sin’ 21§+1 ) 1) S
2
< exp (5 12+ 22+ 32+ o) — 1< exp(r?) — 1,
oraz
in2 z in2 2 z P2 z
| sin® o _ sin 2n+1 . sin ST ) . s <
(3) ‘ (1 sin? <)2€7J1r-1+)1ﬁ) <1 sin? (g:ﬁ—l > (1 sin? (I;:Lri)l"') T <1 sin? 2211> 1‘ ~
,,,2 ,’,.2 7‘2 ,,,2 7,2
< exp (2(k+1)2 * 3o T o Tt W) —l<exp (2_) —1 k_m}()’

bowiem jesli £ > 1, to
1 1 1 1 1
T EE T eer T <wem T emem T emes T T wooe

_ 1 1 1 1_1_ 1 _1
=t it et EE st Es T T T a T F T a <k
Niech M = re™ iniech k bedzie taka liczba, ze M - (exp (%) — 1) < 5. Jasne
jest, ze iloczyn k + 2 ograniczonych czynnikéw (nie zmieniamy k)
sinﬁ ) _ sin? Py _ sin? Py _ sin? Ty ] ) _ sin? Py
Il (1 sin® Tl ) (1 sin? 2211 ) (1 sin? 2311 o L sin® 2:11
przy n — oo dazy jednostajnie na kole {z: |z| <r} do funkcji
2 2 2 2
2= %) (1= gim) (U= gi) - (1= )
Mamy oczywiscie
2 2 2 2
2= %) (1= gim) (1= gi) - (1 ) | <

érexp(;—z+%+%+...+%) <rexp( ) <re” =M.
To oszacowanie wspélne dla tych z, dla ktérych |z| < r. Niech € > 0. Oznaczmy:

s 2 2 2 _z 2z
P ( ) e T 1— sm 2n+1 1 — sin® 55y 1 — sin” 57 (1= S gngT
n\z) =%z = sin? sin? 27 sin? 37 e sin? BT ’
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
2 2 2 2
S Z z 4 z
Qn(2) =2(1- )1 -g=) - 5=) - (1-5=),
S92z .2 2 2z
Ru(2) = 1 2T 1_M 1_M . (1 = 22T
n\Z) = 5 (ki Dx 2 (k2w 2 hta)m | sin? . o
e T SI” 5o T R Yoy 2n+1

ra(2) = (1= i) (1 = ) (1= i)

Bez trudu stwierdzi¢ mozna, ze |r,(z) — 1] < exp (i) —1 < exp (%) — 1, wezesniej

udowodnilismy (3), wiec |R,(z) — 1] < exp (%) — 1 oraz |P,(2)| < rexp(r?).
Istnieje taka liczba ng > k, Ze jesli n > ng, to |P,(2) — Qn(2)| < § dla wszystkich
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liczb z, dla ktorych |z| < r. W takiej sytuacji mamy:

Isinz — 2(1 — 2)(1 — g53) - ... | = |Pu(2) Ru(2) — Qu(2)ra(2)] <
S [Pu(2)Bn(2) = Po(2)| + |Pa(2) — Qu(2)] + |@n(2) — Qn(z ) (Z)!
<M |Ry(2) =1+ 5+ M- |1—r,(2)] < M(exp (%) — 1)+ £+ M(exp (T—k) 1) <e.

7 otrzymanej nierownosci wynika dowodzona teza. m

Lemat 14.2

Funkcja ctgax — % jest analityczna w pewnym otoczeniu punktu 0.

Dowéd. Zachodzi réwnosé: ctgx — l = W Mamy

a:cosx—smx—x(l——,x—l— x——x+ ) (J:——,:I:—l— x——x—l— )
x+x——x+ 3( +x——x+ )

oraz xsinxzx(m—%xg—i-ﬁw —ﬁx —|—) =z (1—51' —i-ﬁar —ﬁx —i—...),Wch

po skréceniu przez x? otrzymujemy iloraz

x+ x——er..

1—3!J52+5!$4—5x6+... ’
Wobec tego istniejg takie liczby by, b3, ..., ze
1 —2r+ 403 - S5+ ...

ctgr — — = = by + by + bsa® + . ..
x

1— g2+ Fzt — Fab 4 ...
dla Wszystkich x dostatecznie bliskich liczbie 0. Z rownosci

x—l— ZL‘ ——x + . (1——m +5,x — !m6—|—...)(b1x+b3x3+b5m5+...)
Wymka, ze by = —% = —g, by = 5, + 3,61 = —%. Mozna wypisa¢ bez trudu kilka
nastepnych wzorow na kolejne wspotczynniki bs, by, . . ..

Zauwazmy, ze ctgx — = = (In|sinz| —In |x|) (In |s‘1;1|x|) = (In |smx\)/ _

_ (1n((1—$—§)(1—%)-...))': <ln(1—fr—z)+ln(1—%)+...>/:

- _2x(w2ix2 + 227r21—z2 +... ) :
Ostatni szereg — dowdd nizej — jest jednostajnie zbiezny na kazdym zbiorze zwartym

K | ktéry nie zawiera ani jednego sposréd punktéw 4+, £27, ... Istnieje taka liczba
M >0,zejesli x€ K,to x| < M. Jedli |n| >M izeK,to |n27T2 xg‘ < n%iMz <

m. Teraz powotamy sie na kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci sze-
regu funkcyjnego. Wiedzac, ze szereg pochodnych jest jednostajnie zbiezny i ze szereg
funkcji jest zbiezny w co najmniej jednym punkcie, stwierdzamy, ze szereg funkcyjny
jest zbiezny, a to wtasnie chcieliémy wykazac.

Niech 0 <r <11 |z] < rr. Mamy Wtedy | L

1
< nZr2—|z|? < n2m2—r2n2 oraz

7127r2 2 ’

1 _ 1 _ ( ) :
T e v I ngﬂ 1+~ WQ + n47r4 + nﬁwﬁ +...) i wobec tego
n<m
1 1 _ 1 1
n27r2( ‘17,271'2‘ + ‘n47r4‘ + |n671'6| +- ) Ton?n? g I;ZI2 T on?r?—|z|? < n2m2—r2g2 -
n<m
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o0 o0 o0

. 2k 2k . . e,

W szeregu podwojnym E # E pry o E E ST IMozna wiee zmieniac
n=1 k=0 n=1 k=0

kolejnos¢ sumowania w dowolny sposob Zachowujac jego sume. Mamy wobec tego

3 5 _ _
bix + b3x® + bsz® + ... ctgx————ng n%g — =
— z2k 2k+1 -2
= —2905 :E Sy = § :33 § A
n=1 k=0 n=1
Przypomnijmy, ze b, = —%, by = —%. Poréwnujac Wspolczynnlkl przy = oraz =% po
obu stronach rownosci otrzymujemy
o o
1 —2 1 -2
—5 =00 = g e oraz — =by= g 7 -
n=1 n=1

7 tych rownosci wynika, ze %2:1+2i2 4%4—... i g—;=1+2i4+3i4+4i4—|—....

+ 35+
Podobnie uzyskujemy wzory na 1 + L,C + o + -4 + ... dla dowolnego k € N.

Lemat 14.3 Jesli funkcja f jest analityczna w punkcie 0, czyli f ~ Zanx dla

pewnych liczb ag, ay, . .. iwszystkich x spelniajacych nier6wnosé |z| < r, gd21e r >0,

ap # 0, to rowniez funkcja f( ) jest analityczna w punkcie 0.

Dowdd. Niech a, = f‘;—g i niech f(z) = ;EZ) = Zanx" =1+ Zanx”. Ponie-
n=0 =1

waz ﬁ = m, wiec wystarczy wykaza¢ analitycznosé funkcji ﬁ w punkcie 0.

Zmajdziemy takie liczby by, b, ... i liczbe o0 > 0, ze ﬁ =1+ anx” dla kazdego

n=1
€ (—0,0). Z rébwnosci 1 = (1 + Zanx”> <1 + anx"> i twierdzenia o mnozeniu
n=1 n=1

szeregbw, wynika, ze musza by¢ spetnione réwnosci:
ai+b1 =0, az+aby +by =0, az+ ab; +aiby +b3 =0,

Stad wzory: by = —ay, by = —as —a1by, b3 = —az — asby — a1by, ... Mozemy wiec
o
obliczy¢ wspoétezynniki by, be, b3, ... Pozostaje kwestia zbieznosci szeregu an:l:”.
n=1
Niech ¢ € (0,r). Szereg > a,c™ jest zbiezny, zatem lim a,c” = 0. Istnieje wiec
n—oo
taka liczba M > 1, ze dla kazdego n = 1,2, ... spelniona jest nieréwnosé¢ |a,c"| < M

(ciag o granicy skonczonej jest ograniczony). Za pomoca tatwej indukeji dowodzimy,
ze spelnione sg nieréwnosci |b | < 2" 1M, Wynika stad, ze szereg > b,z" jest

zbiezny dla kazdego x € (— by¢ moze nie tylko dla tych z), wiec ma dodatni

o o) (
promien zbieznosci.
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