Funkcje analityczne
wersja 13 lipca 2025

Zaczniemy od uogolnienia twierdzenia o zmianach kolejnosci sumowania szeregu
bezwzglednie zbieznego. Dowodd tego twierdzenia nie pojawit sie na wyktadzie. Jego
sformutowanie pojawito si¢ jedynie ,w powietrzu”.

Twierdzenie 13.1 (o duzej zmianie kolejno$ci sumowania)
Zal6ézmy, ze zachodzi jedno z dwoch zatozen:
(i) dla kazdej liczby catkowitej m > 0 szereg Y > |am.n| jest zbiezny i

i(i|am7n|) < +00,

m=0 n=0
(ii) D720 las(;)| < oo dla pewnej bijekcji 6: N — N x N.
Wtedy dla kazdej bijekcji 0: N — N x N zachodzi réwnoéé

> (Xamn) = ao-
m=0 n=0 7=0
Dowéd. Wykazemy najpierw, ze warunki (i) oraz (ii) sa réwnowazne.
Zat6zmy, ze spelniony jest warunek (i). Dla dowolnej bijekcji 0: N — Nx N szereg
> 50 laos()| jest zbiezny, bo

TEDS (S tamal) <3 (3 lamal)

j=0 m=0 n=0 m=0 n=0
dla kazdej tak duzej liczby naturalnej p, ze kazda z liczb |a,)|, |as)|, ---5 |ao@)]
jest sktadnikiem ktérego$ z szeregéw > 7 |amn|, gdzie m € {0,1,...,p} (np. p jest
najwickszym z pierwszych elementéw par o(0), (1), ..., o(l)).
Zat6zmy teraz, ze spelniony jest warunek (ii). Dla dowolnych liczb naturalnych p, ¢
spetniona jest nieréwnosé

q D L 00

> (X lamal) < X laviy] < 3 laogyl.
m=0 n=0 7=0 7=0

gdzie ¢ oznacza tak duza liczbe naturalna, ze wsréd par (0),4(1),...,6(¢) znajduja

SiQ WSZyStkie pary <O7 0)7 (07 1)7 ctt (O7p>7 (17 0)7 ct (17p)7 <Q7 O)? ctt <Q7p) * UStala’jafC q

i przechodzac do granicy przy p — oo otrzymujemy nieréwnosé
q

2 (i |am’”|> S i |as ()|

m=0  n=0 §=0
7 definicji sumy szeregu wynika, ze

Z Z || < Z |as(;) -
=0

m=0 n=0

Wykazalismy, ze z zalozenia (ii) wynika zalozenie (i).
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W istocie rzeczy z dowodu réwnowaznosci warunkéw (i) i (i) wynika réwnosc:

Z Z || = Z |az|

m=0 n=0

przy czym jest ona prawdziwa zawsze, réwniez wtedy, gdy sumy nie sa skonczone.
Niech € > 0. Istnieje taka liczba k(m) € N, ze Z;O:k(m)ﬂ |amn| < gz - Wtedy

o0 o0

£
Z Amn < Z |amn| < 2m+37
n=k(m)+1 n=k(m)+1
zatem
) + TRENT-
Qm,n - e = .
16 32 4
= n=k(m)+1

Niech r(e) bedzie taka liczba naturalna, ze i. Istnieje taka liczba

I
ol\g
£
A
|

naturalna u(e) | ze

i (i \am,no < Z oraz {0(0),0(1), . ,o(r(a))} C

m:p(6)+1 n=0

C {(0,0),(0.1). ., (0.5(0), (1,0), ..., (L), ..., (1(), 0),. ., (u(e). klu(=)]) }

Niech p(¢) oznacza taka liczbe naturalna, ze

{00,0),(0,1),., (0.5(0)), (1,0),. .., (LKD), -, (1(e),0),. ., (u(e), klpu(e)]) |

Wtedy zachodza nieréwnosci

S ()

(Zam,n> - Zao—(j) < +
m=0 n=0 7=0 =u(e)+1 n=0
() p(e) 1(e) o0 o0
+ Z <Z Am n> - Zaa(j Z < Z am,n) + Z Qo (5) <
m=0 " n=k(m)+1 j=ple)H
[e'e} [e’e) (8) [e'e} [e%e]
> (Xlenal) + Y Mm!+§:< > damal) Y sl <
m=p(e)+1 n=0 j=r(e)+1 m=0 n=k(m)+1 j=p(e)+1
€ 3 €
<jtititi=e

Poniewaz e oznacza dowolng liczbe dodatnia, wiec zachodzi rownosé

oo o0 oo
> (X ) =X an-
m=0 n=0 j=0
W ten sposéb zakonczylismy omawianie zmian kolejnosci sumowania szeregéow podwoj-
nych. Twierdzenie to przyda sie nam do wykazania, ze ztozenie funkcji analitycznych

jest funkcja analityczna.
Zaczniemy od definicji funkcji analityczne;.
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Definicja 13.2 (funkcji analitycznej)
Funkcje f okre$long na otoczeniu punktu p nazywamy analityczng w punkcie p wte-
dy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (a,) taki, ze dla pewnej liczby r > 0 réwnosé

flx) = Zan(x — p)" zachodzi dla kazdego z, dla ktorego |z — p| < r. Jesli funk-
n=0

cja f jest analityczna w kazdym punkcie zbioru A, to méwimy, ze jest analityczna

w zbiorze A. m

Przyktad 13.3 Kazdy wielomian jest funkcja analityczna w R, a nawet w C. Niech

d (%)

w(z) = Zanx”, aqg # 0. Definiujac a, = 0 dla n > d otrzymujemy w(x) = Zana:".
n=0 n=0
Wobec tego
wiz) =S an(z —p+p)" ZZ“N "J_Zzan P =
n=0 n=0 j=0 n=0j5=0
D) DA ICRI VAT 9 ) DN ] [
j=0n=0 j=0 n=0
d _d 4
=3[ - py = o
j=0 n=j =0

Podalismy dowod bezposredni, ale oczywiscie ten wzér wynika tez z wzoru Lagrange’a
a (k4 1)-a reszte we wzorze Taylora. m

Twierdzenie 13.4 (o analitycznosci sumy szeregu potegowego)
Jesli f Zan x — p)" dla kazdego x, dla ktérego |x — p| < r, gdzie r > 0

ilg—p|l<r, to dla kazdego x takiego, ze |r — q| < r — |p — q| zachodzi réwnosé

fla) =120 — g,

zatem funkcja f jest analityczna w kole o srodku p i promieniu r.
Dowéd. 7 twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego Wynika ze

D(g) = nn—1)----(n=j+ Da(g—p)"~ = Zy Jan(q —p)"
n=j n=j
Mozemy wiec napisac, ze

f@)=> an(e—p)" =D an(z—q+q—p)" = any_ ()& —q)(g—p)""
n=0 n=0 n=0 j=0
=Z "z —q)(q - p””—zzan (=g (g —p)""
n=0 :0 7=0n=0
=3 e Y e (g = 3 e gy
Jj=0 n=j Jj=0
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jesli tylko potrafimy uzasadni¢ zmiane kolejno$ci sumowania. Kolejno$¢ sumowania
moze by¢ zmieniona, bowiem

o o o

. s n

D lanl (e = allg =" = lan| (|2 — gl + g — pl)" < o0,

n=0 j=0 n=0
bo |x —q|+|qg—p| < r. W istocie rzeczy korzystamy w tym miejscu jedynie z tego, ze
suma szeregu bezwzglednie zbieznego jest niezalezna od kolejnosci, w jakiej sumujemy
jego wyrazy. W

Uwaga 13.5 Oczywiscie promien zbieznosci szeregu potegowego moze ulec zmianie.

Funkcja % jest analityczna w punkcie 1, bowiem
le—1]<1 R . .
tE e =) (-0 =) () -1
n=0 n=0
Jest tez analityczna w dowolnym punkcie p # 0, bowiem
11t 1 1 p=z\™ _ =Dt e
x  xz—ptp p(1+52) - pZ( P ) - ptl (37 p) .
n=0 n=0

Bez trudu stwierdzamy, ze promien zbieznosci réwny jest w tym przypadku [p|, jasne

jest wiec, ze przechodzac od 1 do % zmniejszamy promien, a przechodzac od 1 do g
— zwiekszamy. To ostatnie stwierdzenie wynika z zachowania sie tej akurat funkcji,

oczywiscie w innych przypadkach moze by¢ inaczej. m

Twierdzenie 13.6 (o analitycznosci zlozenia funkcji analitycznych)
Jesli funkcja f jest analityczna w punkcie p a funkcja g jest analityczna w punkcie
f(p), to ztozenie tych funkcji jest analityczne w punkcie p.

Dowéd. Zatézmy, ze f(x) = Zan(:c —p)",jesli |z —p| < rir >0 oraz ze
n=0

réwnosé g(y) = an [y — f(p)}n zachodzi, gdy |y — f(p)] < p, p > 0. Poniewaz
n=0

funkcja zdefiniowana szeregiem potegowym jest ciaglta i szereg potegowy jest wewnatrz
swego przedziatu (kota) zbieznosci jest zbiezny bezwzglednie, wiec istnieje liczba do-

datnia 79 < 7 taka, ze jesli |z — p| < g, to Z la,| - |z — p|™ < p. Wynika stad, ze

n=1
g |bj\< E lan| - |z — p|”> < 00, dzieki czemu mozemy zmienia¢ kolejnosé sumowania
7=0 n=1

dowolnie. Z twierdzenia o mnozeniu szeregéw wynika, ze mozna szereg potegowy pod-
nies¢ do dowolnej naturalnej potegi. W wyniku otrzymujemy szereg potegowy. Niech

oo .
J
( E ay - (r— p)") = g ajn(xr—p)". Z nier6wnosci trojkata wynika, ze prawdziwa jest
n=1 n=j

o0 oo .
j
nieré6wnosé E |ajn|-lz—p" < ( g |ay, |- |x—p|”) . Wobec tego w szeregu podwéjnym

n=j n=1
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(o) o0
E b; E ajn(x —p)" mozna zmienia¢ kolejnos¢ wyrazéw dowolnie nie wptywajac na
Jj=0 =Jj

jego zbieznos$¢ ani sume. Mamy wiec

Db (e —p)" =Y bjaja(z —p)".
7=0 n=j n=0 j=0
Dowdd zostal zakonczony. m
Nastepne twierdzenie, ktérym si¢ zajmiemy zwykle nie jest dowodzone w ramach
wyktadu z analizy na pierwszym roku i studenci poznajg je na wyktadzie z funkcji

analitycznych z zupelie innym dowodem niz pochodzacy od Cauchy’ego, ktory przed-
stawimy za chwile.

Twierdzenie 13.7 (o analitycznosci funkcji odwrotnej)

Jedli funkcja f jest analityczna w punkcie p i f'(p) # 0, to po ograniczeniu jej
dziedziny do dostatecznie malego otoczenia punktu p otrzymujemy funkcje réoznowar-
tosciowa, ktorej funkcja odwrotna jest analityczna.

Dowéd. Poniewaz funkcje: T' przypisujaca liczbie y liczbe y — f(p) i funkcja S
przypisujaca liczbie x liczbe x+ p sa analityczne i odwrotne do nich tez, wiec mozemy
zajac sie istnieniem funkcji odwrotnej do funkcji g := T o f o §. Jedli zdotamy wy-
kazac, ze to ztozenie ma funkcje odwrotng, to bedziemy mogli napisac, ze prawdziwy
jest wzér f1=So(TofoS)toT, wiec na mocy poprzedniego twierdzenia funkcja
/7! okaze si¢ by¢ funkcja analityczna. Oczywiscie g(0) = T o f o S(0) = 0. Niech

g(z)=TofoS(x)= Zan:p” 1 Mamy wiec a; = ¢'(0) = f'(p) # 0. Chcemy udowod-

n=1

ni¢, ze funkcja g~! jest analityczna w punkcie 0.

o0
Zalozmy, ze g~ '(x) = anx” dla dostatecznie matych |z|. Udowodnimy, ze ta
n=1
rownos¢ wyznacza liczby by, b, ... . Wynika z niej i z twierdzenia o ztozeniu funkcji
analitycznych, ze w pewnym otoczeniu 0 spelniona jest réwnosé

o= () -
n=1 j=1
= ar(bir + boa® + ..) + ag(bix + b + )+ az(bix 4+ ber® + ) 4+
Zmieniajac kolejno$é sumowania otrzymujemy:
z = aybix + [arby + axb}]a® + [arbs + 2asbibs + azb}|a® +
+ [a1b4 + 2a2b1b3 + a,gb% + Bagb%bg + a4bﬂ ZL’4 + ...
Wynika z tej réwnosci, ze
1
bl = —
aq
1
b2 = —— [agbﬂ )

a1

! Na wykladzie wykazalem, ze mozna ograniczy¢ sie do przypadku a; = 1, ale tu z tego nie
korzystam. W tym przypadku bytoby b; = 1.
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b3 = —i [2a2b1b2 -+ agbﬂ ;

a1
1
by = —— [2asb1b3 + abj + 3azbibs + asby] itd.
a1
Widzimy wigc, ze udaje si¢ obliczy¢ kolejno by,by,... Wobec tego mozliwe jest na-

pisanie wzoru na funkcje odwrotng w postaci szeregu potegowego, co nieomal konczy
dowodd. Pozostaje jednak kwestia zbieznosci otrzymanego szeregu. Teoretycznie mog-
loby sie zdarzy¢, ze promien zbieznosci otrzymanego szeregu rowny jest 0.

Zajmiemy sie teraz opisanym problemem. Poniewaz promien zbieznosci szeregu
> anz™ jest dodatni, wiec istnieje liczba ¢ > 0, dla ktorej szereg > a,c™ jest zbiezny

bezwzglednie. Wobec tego lim a,c” = 0, zatem ciag (ancn) jest ograniczony. Ozna-
n—o0

cza to, ze istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
nieréwnosé¢ |a,c"| < M, zatem |a,| < Mc™". Zdefiniujemy pomocnicza funkcje anali-
tyczna h(z) = |ay|x — Mc™22? — Mc™323 — -+ . Znajdujemy wspotezynniki dy, ds, . ..
szeregu Maclaurina funkcji A~!. Wyrazi¢ je mozna za pomoca tych samych wzoréw,
ktére otrzymalismy w przypadku wspétezynnikéw funkeji ¢=! z tym tylko, ze liczby

ai,as,as, ... zastepujemy kolejno liczbami |ay|, —Mc™2, —Mc™3, ... .
Mamy wiec
dy = ﬁ > |by],
1 - 1 — 1
dy = “Tail [—Mc Qdﬂ = Ja1] [MC 2dﬂ > ‘ T a [aQbﬂ) = |bsf,
dy = =2 [ = 2Mc2dydy — Mc*d3] = 2 [2M e 2dydy + Me3d] >

2 ‘ — a_ll [2(12171[)2 —+ agb:ﬂ = |b3’ .
Analogicznie dy > |by| itd. (INDUKCJA!). Wynika stad, ze wystarczy wykazaé, ze
promien zbieznosci szeregu > d,z" jest dodatni!®> Mamy

y=h(z) =|a|lw — Mc22* — Mc32% — -+« = |ay |z — ];/[_C;fcj = |a1‘02$_cg|flc!;+M)z2 )

czyli (|agc+ M)x? — (cy + |ai|c®)x + ?y = 0. Otrzymane réwnanie kwadratowe (z nie-
wiadoma ) rozwigzujemy bez trudu:

T = m [(cy + lar|e®) £ v/ (cy + |ar|c?)? — 4c2y(lar]c + M)] :
Poniewaz h(0) = 0, wigc réwniez h~1(0) = 0. Oznacza to, ze

T = m [(cy + Jai|e?) — /(cy + |ai|c2)? — 4c?y(lay|e + M)] :

Wryrazilismy z jako funkcje zmiennej y i to funkcje analityczna, bowiem ztozenie funk-

¢ji analitycznych, suma i roznica funkcji analitycznych sg funkcjami analitycznymi,
wielomian jest funkcja analityczna, pierwiastek kwadratowy tez, bo jesli ¢ > 0, to

q

v e () ()

2 Ze zbieznoéci szeregu o wiekszych, nieujemnych wyrazach wynika zbieznoéé szeregu o mniej-
szych nieujemnych wyrazach.
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— skorzystalismy z szeregu dwumianowego Newtona, promieniem zbieznosci otrzyma-
nego szeregu potegowego jest liczba |q| .Dowdd zostal zakonczony. m

Z udowodnionych twierdzen wynika od razu, ze funkcje analityczne w ustalonym
punkcie tworza zbiér zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie przez te, ktére nie przyjmuja wartoéci 0. Mozna je tez sktada¢ i odwracac.
Wyjasnia to, dlaczego praktycznie wszystkie, ktérymi sie zajmujemy, sg analityczne,
czasem z wyjatkiem nielicznych punktéw, jak np. funkcja z'3|z|, ktéra nie jest anali-
tyczna w punkcie 0. Bardziej ambitny przyktad to funkcja zdefiniowana réwnosciami
f(z) =0dlaz<0i f(z) = e ¥* dla z > 0. Ta funkcja jest nieskoiczenie wiele
razy rozniczkowalna. Mamy f(™(0) = 0 dla n = 1,2,.... Gdyby byla analityczna
w punkcie 0, to zachodzitaby réwnosé¢ f(x) =0+ %:L‘ + g—TxQ +--- =0 dla dostatecznie

matych |z|, ale tak nie jest dla zadnego x > 0.

Twierdzenie 13.8 (Zasada identycznosci)

Jesli funkcje analityczne f i ¢ w punkcie p pokrywaja sie w punktach zbioru, ktorego
punktem skupienia p, to pokrywaja sie w pewnym otoczeniu punktu p.

Dowéd. Niech f(z,) = g(z,), n11_>11;10xn =pin+#m = x, # x,. Zalézmy,

ze f(x) = Zan(x —p)"igx) = an(x —p)", gdy |x| jest dostatecznie mata
n=0 n=0
liczba. Mamy ap = f(p) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(p) = by. Wobec tego dla
kazdego j zachodzi réwnosé Zan(xj —p)l = an(:cj — p)"~ ! — otrzymujemy ja
n=1 n=1

dzielac ré6wnosé f(z) —ap = g(x) — by stronami przez z; — p. Z tej réwnosci i cig-

gtosci funkeji analitycznych Zan(xj —p)nL, an(xj — p)"~! wynika nastepnie, ze
n=1

n=1
o0 o0
a; = li_>m E an(z;—p)"t = E bn(z;—p)"~ ! = by . To rozumowanie indukcyjne mozna
J o0
n=1 n=1

kontynuowac¢. W rezultacie réwnos¢ a,, = b, ma miejsce dla wszystkich liczb natural-

n

o)
nych n, co dowodzi, ze w caltym przedziale zbieznosci szeregu E an(z; —p)" zachodzi

n=0

rownosé f(z) =g(z). m

Przyktad 13.9 Tangens jest funkcja analityczng we wszystkich punktach x, w kto-
rych cosx # 0. Wynika to z tego, ze tgx = sinx - ﬁ Funkcje sinus i kosinus sa
analityczne w calej prostej (w calej ptaszczyznie), bo promienie zbieznosci ich szere-

gbéw Maclaurina sg rowne 4o00. Funkcja % jest analityczna w kazdym punkcie p # 0.
Wynika stad, ze funkcja ﬁ jest ztozeniem funkcji analitycznych i wobec tego tez
jest analityczna. Wobec tego tangens jest iloczynem dwu funkcji analitycznych, zatem
jest funkcjg analityczna. Podkresli¢ wypada, ze od tego stwierdzenia do uzyskania roz-
winiecia tangensa np. w szereg Maclaurina droga jest dtugawa. Wspoétezynniki tego
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rozwinigcia mozna oblicza¢ korzystajac z rownosci (tgz) =1 +tg?x: jesli

tgr = a1 + azx® + asx® + . .. (O:ao =ay=a4=...,bo tg(—x) = —tga:), to
ay+3a3x’ +5a5zt +- - = 1+ (a2 + azz® + azax® + -+ )? =

=1+ a?z? 4 2a1a3x* + (2a1a5 + a2)z® + (2a1a7 + 2azas)x®, co prowadzi do réwnosci
a1=1, 3az = a?, 5as = 2a,a3, ... a z nich mozemy kolejno obliczy¢ ay,as,as,... ®

Zadanie. Zatozmy, ze f(x) = 2z + Zanaj”, gdy |z| < r, r > 0. Wykazaé, ze
n=2

istnieje taka funkcja h analityczna w pewnym otoczeniu punktu 0, ze h(0) = 0,

R'(0) =11 2h(z) = h(f(x)) dla dostatecznie matych |z|.

Zachecam do zrobienia tego zadania, to niezbyt trudne ¢wiczenie, ktérego zrobienia
powinno ulatwi¢ rzeczywiste zrozumienie opisanej w dowodzie o analitycznosci funkcji
odwrotnej metody Cauchy’ego, a jednoczesnie fragment (maly) dosy¢ znanego w nie-
ktorych kregach twierdzenia Henri Poincarégo.
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