Ciagi i szeregi funkcyjne
wersja 18 lipca 2025

Podobnie jak poprzednio wieszam tekst, nad ktorym powinienem jeszcze popraco-
wac, wiec prosze o informacje o zauwazonych bledach. Przyktad funkcji ciagtej nigdzie
nierozniczkowalnej pojawi si¢ w niezbyt odleglej przysztosci na wykladzie, a w notat-
kach juz jest.

Definicja 12.1 (zbieznosci punktowej i jednostajnej)
Niech f,: A— R (lub f,: A — C) beduzie ciagiem funkcji okreslonych na zbiorze A.
Méwimy, ze ciag ten jest zbiezny punktowo do funkcji f: A — R (lub f: A — C)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € A zachodzi réwnosc¢

nIEEO fo(x) = f(z) tzn.  VeeaVesoTiVask|fo(z) — f(2)] < €,

piszemy wtedy f, — f.
Ciag (f.) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
Ves 0k VnskVaeal fu(z) — f(2)] < €.

Piszemy wtedy f, = f.
Szereg funkcyjny jest zbiezny punktowo, jesli jego ciag sum czesciowych jest zbiezny
punktowo. Analogicznie szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie, jesli jego ciag sum
czesciowych jest zbiezny jednostajnie. m

Réznica formalna polega na umiejscowieniu kwantyfikatora V,c4. W jej rezultacie
w pierwszym przypadku liczba naturalna k moze zaleze¢ zarowno od z jak i od ¢,
w przypadku zbieznosci jednostajnej liczba k zalezy jedynie od . Oczywiscie nalezy
natychmiast rzecz poprze¢ przyktadem.
Przyktad 12.2 Niech A = [0,1], f.(z) = 2™. Mamy nh_)rgo fo(z) = lim 2" =0 dla

n—oo
0 <z <1oraz lim f,(1) = lim 1" = 1. Zatem ciag (f,) jest zbiezny do funkcji
n—o0 n—oo
f zdefiniowanej wzorami f(z) =0 dla 0 <z <11 f(1) = 1. Wykazemy, ze ciag
ten nie jest zbiezny jednostajnie do funkcji f. Gdyby byt to dla dostatecznie duzych
n i wszystkich z € [0,1] musiataby zachodzi¢ nieréwnosé |f,(z) — f(z)| < 5. Mamy

jednak fn<’\1/g> —f(" %) :%>%. [ ]

Jasne jest, ze jedli ciag (f,,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, to jest réwniez
zbiezny punktowo do tej samej funkcji f. Powyzszy przyktad pokazuje, ze odwrotnie
na ogot nie jest.

Przyktad 12.3 Niech f,(z) =1+ § + “”2—? +...+ fl—:b . Wiemy od dawna, ze dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

lim fo(e) = lim [14 &+ %5+ + 5] =" = f(x),
czyli ze ciag (f,) jest zbiezny punktowo na catej prostej do funkcji f, zdefiniowanej
wzorem f(x) = e”. W istocie rzeczy wiemy nieco wiecej: zbieznosé ta jest jednostajna
na kazdym przedziale ograniczonym. Przypomnijmy bowiem, ze jesli n > 2a > 0

e e N s P 1 B
(n+k)! = (ntk—D! " ntk N (ntk-1)! " n < (ntk—1)! 2" Stad bez trudu

oraz a > ||, to
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wnioskujemy, ze lfltrk), < o - 4. Mamy zatem
T T o n+1 n+2 xn«l»k
e =+ i+ 5+ D) =lEmt e e | <

n

<L+ s+. +xt...] =2

n!
Uzyskali$my oszacowanie niezalezne od wyboru liczby x z przedzialu [—a, a]. Ponie-

waz lim ‘;—T,L = 0, wiec ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na przedziale
n—oo .

[—a,al.

Ten sam dowdd mozna przeprowadzié¢ traktujac réznice f(z) — f.(z) jako n—ta
reszte we wzorze Maclaurina dla funkcji f. Posta¢ Lagrange’a tej reszty pozwoli nam
uzyskac tylko nieco gorsze oszacowanie niz uzyskane wyzej.

Na razie nie wypowiedzieliémy si¢ na temat zbieznosci jednostajnej tego ciagu na
calej prostej lub cho¢by na poétprostej. Wykazemy, ze na tak duzych zbiorach cigg nie
jest jednostajnie zbiezny. Zatézmy, ze jest jednostajnie zbiezny na potprostej (—oo,b].
Istnieje wtedy tak duza liczba naturalna n; ze jesli n > ny, to |f(z) — fu(z)| < 1.
Niech n—1 > n;. Wtedy }f )= fooa(z)| <11 |f(:c)—fn(x)| < 1, zatem otrzymujemy

’ n),‘ }fn 1 fnlz )‘ |foo1(z) = f()| 4+ | f(z) — fulz)| < 2. W szczegblnosei jest
tak dla x = —n, Jesh tylko n jest dostatecznie duzg liczba naturalng. To jednak jest

. “qe . n
niemozliwe, bowiem 7 =%-2-32-...-2>n>2dlan>2. =
Koncéwka przeprowadzonego rozumowania przekonuje nas szybko o tym, ze jedno-

stajnie zbiezny ciag funkcyjny spetnia warunek Cauchy’ego:

Definicja 12.4 Warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci ciagu funkcyjnego
Ves0IVnon, ViVoen | fask(2) = ful@)] <e. (j-w.C.)

Tutaj (f,) oznacza ciag funkcji okreslonych na zbiorze D. m

Twierdzenie 12.5
Ciag funkcji (f,) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze D do funkcji f okreslonej na
D wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia j.w.C. m
Dowdéd. Dowdd polega na zastosowaniu tego twierdzenia dla ciagéw liczbowych, co
jest tatwe, tym niemniej przeprowadzimy go. Zaltézmy najpierw, ze ciag funkcyjny
(fn) jest zbiezny jednostajnie do funkeji f i niech e > 0. Jesli n,k sa dostatecznie
duzymi liczbami naturalnymi, to dla kazdego punktu x € D zachodzg nieréwnosci
Fule) = @) < 5 § [fule) - F(@)] < 5, zatem
|[fu(@) = felo)| < |fulz) = )| + | f(2) = (@) < 5 +5 =€,

zatem ze zbieznosci jednostajnej wynika jednostajny warunek Cauchy’ego.

Zal6zmy teraz, ze ciag (f,) spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego. Niech z € D.
Ciag ( fn(x)) spetnia warunek Cauchy’ego, wiec ma skonczong granice. Oznaczmy ja

przez f(z). Mamy wiec lim f,(z) = f(x). ZdefiniowaliSmy funkcje f na zbiorze D.
n—oo

Niech ¢ > 0. Dla dostatecznie duzych n,k mamy |f,(z) — fi(x)| < 5, zatem

e> 5 > lim (o) - fulo)] = Ifale) - f@)],
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co dowodzi jednostajnej zbieznosci ciagu (f,) na zbiorze D. Dowdd zostal zakonczo-
ny. m

Twierdzenie 12.6 ( Kryterium Weierstrassa zbieznosci szeregu funkcyjnego)
Jesli > f, jest szeregiem funkcji okreslonych na zbiorze D i istnieje szereg zbiezny
> ap taki, ze dla kazdego x € D zachodzi nieréwno$é |f,(z)| < a,, to szereg > f,
jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D.

Dowéd. Wynika to od razu z tego, ze dla szeregu zbieznego Y a, spelniony jest
w.C. Z tego wynika od razu, ze dla kazdej liczby dodatniej e, dla dostatecznie duzych
n i wszystkich £ zachodzi nieréwnos¢ a, 11 + anio + ... + anyr < € 1 wobec tego dla
wszystkich © € D zachodzi nieréwnos¢

|fn+1(x>| + |fn+2<x>| +-+ |fn+k<x>| <E,

a to oznacza, ze spelniony jest j.w.C. Stad jednostajna zbiezno$¢ szeregu »_ f, na
zbiorze D wynika od razu. =

Twierdzenie 12.7 (o jednostajnej zbieznosci szeregu potegowego)

Szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie na kazdym domknietym przedziale ograni-
czonym, zawartym w przedziale zbieznosci.

Dowdéd. Zaczniemy od czesci tatwiejszej. Niech r > 0 oznacza promien zbieznosci

szeregu Y apx" iniech [a, 8] C (—r,r). Niech ¢ < r oznacza liczbe wigkszq zaréwno
oo

od |a| jakiod |5]. Wobec tego |a,z"| < |a,|c™ ijednoczesnie Z lan|c" < 400, wobec
n=0

tego szereg Y a,x™ jest jednostajnie zbiezny na przedziale [« B]. Jak widaé jest to

po prostu powtérka dowodu zbieznosci (bezwzglednej) szeregu potegowego wewnatrz

przedziatu zbieznosci.

Pozostal przypadek zwigzany z twierdzeniem Abela o cigglosci szeregu potegowe-
go w koncu przedzialu zbieznosci. Dla uproszczenia oznaczen zatozymy, ze promien
zbieznodci szeregu potegowego réwny jest 1 oraz ze szereg » . a, jest zbiezny. Przy tych
zalozeniach wykazemy, ze szereg »  a,x™ jest zbiezny jednostajnie na przedziale [0, 1].
Wszystkie przypadki mozna sprowadzi¢ do tego jednego.

Przyjmijmy s, = apt1 + pg2 + ... + aptr . Mamy wtedy
A1 " o™+ g™ =

= 801"+ (Sp2 — 80 1)T" 2+ L+ (Spk — Spp_1)T"TF =
=(1- m)(smlx”“ + Spox™ T+ .+ snﬂk_lm’”k—l) + Sppr" .
Niech € > 0 bedzie dowolna liczba. Szereg > a, jest zbiezny, wiec spelnia waru-
nek Cauchy’ego, wige dla dostatecznie duzych n i dowolnych k& zachodza nieréwnosci
[Snt1] < €, [Sni2| < €, ...y |Snsk| < €. Stad, z tego, ze 0 < z < 1 iz poprzednich

réwnosci wynika, ze ‘sn,kac”%‘ < € oraz

(1 - l’) (Sn,lxn—’_1 + Sn,2xn+2 +...+ Sn’k—lxn+k_1)‘ <

— E(xn—O—l _ .CETH_k) <&
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i wobec tego |an 112" + 423" + .+ anea™ ™| < 2, co dowodzi jednostajnej

zbieznosci szeregu Y a,z" na przedziale [0,1]. m

Twierdzenie 12.8 (o jednostajnej zbieznoSci szer. pot., przypadek zespolony)

"™ oraz ze

Zatézmy, ze r > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego > a,z
szereg > anzl jest zbiezny i |zo| = r. Niech K oznacza kat wypuktly, ktérego oba
ramiona przecinaja wnetrze kota B(0,7) = {z: |z| < r}. Szereg > a,2" jest jed-
nostajnie zbiezny K N B(z, ), gdzie § > 0 jest dostatecznie matg liczba dodatnig i
B(z,6) ={z: |z — 2| <6}
Dowéd. Niech b, = a,z. Wtedy > a,z" = an(%)n Poniewaz szereg > a2y
jest zbiezny, wiec szereg > b, jest zbiezny. Udowodnimy, ze szereg > b,2" jest jedno-
stajnie zbiezny w kazdym ze zbioréw postaci B(1,6) N K;, gdzie t > 0 za$
K, ={z€ C: |Imz— < t(1 —Re|z) < 1}, o ile 0 jest dostatecznie mala liczba
dodatnig. Bedziemy pisa¢ z = x + yi zaktadajac, ze z,y € R, czyli ze * = Rez
oraz y = Imz.
Niech s, 5 = bpt1 + o + -+ - + byyr, . Mamy wtedy
b1 2" 4 D022 o b2 =
= 8,12" T 4 (Sna — Sn1)2" 24+ A+ (Sng — Sng_1)2"TF =

= (1= 2)(8012" T+ 8,02" 2+ L 512" TFTY) o5 2R
Niech ¢ > 0 bedzie dowolng liczba. Szereg > b, jest zbiezny, wiec spelnia waru-
nek Cauchy’ego, wige dla dostatecznie duzych n i dowolnych k& zachodza nieréwnosci
Isn1| <€, [Sn2|l <e,..., |sni| <e.Stad, z tego, ze |z| <1 iz poprzednich réwnosci
wynika, ze |sn7kz”+k{ < € oraz
‘(1 — 2)(Sp12™ T + sy 02" TR+ sn,k_lz"%‘l)‘ <

<ell = z[(J2[" + 22+ -+ 2" <
<ell = z|(Jz[" + 2" 2 4 L) = gz ‘1_;} el f' Me,
1=z ~

jesli w rozpatrywanym zbiorze nieréwnosé T S < M zachodzi dla pewnej liczby M > 0.

Wobec tego |byi12" ™ + bppoz™ 240 4 bn+kz”+"’| < (1+ M)e, co dowodzi jednostaj-

nej zbieznosci szeregu Y b,z" w rozpatrywanym zbiorze, o ile w nim jest speliona

L 1=
nier6wnosé |1_|j <M.

WykaZemy teraz, ze ta nier6wnos¢ jest speliona dla z € KN B(1,6) . Przyjmijmy,
ze k>0, 1+k2 —1—%“ <z <1oraz |yl < k(1 —2x). Wtedy
P+ <2+ (1 -2 = (B 4+ 1Da? - 2Kz + k* =
2 12 2 72 2
~ 4 0[]+ g < 07+ D - ] 1
Mamy tez (z —1)? +y? < (1 + k%)(1 — x)?. Mozemy wiec napisaé

1—z] _ /(@=1)24y2 \/(a:f1 )2+y2-(1+4/22+y2) < 20-2)VITK?  _ 2Vitk?
1—]z] = q_ \/arz—}—y < 1—z2—y? N 1—z2—k2%(1—x)? 1+z—k?(1—x)

1 "B(z0,9) jest kolem domknigtym o érodku 2o i promieniu § > 0.
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_ 2y 2V/1+k? i
Dowdd zostal zakonczony. m
Komentarz do dowodu. Zalozmy, ze 2 + 1> < 1 it = % Jesli zachodzi
nieréwnosé
V(- \/(1 ©)24+y> T2 t -1 2
M=~ \/l,zﬂ, Z A T Thetl i Tl T e
to Mly| +1> 5= t| |,W1Qc 2 —tly| > i |+1,zatem

\yl B
I = < |y| [2 o M\yI-H] M\y|+1 <2M =k

Wymnika z tego, ze dla kazdej liczby M > 0 zbiér tych liczb z, dla ktérych |z] < 1
\1 2l
—lzl

i < M jest zawarty w kacie o wierzchotku 1, ktérego ramiona przecinajg wnetrze
kola jednostkowego i — jak to wynika z dowodu twierdzenia — zawiera taki kat.

Zadanie: Wykazaé, ze jesli dla pewnego z; wyrazy ciagu (a,z]) sa rzeczywiste
i tworza szereg o sumie +oo 1 |z1| jest promieniem zbieznosci szeregu Y a,z", to

lim ’ an(tz1) ‘ =

1+ Z n 1

Zadanie: Wykazaé, ze promien zbieznodci szeregu potegowego SS * 22" jest row-
n

ny 1 ize zbior tych liczb z € St S = {z € C: |z| = 1}, dla ktérych szereg ten
jest zbiezny jest gestym podzbiorem okregu S' oraz jego dopelienie do S! réwniez
jest geste w S'. Wywnioskowaé stad, Ze suma tego szeregu nie jest cigglta w zadnym
punkcie okregu jednostkowego. m

Przyktad 12.9 Mamy
42z —

1—a? 42 =284 ... = (x—%x:)’%—%xf’—%ﬁ—i—...)/.Wynika

(arctgx) =
stad, ze jesli |z| < 1, to

arctgr — (z — 323 + t2° — 12"+ ...) = arctg0 — (0 — 30° + £0° — 207+ ...) = 0.
Funkcja arctg jest ciagta na catej prostej, w szczegdlnosci w punkcie 1. Suma szeregu
x—3ad 4 22 — 22" 4 .. jest funkcjg ciagla na przedziale [—1,1], bo obydwa szeregi
1—3- 141 - 1P-1.17+ . oraz (1) —3- (-1 +1-(-1)°—1-(=1)"+... sg
zbiezne (szereg x — %xS + %mg’ — %:ﬂ + ... jest rozbiezny poza przedziatem [—1,1]).
Wynika stad, ze

4

—arctgl—hm arctgr = lim (z—3a° 4 a2 — L) =1-141-14
—1- z—1-

Otrzymalismy wzoér Leibniza, po ktorego lewej stronie jest a po prawej szereg o

1
wymiernych wyrazach. Mozna by przypusci¢, ze mozna go wiec uzy¢ do znajdowania
przyblizen dziesigtnych liczby 7, ale on akurat si¢ do tego nie nadaje, co wynika z

nieréwnosci
(n+1<}4_(1_%+ +(2:zl)‘<4n’

do ktérej udowodnienia gorgco zachecamstudentow. m

Zadanie: Sprawdzi¢, ze arctg% + arctg% = 7 1 pomyslec si¢, jak mozna ,obliczac”

T sprawniej niZ za pomocay wzoru Leibniza, np. oszacowaé¢ warto$¢ bezwzgledna roznic

1 : Tl _ 1 1 . 1_ 1 1
miedzy 7 i it orazmiedzy Ti5— gttty gt ™
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Twierdzenie 12.10 (Abela — Dirichleta dla jednostajnej zbiezno$ci)
Zatozmy, ze funkcje f, i g,, n =0,1,2,... sa okreslone na zbiorze D i ze dla kazdego
x € D ciag liczbowy (f,(x)) jest nierosnacy, f,(z) = 0. Jesli spetnione jest jedno
z dwoch zalozen:

(i) szereg Y g, jest zbiezny jednostajnie na D a funkcja f; jest ograniczona,

(ii) sumy szeregu Y g, sa wspolnie ograniczone, a ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny

do funkcji zerowej,

to szereg »_ fngn jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D.

Dowéd. Ten dowdd to w zasadzie powtorka dowodu jednostajnej zbieznosci szeregu

potegowego. Przyjmijmy, ze s,(z) = go(x) + g1(x) + ... + gn(z). Wtedy

’fn+1 )9n+1(2) + frr2(2)gnya(z) + .. + fn+k(x)9n+k($)| <

< an—i-l( ) - fn+2(I>} [Sn—&-l(x) - Sn(x)” + an—&-2<x) - fn+3<x>] [5n+2(x> - Sn(x>]| +
+ o | o1 (@) = farn(@)] [snpr-1(2) = 50(2)] ]| + | farn(@) [sn4n(2) — 50 (@)

Jedli spelnione jest ktores z zatozen (i), (ii) to | frnr1— fas2l|Sne1—5sn| = 0, sup foir(x)

sp(z)| =201

’ [fn+1( — fago(x ] [Sn - sn(a:)} | + } [fn+2($) - fn+3(95)} [5n+2(33) - Sn(l’)} ’ +eeet
| [farrr (@) = foin(2)] [Sn+k 1(@) = sn(@)] ]| + [ fosn(@) [sn10(2) = sn(@)]] <

< (|fas1(2) = far2(@)] + [ frsa(@) = fars(@)| + - +

H farr1 (@) = farr(@)]) - suplspsi(@) = s0(2)| + | frn (@) [snin(2) = 50(2)] | =

= ([fus1(2) = Fura@)]) 5D, 18051l + | Frsa () [3naz) — 50 ()] = 0
Oczywiscie ostatnia réwnos¢ to jedyne miejsce, w ktérym wykorzystywana jest mono-
tonicznosé ciagu (f,). Dowdd zostal zakoriczony. m
Twierdzenie to w jawny sposéb nie pojawito sie do tej pory na wyktadzie, sta-
nowi ono niezta podstawe do zadania pytania na egzaminie ustnym: tatwe uogélnienie
twierdzenia Abela — Dirichleta na przypadek szeregu funkcyjnego.

Twierdzenie 12.11 (o jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji monotonicznych)
Jedli funkeje f,, n=0,1,2,... sa monotoniczne, ciag (f,) jest zbiezny punktowo do
funkcji ciaglej f na przedziale domknietym (zbiorze zwartym, tj. takim, ze z kaz-
dego ciagu punktéw tego zbioru mozna wybraé¢ podciag zbiezny do granicy bedacej
elementem tego zbioru), to ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie.

Dowéd. Zatézmy, ze € > 0. Poniewaz funkcja f jest ciggla na przedziale domknie-
tym, wiec jest ciagta jednostajnie. Istnieje wiec taka liczba § > 0, ze jesli |z — y| < §, to
|f(x) = f(y)| < 5. Niech punkty zo < 21 < --- <21 < 2} beda tak wybrane, ze x; —
Ti_1 < 0, xo jest lewym koncem dziedziny funkcji f, a punkt xp — koncem prawym.
Poniewaz ciag (f,) jest zbiezny punktowo do funkcji f, wiec dla dostatecznie duzych n
zachodzi k41 nieréwnosci |f,(z;) — f(w:)| < 5, i=0,1,2,..., k. Bez straty ogélnosci
mozna zatozyé¢, ze funkcje fi, fo, ...sa memalejadce: w ciggu (f,) musi wystapié
nieskonczenie wiele funkcji niemalejacych lub nieskonczenie wiele funkcji nierosnacych,
wystarczy oczywiscie rozpatrywac jeden z tych przypadkow. Funkcja graniczna f musi
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réwniez byé niemalejaca. Jesli x jest dowolnym punktem przedziatu [z, zx], to dla
pewnego i zachodzi nieréwnos$¢ x;—; < = < z;. Wobec tego f(z;—1) < f(x) < f(x;)
oraz fn(zi—1) < fu(?) < fu(2). Zachodza tez nieréwnosci f(x;—1) — 5 < fu(zi—1) oraz
fn(x:) < f(z5) + 5. Stad wynika, ze obie liczby f(x) i f,(z) znajduja si¢ w przedziale
(f(@i1) — &, f(zi) + £), wice odleglos¢ miedzy nimi jest mniejsza od jego dugoei,
ktora jest mniejsza od liczby €. Dowdd zostal zakonczony. m

Twierdzenie 12.12 (Dini’ego o jednost. zbiez. monotonicznego ciagu funkcji ciaglych)
Jedli ciag funkcji ciagtych (f,) jest zbiezny punktowo do funkcji ciagtej f na prze-
dziale domknietym (zbiorze zwartym) i dla kazdego = ciag (f.(x)) jest monotoniczny,
to fo =3 f.

Dowéd. Zatézmy, ze teza nie jest prawdziwa oraz ze ciag (f,) jest niemalejacy.
Niech D oznacza dziedzine rozpatrywanych funkcji. Istnieje wiec liczba ¢ > 0 taka,
ze dla kazdego naturalnego n istnieje numer m > n oraz punkt z,,, dla ktorych
| fon(zm) — f(z)| = €. Poniewaz ciag (f,) jest niemalejacy, wiec dla kazdego x zacho-
dzi nieréwnosé¢ f,(x) < f(z). Wobec tego musi by¢ speliona nieréwnosé

Jfm(@m) < f(zm) —e. Z ciagu (z,,) mozna wybraé podciag zbiezny do granicy p € D,
bo dziedzina funkcji jest przedzialem domknietym (zbiorem zwartym). By nie kompli-
kowa¢ oznaczen przyjmijmy, ze ciag (z,,) jest zbiezny do p. Jedli j < m, to mamy
filem) < fum(zn) < f(z,) —e. Stad i z ciagtosci funkcji f; w punkcie p wynika, ze
filp) = 7&1_1}1;0 fi(zn) < Al_rgo f(zm) —e = f(p) — e. Otrzymana nieréwnos¢ przeczy

oczywiscie temu, ze lim f;(p) = f(p). Dowdd zostal zakonczony. m
j—oo

Twierdzenie 12.13 (o ciaglosci granicy jedn. zbieznego ciggu funkcyjnego)

Jesli f, = f i wszystkie funkcje f1, fo, ...sa ciagle w punkcie p, to réwniez funkcja
f jest cigglta w punkcie p.

Dowdéd. Zalézmy, ze € > 0. Dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n, dla
wszystkich = zachodzi nieréwnos¢ |f,(v) — f(x)| < 5. Wybierzmy jedna dostatecznie
duza liczbe naturalng n. Poniewaz funkcja f, jest ciagta w punkcie p, wiec istnieje
liczba 6 > 0 taka, ze jesli |z —p| < J, to zachodzi |f,(z) — fn(p)| < €. Mamy wiec

€ € ¢
17 = S < 1) = Ful)l + 1ala) = Su)] 4 1alo) = FO) < 54+ 4 5 =e.
Oznacza to, ze granica f jest ciaglta w punkcie p.Dowdd zostal zakonczony. m
Nastepne twierdzenie r6zni sie tym od poprzednich, ze zakladamy jednostajng zbiez-
no$¢ ciggu pochodnych zamiast funkcji, bo inaczej nic sensownego wykazaé¢ nie mozna.

Twierdzenie 12.14 (o rézniczkowalnosci granicy ciggu funkcyjnego)

Jedli funkcje f1, fa, ...sa okreSlone na przedziale ograniczonym I, rozniczkowalne i
I = g, clag (f.) jest zbiezny w punkcie p, to ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny do
funkeji f i zachodzi réwnosé f'(z) = g(x) dla kazdego x € I.
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Dowéd. Wykazemy najpierw, ze ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie. Zaltézmy, ze
e > 0. Istnieje takie n., ze dla kazdych n,k > n. i dowolnego = zachodza nieréwnosci

|f1(x) = fi(x)| < & oraz |fu(p) — fr(p)| < e. Wobec tego

(@) = fi(@)] < [fule) = file) = (Falp) = )| + 1 £al2) = fi0)]| =

= |f7lz(cx) - flé(cﬂc)Hm _p‘ + ‘fn(p) - fk(p)‘ <ete=2.
Twierdzenie Lagrange’a zostato tu zastosowane do funkcji f, — fi! Ciag ( fn) jest wiec

ciagiem Cauchy’ego, zatem jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f. Funkcja ta
jest ciggla jako granica ciggu funkcji cigglych zbieznego jednostajnie.

Wykazemy, ze f'(x) = g(x) dla kazdego z. Stosujac twierdzenie Lagrange’a do
roznicy f, — fr otrzymujemy dla dostatecznie duzych n i k nieréwnos¢

fn(iHh —fn(2) — f'(z) — (fk(ff+h) fr(z f/( ))'

= [s1tene) = £r60) = ()~ si) ) <
— bowiem dla dostatecznie duzych n, k i dowolnego t zachodzi nieréwnosé

|[fa) = 0] < 5,

ktérg stosujemy w przypadku t = ¢, oraz t = x. Poniewaz klim fet) = f(t)
—00

i klim f1.(t) = g(t), wiec dla dostatecznie duzego n wszystkich x € I i wszystkich
—00

takich h, ze x + h € I, zachodzi nierownos¢

foleth)fol@) _ p1 (3 (f(:c+h) /@) g(z)>

Dla ustalonego, dostatecznie duZego n i ustalonej liczby x istnieje taka liczba 6 > 0,

<e.

va(-T+h) fn f/( )

ze 0 < |h| < = < e, jesli tylko x + h € I. Stad wynika,

I+h )—f(z)

— g(x)| < 2¢ dla tego ustalonego x, jesli x +h € 1.

flz+h) - f(x)
h

ze0<\h\<6:>’

Oznacza to, ze g(x) = lim , a to oznacza, ze g(x) = f'(x). Dowdd

h—0
zostal zakonczony. m

Wykazemy jeszcze jedno twierdzenie mowigce o istnieniu podciagoéw zbieznych jed-
nostajnie.

Definicja 12.15 (zbioru zwartego)

1. Zbiér K C R* nazywany jest zwartym, jesli z kazdego ciggu (z,) punktéw zbioru
K mozna wybra¢ podciag (z,,) zbiezny do granicy g € K.

2. Zbior F ztozony z funkcji ciaglych okreslonych na zbiorze K nazywamy zwartym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy z kazdego ciagu (f,,) funkcji ze zbioru F mozna wybraé
podciag (f,,) zbiezny jednostajnie do funkcji g € F. =
7 twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika, ze kazdy przedziat domkniety jest zbio-

rem zwartym. Przedzial [0,2) zwarty nie jest bowiem lim 2 — 1 =2 ¢ [0,2), wiec
n—oo
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wszystkie podciagi ciggu (2 — %) sg zbiezne do liczby 2, wiec ich wspolna granica, czyli

liczba 2, znajduje sie poza [0,2). Prosta R nie jest zbiorem zwartym, bowiem z ciagu
(n) nie mozna wybra¢ podciagu zbieznego do liczby rzeczywistej. Zbiér Cantora C
jest zwarty, bowiem z ciagu x,, punktow zbioru C', wiec ograniczonego mozna wybraé

podciag zbiezny; granica tego podciagu musi leze¢ w przedziale [0, 1], bo wszystkie
wyrazy znajdujg sie w tym przedziale; nie moze si¢ znalezé ona w przedziale (%, %),
bo w tym przedziale otwartym w ogéle nie ma wyrazéw ciagu (x,); analogicznie nie
12 7 8
979 978
przedziatéw, w ktérych granica mogtaby sie znalez¢, mozna kontynuowac; wobec tego

moze znalez¢ sie ona w przedziale (z, %), ani w przedziale (§,3); proces wykluczania
moze ona znalez¢ sie jedynie w zbiorze Cantora. Te rozumowania mozna tatwo uogélnié

i otrzymac nastepujacag charakteryzacje podzbiorow zwartych proste;j:

Twierdzenie 12.16 (o zwartych podzbiorach prostej)

Zbiér K C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on ograniczony (tzn. istnieje
liczba d > 0 taka, ze |z| < d dla kazdego x € K) i domkniety (tzn. jesli z, € K
i lim z,=¢g€R,to geK).

n—oo
Dowéd. Zatézmy najpierw, ze zbior K jest zwarty. Jesli zbiér K nie jest ograni-
czony, to dla kazdej liczby naturalnej n istnieje z,, € K takie, ze |z,| > n. Z ciagu
(x,) nie mozna oczywiscie wybraé¢ podciagu ograniczonego, wiec zbieznego do granicy
skonczonej. Jesli zbiér K nie jest domkniety, to zawiera ciag (z,), ktérego granica
g znajduje sie poza K. Wszystkie podciagi ciagu (z,) sa wiec zbiezne go g ¢ K.
Dowodzi to, ze zbiér zwarty K C R jest domkniety i ograniczony.

Teraz zatézmy, ze zbior K jest domkniety i ograniczony i ze wyrazy ciaggu (z,) sa
jego elementami. Z wyrazow ciagu ograniczonego (x,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny
(2n,) (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa). Jego granica musi si¢ znajdowaé¢ w zbiorze
K, bowiem zbiér ten jest z zatozenia domkniety, a wyrazy ciagu (x,,) sa elementami
K . Wobec tego zbior K jest zwarty. m

Jesli x = (21,2,...,7;) € R¥, to definiujemy ||x|| = /23 + 23+ ... +27. Bez
trudu mozna sprawdzi¢, ze ||x|| =0 < x =0 = (0,0,...,0), |tx|| = || - [|x] dla
kazdego t € R, i ||x +y| < ||x/|| + |yl dla dowolnych x,y € R*. Liczbe ||x — y]|
nazywaé bedziemy odleglodcia punktéw x,y. Liczba ||x|| = |[x — 0] to odlegtosé

punktu x od punktu 0, nazywa¢ ja bedziemy norma punktu x. Norma, o ktérej tu
moéwimy jest jedna z kilku uzywanych w analizie. Odlegto$¢ zdefiniowana z jej pomoca
to ,zwykta” odlegtos¢ (w przypadku k =1,2,3).

Definicja 12.17 (zbioréw otwartych i domknietych w R*)

1. Zbiér G C R* nazywamy otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu
p € G istnieje liczba r > 0 taka, ze jesli ||x —p|| <r,to x € G.

2. Zbiér F C R* nazywamy domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy z tego, ze p, € F
oraz lim p, = p wynika, ze p€ F'. =
n—oo

Niech B(p,r) = {x € R*¥: ||x — p|| < r}. Zbiér ten nazywany jest kula otwarta
o srodku p i promieniu . Wykazemy, ze jest to zbiér otwarty. Niech q € B(p,r) i
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niech o =r — ||q — p|| > 0. Z nieréwnosci ||x — q|| < ¢ i nieréwnosci trojkata wynika
nastepna: ||z —p|| < [|x—q||+|la—p|| < o+|la—p]|| =7, ato oznacza, ze x € B(p,r),
co konezy dowdd otwartosci kuli otwartej B(p, 7). Czytelnik udowodni bez trudu, ze
przedziat otwarty jest otwartym podzbiorem prostej, natomiast odcinek bez koncow
nie jest otwartym podzbiorem ptaszczyzny, ani przestrzeni trojwymiarowej. Oczywiscie
zbior pusty jest otwarty i jednocze$nie domkniety. Ta sama wtasnosé¢ przystuguje catej
przestrzeni R¥. Odcinek domkniety, prosta to przyktady zbioréw domknietych. Kazdy
zbior skonczony jest domkniety. Dopetnienie zbioru domknietego jest zbiorem otwartym
i odwrotnie.

Zadanie: Wykazac, ze otwarty podzbiér prostej jest suma przeliczalnej lub skonczo-
nej rodziny przedzialéw parami roztgcznych.?

Definicja 12.18 (zbioru ograniczonego)
Zbiér A C R* nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba d > 0
taka, ze jesli x € A, to [|x]| < d. m

Zbiory zwarte w przestrzeni R¥ mozna tatwo scharakteryzowaé.

Twierdzenie 12.19 (o zwartych podzbiorach przestrzeni R*)

Zbior K C RF jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy K jest domkniety i ograniczony.
Dowéd. Przeprowadzimy dowod w przypadku k& = 2. Udowodnimy, ze jesli K jest
zwarty, to jest ograniczony. Zaldézmy, ze tak nie jest. Dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje wtedy punkt p, € K taki, ze ||p,| > n. Zalézmy, ze udato nam sie wybraé
podciag (pn,) ciagu (pn) zbiezny do punktu p € K. Mamy wigc ler?O]]pnj —pl|=0
oraz n; < [[pu|| < [[Pn; — Pl + [Pl —— [P, co jest niemozliwe, bo limn; = oco.

J]—00 J—00

Teraz wykazemy, ze K jest zbiorem domknietym. Zaltézmy, ze tak nie jest. Istnieje
wtedy ciag (p,) taki, ze nlggo Pn = P, Pn € K dla kazdego n, ale p ¢ K. Wtedy

jednak wszystkie podciagi ciagu (p,) sa zbiezne do p ¢ K wbrew temu, ze z podciagu
(pn) mozna wybraé podciag zbiezny do elementu zbioru K .

Zalozmy teraz, ze zbior K jest domkniety i ograniczony. Wykazemy, ze jest on
zwarty. Niech (p,) bedzie ciagiem punktéw zbioru K. Niech d bedzie taka liczba,
ze ||x|]] < d dla kazdego x € K. Niech p, = (z,,y,). Mamy |z,| < /22 +y2 =
=||pn|| < d. Analogicznie |y,| < d. Z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika, ze
z ciagu (z,) mozna wybra¢ podcigg zbiezny (z,,). Niech z = jli_}rgoa:nj . Ciag (yn,) jest
ograniczony, wiec mozna zen wybra¢ podciag zbiezny, np. (yn, ). Niech y = 77%1_1}][‘;0 Yn,,, -
Poniewaz podciag ciggu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy co ciag, wiec x =
nli_rgoxnjm. Wynika stad, ze p = (z,y) = nlgréop”jm’ Mamy bowiem ||p — pn,, || <

< |lv =, | + |y = Yn,, | ——0. Punkt p jest granica ciggu punktéw ze zbioru
m—0o0

domknietego K, wiec p € K, co konczy dowodd zwartosci zbioru K. =

2 To twierdzenie nie ma odpowiednika na plaszczyznie, ani w przestrzeni tréjwymiarowej.
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Twierdzenie to w takiej dostownie wersji nie jest prawdziwe w przypadku zbioréw,
ktorych elementami sa funkcja ciagle. Niech bowiem F = {f,: n = 1,2,3,...},
fo(z) = sin (2"z) dla z € [—m, 7. Jesli n # k, to sup|fu(z) — fi(z)| = 1, zatem

zeK

z ciagu (f,) nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego jednostajnie.
Trzeba je nieco poprawi¢, ale zaczniemy od prostego twierdzenia

Lemat 12.20 (o o$rodkowosci zbioru zwartego)

Jedli K jest zbiorem zwartym, to istnieje taki zbiér przeliczalny lub skonczony
P C K, ze dla kazdej liczby 6 > 0 i kazdego = € K istnieje taki punkt y € P, ze
lz —yll < 4.

Dowéd. Zatézmy, ze A C K jest zbiorem J-rozdzielonym, tzn. ze jesli x,y € A
ix#y,to|x—y| =0 Wtedy zbiér ma skorniczenie wiele elementéw. Gdyby miat
ich nieskonczenie wiele, to istniatby ciag (a,) taki, ze |a, — a,| = 9, gdy m # n,
ale z takiego ciggu nie mozna wybra¢ podciggu zbieznego, bo podciag zbiezny mu-
siatby spelnia¢ warunek Cauchy’ego. Niech P; bedzie maksymalnym zbiorem 1-roz-
dzielonym, P, — maksymalnym zbiorem %frozdzielonym, P; — maksymalnym zbio-
1 1

5 Tozdzielonym itd. Jesli x ¢ Py, to istnieje a € P taki, ze ||z —al < 1,

w innym przypadku mogliby$my dotaczyé¢ x do zbioru P, i otrzymacé wiekszy niz Py
1

1
jemy P =|J,~, P,. Jest jasne, ze zbiér ten spelnia zadany warunck. m

rem

zbior + -rozdzielony, wbrew temu, ze Py jest maksymalnym o tej wlasnosci. Przyjmu-
Komentarz Zbiér (przestrzen) X nazywany jest osrodkowym, jesli istnieje zbi6r
skonczony lub przeliczalny P C X gesty w zbiorze X czyli taki, ze dla kazdej liczby
0 > 0. Mozna wiec udowodniony wtasnie lemat sformutowaé tak: przestrzen zwarta
(metryczna) jest osrodkowa.

Definicja 12.21 (jednakowej jednostajnej ciagltosci)
Funkcje z rodziny F sg jednakowo jednostajnie cigglte wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba § > 0, ze jesli |x; — z3] < 0 to dla kazdej
funkcji f € F zachodzi nieréwnosé |f(z1) — f(z2)| <e. m

Liczba ¢ dobrana do ¢ jest wiec taka sama dla wszystkich funkcji z rodziny F.
W przyktadzie poprzedzajacym definicje mamy do czynienia z rodzina funkcji, ktére
nie sg jednakowo jednostajnie ciggte, chociaz kazda z nich jest jednostajnie ciggta.
Wykazemy teraz twierdzenie charakteryzujace zbiory zwarte, ktorych elementami sa
funkcje ciagle okreslone na zbiorze zwartym K C R (K C C).
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Twierdzenie 12.22 (Arzeli-Ascoliego)?
Zbior F ztozony z funkcji ciagtych okreslonych na zbiorze zwartym K jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa rownoczesnie nastepujace warunki:

AA1. istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdego x € K ikazdej funkcji f € F zachodzi
nieréwnosé¢ | f(z)| < M, czyli funkcje ze zbioru F sa wspolnie ograniczone;

AA2. funkcje z rodziny F sa jednakowo jednostajnie ciagte, tzn.
(Ve0)(F550) (Vrer) (Vo mpek) |21 — 32| <6 = [f(21) — fla2)| <e;

AA3. rodzina F jest domknieta, tzn. jesli (V,)f, € F i f, = f na zbiorze K, to
feF.

Dowéd. Zalézmy, ze rodzina F jest zwarta oraz ze funkcje z JF. nie sa wspolnie

ograniczone. Dla kazdej liczby naturalnej mn istnieje wiec funkcja taka f, € F, ze

sup |fn(z)| = n. Z ciagu (f,) nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego jednostajnie do

zeK

funkeji ciaglej f, bo funkcja ciagta na zbiorze zwartym jest ograniczona (twierdze-
nie Weierstrassa o osiaganiu kreséw), a z nieréwnosci |f,(x) — f(z)| < € wynika, ze

|fn(z)] < |f(z)|+¢€, zatem n = sup | f,(x)| < sup|f(z)|+¢€, co jest niemozliwe. Wobec
zeK reK

tego funkcje te musza by¢ wspdlnie ograniczone.

Zalézmy teraz, ze rodzina F nie jest domknieta, tzn. ze istnieje ciag (f,) zbiezny
jednostajnie do funkcji f ¢ F. Wtedy z ciagu f, nie mozna wybraé pociagu zbiez-
nego jednostajnie do granicy nalezacej do F, bo wszystkie podciagi zbiezne jedno-
stajnie tego ciagu sa zbiezne jednostajnie do f ¢ F. Dowodzi to, ze rodzina F musi
by¢ domknieta. Te dwa fragmenty rozumowania niczym sie nie réznia od dowodow
w twierdzeniu o podzbiorach zwartych proste;j.

Ostatnia rzecz, ktéra nalezy wykazaé¢ to jednakowa jednostajna ciagtosé funkcji
z rodziny F. Zatézmy, ze funkcje z rodziny F nie sg jednakowo jednostajnie ciggte.
Oznacza to, ze istnieje liczba € > 0 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
funkcja f, oraz punkty xz,, y, takie, ze |z, — y,| < % 1| fu(zn) — fulyn)] = €.
Wybieramy podciag zbiezny z ciagu (z,). Nie zastepujemy x,, przez x,,, by nie kom-
plikowaé¢ oznaczen, ale w dalszym ciagu rozpatrywane sa odpowiednie podciagi ciaggu

(yn) 1ciagu (f,). Ze zbieznosci ciagu (x,) do € K wynika, ze réwniez lim y, = .
n— o0

Wybieramy teraz podciag zbiezny jednostajnie z ciagu (f,,) do funkcji f € F. Znéw
zachowujemy oznaczenia. Teraz mamy f, = f, czyli sup|f, — f| — 0 oraz z, — z,
Yn — . Mamy wiec

0 <e<|fulan) = falyn)| < fulzn) = fl@a))] + [f(2n) — F(2)]] +

Pierwszy i czwarty sktadnik daza do 0, bo f, = f, a drugi czwarty, bo funkcja f

jest ciggta w punkcie I, wiec granicg sumy jest 0, a to jest niemozliwe. Wobec tego
funkcje z rodziny F musza by¢ jednakowo jednostajnie ciagte.

Zalozymy teraz, ze rodzina F speinia warunki AA1, AA2 i AA3. Niech f, € F.
Wykazemy, ze z ciagu (f,) mozna wybraé podciag zbiezny jednostajnie. Istnieje taki

3Wg. mojej wiedzy kazdy z dwéch panéw udowodnil jedna implikacje.
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zbior przeliczalny P C K, ze kazdy punkt zbioru K jest granica pewnego ciagu punk-
tow z P (P jest gesty w zbiorze K, w przypadku, gdy K jest przedziatem zbiér P
moze sie sktadaé¢ np. ze wszystkich liczb wymiernych z tego przedziatu). Oznaczmy

elementy zbioru P przez p, p2, ... Z ciggu ograniczonego ( fn(pl)) mozna wybraé

podcigg zbiezny (fl,(l,n) (pl)) , tzn. z ciagu (f,) mozna wybraé podciag (f,,(l,n)) w ta-
ki sposob, ze ciag (fu1n)(p1)) jest zbiezny. Z ciagu (f,(1,,)) mozna z kolei wybraé
podciag (fu(2,n)) taki, ze ciag (f27n<p2)) jest zbiezny. Poniewaz podciag ciggu zbiez-
nego jest zbiezny, wiec ciag ( e (pl)) jest zbiezny. Teraz z ciagu (fy(2,,)) Wybie-
ramy podciag (fysn)) tak, by ciag (f,,(g,n) (p3)) byt zbiezny. Wobec tego zbiezne sa
ciagi (f,,(gvn) (pl)) , (fl,(gm) (pg)) , (fl,(gm) (pg)) . Te procedure mozna kontynuowaé, czyli
z otrzymanego ciggu funkcji wybiera¢ podcigg zbiezny w nastepnym punkcie zbioru
P. Teraz zajmiemy si¢ ciggiem f, (). Jego wyrazy, z wyjatkiem pierwszych n — 1
sa wyrazami, na ogét niekolejnymi, ciagu fu(n1), fomn,2)s fum3),--- . Wobec tego ciag
( Tonn) (pj)) jest zbiezny dla kazdego j € N. Udalo sie nam wiec wybra¢ z ciagu (f,)
podciag (fnn), ktéry jest zbiezny w kazdym punkcie zbioru gestego P. Wykazemy,
ze jest on zbiezny jednostajnie na zbiorze zwartym K . Niech ¢ oznacza liczbe do-
datnia. Istnieje wtedy d > 0 taka, ze jesli |z —y| < 6, to |f(z) — f(y)] < e dla
kazdej funkcji f € F. Istnieje taka liczba m, zalezna od ¢, ze dla kazdego punktu
r € K istnieje j(xz) € {1,2,...,m}, ze |v — pj)| < 6. Istnieje tez taka liczba
ne, ze jesli k1 > ne, to |fum (@) — foapn(p;)| < € dla j € {1,2,...,m} zatem
otk (2) = o (@) < [futery (2) = Fotery Py +

+ [ fote) Pi) = foan i) + 1 foan (Piw) — foan ()] < 3e.
Wykazalismy wiec, ze jest speliony jednostajny warunek Cauchy’ego, co oznacza, ze
ciag fnn jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f, ktora ze wzgledu na domknie-
tos¢ zbioru F jest jego elementem. Dowdd zwartosci rodziny F zostal zakonczony. m

Przyktad 12.23 Pokazemy przyktad zbioru, ktéry spetnia zatozenia twierdzenia Arzeli—
Ascoliego, przyktad jest wazny ze wzgledu na liczne zastosowania. Niech
F=A{f101] —R: f jest ciagla, Vo | f(z)] < 13, Vay [f(x) = f(y)| < 7|z —yl}.

Wspélna ograniczonosc i ciagtos¢ sa czesciami definicji zbioru F. Jednakowa ciagtos¢

wynika natychmiast z tego, ze mozna zdefiniowa¢ 6 = 5. ®

Czytelnik zechce wykazaé, ze jesli f,(z) = 2™, to funkcje fi, fa, f3,... nie sa jed-

7
'8
Przejdziemy teraz do bardzo uzytecznego z wielu przyczyn twierdzenia.

nakowo ciagle na przedziale [0,1], na przedziale [0, 1] sa jednakowo ciagte.

Twierdzenie 12.24 (Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglych wielomianami)
Dla kazdej liczby € > 0 i dla kazdej funkcji ciagtej F': [a,b] — R istnieje taki wie-
lomian W, ze |F(x) — W (x)| < e dla kazdego punktu = € [a,b], czyli kazda funkcja
ciagta na przedziale domknietym jest granica jednostajnie zbieznego ciaggu wielomia-
now.

Dowéd. (Bernstein). Istnieje wiele dowodéw tego twierdzenia. Wybieramy ten,
bo ma on swa oczywista geneze w twierdzeniu z rachunku prawdopodobienstwa i jesli
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ktos do niego wtedy wroci, np. dlatego, ze bedzie on tam powtorzony przy okazji prawa
wielkich liczb, to bedzie mu tatwiej pojac¢, o co w tym wszystkim chodzi.

Wystarczy udowodnié twierdzenie w przypadku [a,b] = [0,1]. Aby sie z tym po-
godzi¢ wystarczy przyjac, ze t = =2 f(t) = F(a+t(b—a)) = F(z) i analogicznie
w(t) =W(a+ t(b —a)) =W(z). Jasne jest, ze wtedy |f(t) —w(t)| = |F(z) — W(z)],
przy czym a < x < b wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <t < 1.

Niech b, ( Z f — )" *. Wielomian b, nazywany jest n—tym wie-

lomianem Bernstema funkcji f. Wykazemy, ze jesli liczba n jest dostatecznie duza,
to przyjecie w(t) = b,(t) powoduje, ze dla kazdego t € [0,1] zachodzi nieréwnosé

|f(t) —w(t)] = |f(t) = ba(t)] < e.

Zaczniemy od pomocniczych réwnosci.

i (Z)t’“(l — k=1 (W1)

k=0

Zk( )tkl—t) = nt (W2)

n

(Z) #FE2(1 — )" F = n(n — 1) + nt (W3)

k=

Viso D (Z)tk(l—t)”k

k
)5

t1—t) 1

< 4
02 4nd? (W4)

S|

Réwnoéé (W1) wynika natychmiast z tego, ze 1= (t+ (1 —¢))" = (th(1 —t)m*
Réwnosé (W2) podobnie:

Zk )1 — ) —ntz (i e )

Z (IR — R =t (E 4 (1= 1)) =t

H

Kolej na (W3).

Zk? JEE(L =tk = "h(k — 1) (1)tR(1 - M+Zk )t (1 — 1)
k=2
=n(n = D)) (21— 1)) ot =

k=2
n—2

=n(n— DY (AOFA -2 nt =n(n - DE(E+ (1 1) +nt =
k=0

=n(n— 1)t* +nt.
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Teraz kolej na najwazniejsza z tych czterech rownosci, zwana nierownoscia Czebyszewa
(w przypadku ogélniejszym, na oméwienie ktérego tu nie ma miejsca).

n2? > (M-t < Y (k—nt) (A -t F <

‘E—t’>6 |§—t|>5

<Z —nt)* ()R (1 — )"

—ZH (1 — 1) —Qant (1 — "k—|—Znt M)t — )

= n(n — 1)t* + nt — 2n2t? —l— n2t2 =nt —nt? = nt(1 — t)
7, otrzymanej nieréwnosci tatwo wynika, ze

— < — 72 = —. < .
Z <k)t (1" < n24? n 62 T 4nd?

}E—t‘gé
n

Jestedmy gotowi do dowodu. Poniewaz f jest ciagta na przedziale domknietym,
wiec istnieje liczba § > 0, taka ze jedli [t —s| < 0, to [f(t) — f(s)| < 5. Dzigki (W1)
mamy teraz

F® = balt)] = |10 = 3 £(5) (e nk\—(z o) ()t’“(l—t)”—’“’<
< Y O = FOIOEQ—r R > A0 = F(E) (-t

|§—t|<6 ’ﬁ—t|>(5
<5 DY (Mt —prr oM > (A - F < S+ 2Ms = 5+ 2L
|ﬁ—t|<5 |§—t|>5

Jesli n > 25 to |f(t) — by(t)| < § + § =e. Dowdd zostal zakonczony. m

Krotki komentarz probabilistyczny.
Zat6zmy, ze w Nibylandii (pozdrowienia od Piotrusia Pana) wyprodukowano monete
niecatkiem symetryczna: rzucajac nia otrzymujemy reszke z prawdopodobienstwem ¢
a drugg strone, z mato czytelng podobizng jakiego$ fruwajacego stworzenia — z praw-
dopodobienstwem 1 — ¢t. Prawdopodobienstwo uzyskania w n rzutach tg moneta do-

kladnie k-reszek rowne jest wiec (})t*(1—t)"~*. Liczba Zk(Z) th(1 —t)" % = nt to
k=0
Srednia liczba reszek otrzymanych w £ rzutach ta moneta. Oczekujemy wiec, ze rzuca-
jac ta moneta n razy otrzymamy nt, a raczej okoto nt, reszek. Wzér (W4) wyjasnia,
jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze liczba rzutéw (k), w ktérych wypadta reszka
bedzie rézni¢ sie od oczekiwanej (nt) o pewien ustalony procent liczby rzutéw lub bar-
dziej, dlatego zajmujemy sie tam réznica ‘5 — t‘ (nieréwnoscé ‘% — t! > 0 rOwnowazna
jest temu, ze |k—nt| > dn, ta ustalona czesé n to on ), prawdopodobienstwo to dazy do
0 — jest to tzw. stabe prawo wielkich liczb. Liczba b,(t) jest wiec $rednig liczb f (%),
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ta Srednia jest mniej wiecej rowna f(t), bo na ogot % ~ t. Powinna wiec mie¢ miejsce
réwnos$é przyblizona f(t) ~ b,(t). W konicéwee nie jesteSmy catkiem precyzyjni, ale

wezesniej staraliSmy sie wyjasni¢ mozliwie doktadnie, o co nam chodzi. m

Whiosek 12.25

Dla kazdej funkcji ciagtej f: (a,b) — R istnieje ciag wielomianéw niemal jedno-
stajnie zbiezny do f, tzn. jednostajnie zbiezny na kazdym zbiorze zwartym zawartym
w przedziale (a,b). Ta sama teza jest prawdziwa réwniez dla funkcji okreslonych na
przedziatach otwarto—domknietych i na przedziatach domknieto—otwartych.

Dowéd. Niech (a,) bedzie nierosnacym ciagiem zbieznym do a, (b,) — niemale-

jacym ciagiem zbieznym do b i niech a < a; < by < b. Zachodza zatem inkluzje

la1,01] C [a2,02] C .. fan,ba) € ... i | Jlan, ba] = (a,b). Niech w, bedzie takim wie-
n=1

lomianem, ze dla kazdego x € [ay,b,] zachodzi nieréwno$é |wy,(z) — f(x)] < £. Jesli
C' jest zwartym podzbiorem przedziatu (a,b), to istnieje taka liczba naturalna k,
ze C C |ag,by]. Jasne jest rowniez, ze dla n > k i « € [ag, bi] zachodzi nieréw-
noé¢ |w,(z) — f(x)] < +. Wynika stad jednostajna zbieznosé ciagu (w,) na przedziale
[ak, b], wiec tym bardziej na zbiorze C'. Jest jasne, ze to samo rozumowanie mozna
zastosowaé do przedzialéw domknieto—otwartych i otwarto-domknigtych. m

Twierdzenie 12.26 (o istnieniu funkcji pierwotnej)
Jedli f: P — R jest funkcja ciagta okreslona na dowolnym przedziale P (otwartym,
domknigtym, domknieto—otwartym lub otwarto-domknietym), to istnieje taka funkcja
F: P — R, ze dla kazdej liczby = € P zachodzi réwnosé F'(z) = f(x) (funkcja F
nazywana jest funkcja pierwotna funkeji f).
Dowéd. Niech p bedzie dowolnym punktem przedziatu P. Istnieje ciag wielomia-
néow (w,) niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f (zob. wniosek przed dowodzo-
nym twierdzeniem). Niech W,, oznacza wielomian taki, ze W) (x) = w,(z) dla kaz-
dego = € R i W,(p) = 0. Taki wielomian W, istnieje: jezeli zachodzi réwnosé
wn(z) = ap + a1 + ax® + ... + a,, 7™, to przyjmujemy
Wo(x) = apx + 3a12% + Saa® + ... + m%rlamav”“rl —

— [aop + sa1p* + 2aop® + ... + mLHampmH] :
Z twierdzenia o rézniczkowalnosci ciagu funkecyjnego wynika od razu, ze ciag (W,)
jest niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji F', przy czym F'(z) = f(x) dla
kazdego x € P. Stosujemy to twierdzenie do kazdego przedziatu z wstepujacego ciagu
przedziatéw ograniczonych, ktorych suma jest caly przedzial P. m
Zadanie: Niech wy(z) = 0, wni1(z) = wy(z) + 5(2? — w,(2)?) dla z € [-1,1].
Niech f(z) = |z|. Wykazaé, ze ciag (w,) jest niemalejacym ciagiem wielomianéw
jednostajnie zbieznym do funkcji |z| na przedziale [—1,1]. m
Zadanie: Wykazal, ze kazda funkcja ciggta na przedziale domknietym jest granica
jednostajnie zbieznego ciggu funkcji przedziatami liniowych.
Funkcja f : [a,b] — R zwana jest przedzialami liniowa, jesli jest ciagla i istnieja

220



AM 1, czesé 12 Ciagi i szeregi funkcyjne Michat Krych

punkty a = ag < a3 < -+ < a1 < a, = b takie, ze na kazdym z przedzialow
laj,a;+1], 7=0,1,...,n—1 funkcja f jest afiniczna, czyli jest postaci ax + . m
Zadanie: Wykazaé, ze kazda funkcja przedziatami liniowa jest kombinacja liniowa
skonczenie wielu funkcji postaci |z — ¢| 1 jednej funkcji postaci  —d. m
Zadanie: Poda¢ dowod twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciggtej wie-
lomianami w oparciu o trzy poprzednie zadania. m

Podamy teraz przyktad funkcji cigglej, ktéra nie ma skonczonej pochodnej w zad-
nym punkcie. Przyktady tego typu zostaly podane w XIX wieku: Bolzano wymyslit,
ale nie opublikowal, a potem niezaleznie od niego Weierstrass. Przyktad, ktory omowi-
my ponizej jest wzorowany na idei Weierstrassa. Pozwala on zorientowac sie jak tego
rodzaju funkcje mogag powstawacé. Niebagatelne znaczenie ma tez to, ze tego rodzaju
funkcje pojawiajg sie w modelach matematycznych niektorych zjawisk fizycznych.

Przyktad 12.27 (van der Waerdena funkcji ciaglej nigdzie nierézniczkowalnej)
Niech u(z) = 1 — |z — 3] dla 0 < # < 1 iniech u(z + 1) = u(z) dla kazdej liczby

x € R. Niech u,(x) =4 "u(4"z). Niech f(z) = Zun(x) dla z € R.
n=0

Szereg > u, jest jednostajnie zbiezny na catej prostej, bo |u,(z)| < 47" dla kazdej

liczby x € R i oczywiscie 24*” = % < 0o. Wobec tego, ze funkcje ug,uq,... sa

n=0
ciggte, funkcja f jest ciggta. Wykazemy, ze nie ma ona skonczonej pochodnej w zadnym
punkcie (jednostronne nieskoniczone ma w wielu punktach).

Ustalmy z oraz n. Niech h,, bedzie taka liczba, ze na przedziale P,,, o koncach z,
x + h, funkcja u, jest monotoniczna i |h,| =47""'. Oznacza to, ze miedzy punktami
r i x + h, nie ma ani jednego punktu postaci £ -47", gdzie p € Z. Wynika stad,
ze jesli k < n, to funkcja uy jest monotoniczna na przedziale P, , . Jasne jest tez, ze

ug(z+hn)—ug(z)
h

liczba 4%, wiec liczba 47" = 4™ . 47% jako wielokrotnoéé okresu jest tez okresem
f(zthn)—f(z)
hn

= +1. Jedli k > n, to ug(x + h,) = ug(x), bo okresem funkcji ug jest

funkcji ug . Stad wynika, ze iloraz jest suma n + 1 sktadnikow, z ktorych
kazdy rowny jest +1, wiec jest liczbg nieparzysta, gdy n jest parzyste i parzysta,
gdy n jest nieparzyste. Wynika stad, ze réznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu

(f(w+hn)—f(r)

hn

) ma warto$¢ bezwzgledng nie mniejsza niz 1, wiec cigg ten nie ma granicy

skonczonej. Wykazalismy, ze jesli funkcja f ma pochodna w punkcie x, to ta pochodna
jest nieskonczona. m

Uwaga 12.28 A. S. Besicovitch podal przyktad funkcji ciagtej, ktora w zadnym punk-
cie nie ma ani jednej pochodnej jednostronnej (ani skoriczonej ani nieskonczonej), ale
jego przyktad jest istotnie trudniejszy i dtuzszy od podanego w tekscie. m
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