Calki niewlasciwe
wersja 12 lipca 2025

Definicja 11.1 Dtugosci wykresu funkcji
Dhugos$é wykresu funkeji f: [a,b] — R jest réwna kresowi gérnemu dlugosci tama-

nych wpisanych w wykres, tj. liczb postaci Z\/(xj —z;0)2 + (f(z;) — f(:cj,l))Q,

j=1
gdzie a =g <11 <29 < - < Tp 1 <Tp,=0.1

Zatozmy, ze funkcja f: [a,b] — R jest rézniczkowalna i ze jej pochodna f’ jest
catkowalna na przedziale [a,b]. Wtedy catkowalna w sensie Riemanna jest tez funkcja
V1 f(2)?.

Niech a = xg < 21 < 29 < -+ <z, = b. Niech [; oznacza dlugo$¢ odcinka tacza-
cego punkty (%’—1, f(xl_l)) i (xi, f(xl)) Mamy wiec

L= /(i — 2i0)? + (f(2) — flwi))?.

7 twierdzenia Lagrange’a o warto$ci sredniej wynika, ze istnieje taka liczba

ti € (xi_1,2;), ze zachodzi réwnosé

l; = \/(931 —zi1)? + ()@ — im1)? = (2 — @ima)V/ 1+ (f'(6)?).

Stad wynika, ze dhugo$é tamanej réwna jest

n

ll -+ lg + -+ ln = Z(l’l — .ZCz;l)\/ 1+ (f/(tz))Q .
i=1
7 nieréwnosci tréjkata wynika, ze w wyniku dodania nowych punktéw podziatu, dtu-
gos¢ tamanej wzrosnie, a przynajmniej sie nie zmniejszy. Stad wynika, ze mozna zakta-
da¢, ze 0 < z; — z;1 < 0 dla dowolnej liczby 0 > 0. Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 11.2 (o dlugoéci wykresu funkcji)

b
Dlugosé wykresu funkcji f jest réwna f a\/l + (f'(x))?de. =

Ten wynik jest bardzo jasny z punktu widzenia fizyki. Zalézmy, ze wykres funk-
cji to np. szosa, po ktoérej porusza sie samochdéd w ten sposob, ze sktadowa pozioma
wektora predkosci réwna jest 1. Niech x oznacza czas. Wtedy w chwili z znajdujemy
sie w punkcie (x, f(x)) — zaktadamy, ze startujemy z punktu (a, f(a)) , wtedy f'(x)
mierzy predko$¢ zmian wartosci funkeji f w chwili z, jest wiec to druga sktadowa wek-
tora predkosci naszego pojazdu. Jego predkoscig skalarna jest wigec dtugosé wektora
predkosei, czyli liczba /14 (f'(x))2, ta predkosé jest oczywiscie zalezna od czasu.
Przebyta droge nalezy oblicza¢ mnozac czas przez predkos¢é. Poniewaz predkosé jest
zmienna, wiec prowadzi to do dzielenia czasu podrézy, na krétkie odcinki, w krétkim
okresie czasu predkosé jest prawie stala (predkosé jest funkcja ciagta czasu), nastep-
nie mnozymy ten krétki czas przez predkos$c z jaka sie w nim poruszamy i sumujemy.

Otrzymujemy sume Riemanna funkcji /1 + (f’(x))?, a po przejsciu granicznym (roz-

b
patrywane odcinki czasu sa coraz blizsze 0) otrzymujemy catke f V14 ((x))?de.

Rozumujac analogicznie doj$¢ mozna do wniosku, ze f: f(z)dz jest droga przebyta
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przez pojazd poruszajacy si¢ po prostoliniowej drodze w ten sposob, ze w chwili z jego
predkoscia jest f(x).

Ten argument jest bardzo wazny historycznie: Newton tworzyt rachunek rézniczko-
wy i calkowy w silnym zwiazku z fizyka. Po drugie pojecie predkosci nie jest trudne,
przemawia do wyobrazni, wiec studenci proszeni sa o chwile zastanowienia nad tym
tekstem! Warto tez zdaé sobie sprawe z tego, ze catkowicie analogicznie przyspieszenie
jest powiazane z predkoscig — po prostu wszedzie zastepujemy potozenie przez predkosé
i jednoczesnie predkosc przez przyspieszenie. B

Przyktad 11.3 Obliczymy diugoéé¢ tuku paraboli y = 2, ktéry zaczyna si¢ w punkcie
(0,0) i konczy si¢ w punkcie (a,a?). Zgodnie z poprzedzajacymi ten przyklad rozwaza-
niami ta dtugos¢ rowna jest foa /14 (2x)2dx. Podobna catke obliczaliSmy wczesniej,
wiec nie bedziemy powtarzaé¢ obliczen w istocie rzeczy takich samych. Podstawiajac
poprzednio otrzymanym wyniku np. x = 4u i w ostatecznym wyniku piszac x zamiast
u otrzymujemy

JVI+4a?de = 2,/14+ %2 +1In (20 + V1 +422) + C.

Stad wynika, ze ten tuk paraboli ma dtugos¢ §4/1 + % + iln (2a + m) .

Okazuje sie, ze wynik jest zadziwiajaco skomplikowany. W XIX w. matematykom
udato si¢ wykazac, ze dtugosci elipsy, ktora nie jest okregiem, nie mozna wyrazi¢ za
pomocy tzw. funkcji elementarnych. Mozna to zrobi¢ za pomoca tzw. funkcji eliptycz-
nych. Piszemy o tym po to jedynie, by raz jeszcze przestrzec, ze méwimy tu jedynie
o rzeczach w analizie matematycznej najprostszych, bo te tylko znajdujg sie w i tak
wypelionych programach studiow.

Obliczymy teraz dtugo$¢ okregu, a wtasciwie jego potowy, choé¢ wszyscy dobrze
znaja wzor, ktéry otrzymamy. Tu rachunek bedzie bardzo prosty, a réznica miedzy okre-
giem i elipsg tak niewielka. Niewielka ale bardzo istotna: w catce, ktérg trzeba znalezé
w przypadku elipsy wystepuje iloraz dwoch wielomianéw kwadratowych, w przypadku
okregu wielomian jest tylko jeden.

Przyklad 11.4 Poétokrag o promieniu r > 0 mozemy potraktowac jako wykres funkcji
Vr? — 22 zdefiniowanej na przedziale [—r,r]. Wobec tego jego dtugo$é réwna jest

f\/ 7’2—1:2/ dx—f\/ % d:z:—fT,/l—i-Tg —d

r=rsint
= z Qda:—rf dt = 7r.
—r Vri-z dx=r costdt —7/2

Otrzymalismy wiec dobrze znany wynik. m

Przyjrzawszy si¢ nieco doktadniej ostatniemu przyktadowi dostrzezemy jednak drob-
ne (7) oszustwo. Rzecz w tym, ze pochodna funkcji, ktéra przyszto nam rozpatrywac jest
w koncach przedziatlu nieskonczona, wiec stosowalidémy twierdzenie w sytuacji, w ktorej
zatozenia nie sg spelione, co nie brzmi najlepiej. Ten problem pojawia si¢ w wielu sy-
tuacjach. Trzeba wiec wyjasni¢ nieco doktadniej jak definiujemy catki, ktére wystapity,
i co mozna wnioskowaé z ich istnienia.
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Definicja 11.5 (catki niewladciwej )
Jedli funkcja f: [a,b) — R ma funkcje pierwotna i istnieje granica lim facf(x) dx,
c—b~

to granice te nazywamy calka niewlasciwa funkcji f na przedziale [a,b). Stosujemy to
samo oznaczenie co dla catki wlasciwej ff f(z)dz. Jedli catka niewtasciwa jest skon-
czona, to méwimy, ze jest zbiezna. Jesli catka fab |f(x)| dz jest zbiezna, to mdéwimy,
ze calka ff f(z)dz jest bezwzglednie zbiezna. Analogicznie definiujemy catke niewlas-
ciwa z funkcji okreslonej na przedziale otwarto-domknietym (a,b]. Jesli funkcja jest
okreslona na przedziale otwartym (a,b) i istnieja calki niewlasciwe na przedziatach
(a,c] i [e,b), to ich sume, jesli jest zdefiniowana, nazywamy caltka niewtasciwa funkcji
f na przedziale (a,b), stosujemy znéw to samo oznaczenie ff f(z)dz. Zamiast zakta-

da¢, ze funkcja f ma funkcje pierwotng mozna zalozy¢, ze jest catkowalna w sensie
Riemanna na kazdym z przedzialéw postaci [a, ¢, gdzie a <c<b.m

Przyktad 11.6 Obliczymy catke fjr \/ﬁ dx . Funkcja nie jest zdefiniowana w zad-
nym koncu przedzialu, wigc rozpatrzymy oddzielnie dwie calki: fgﬁdx oraz

0 1 s 72 1 o S
J- 7= dz. Zachodzi r6wnos¢ [ = dz = arcsin ¥ + C, zatem

Cl_l)ﬂqﬂ{ fh m=da= Cl_i}lni(arc sin ¢ — arcsin ) = arcsin £ = 2.
Analogicznie
lim [? A de= lim (arcsin? — arcsin =£) = —arcsin(—1) = %
et 0C V=2 c——rt " " 2

Obie caltki sa skonczone, czyli zbiezne, wiec zgodnie z definicja catka f; ﬁ dx jest

zbiezna do %—I—g:m ]

Przyktad 11.7 Obliczymy catke fooo ﬁ dx . Zachodza réwnosci

_

C
e de = lim Jo Tz da = cll)rélo(arctg ) .= Cli)rélo(arctgc —arctg0) = 5.

Caltka jest wiec skonczona, zatem funkcja ﬁ ma catke niewtasciwg na poltprostej

[0,00), ktéra jest rowna 7. Z parzystosci funkcji ﬁ wynika, ze zachodzi réwnos¢
0 1 o
f—oo 1422 dz T. B

Przyktad 11.8 Teraz zajmiemy sie catka floo x*dz zaktadajac, ze a # —1. Mamy

zatem
Cc
. ) . atl +oo dlaa> —1
i do =l fiatdo = Jim (3507 | = i < :{ » |
Y dla a < —1.
+

Okazato sig, ze im wickszy wyktadnik tym wieksza catka. Dla ,duzych” wyktadnikéw
catka jest nieskonczona dla ,matych” skonczona, tym mniejsza im mniejszy wyktadnik.
Oczywiscie stowa ,maly” i ,duzy” majg znaczenie umowne. m
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Przyktad 11.9 Obliczymy fooo e~ dr zakladajac, ze A > 0, w przypadku A < 0
wartosci funkcji podcatkowej nie sa mniejsze niz 1, wiec catka jest nieskonczona, bo
musi by¢ wigksza od pola prostokata o wysokosci 1 i dowolnie dtugiej podstawie. Mamy

Ji e e = Jim [ e dr = Jim (o)

¢ >0 1
0 A

liczby A >0 funkcja e=** ma skonficzong catke niewlasciwa na potprostej [0,00). m

Wykazalismy, ze dla kazdej

Przyklad 11.10 Wykazemy teraz, ze catka fj;o e dx jest skonczona. Dla kazdej
liczby rzeczywiste] x mamy e > 1+ 22, wiec IN e dx < Jy Tz dz < 5. Calka

c _ 2 s e, . .
fo e~ dz ros$nie wraz z c, oczywiscie teraz rozwazamy tylko ¢ > 0. Wobec tego gra-

nica lim foc e dz istnieje 1 jedynag kwestia jest to, czy jest ona skonczona. Poniewaz
Cc— 00

dla kazdej liczby ¢ > 0 warto$¢ calki jest mniejsza niz %

5 » wiec zachodzi nier6wnos¢

fooo e dz = lim foc e*xQX < 5. Spehnilismy obietnice: udowodnilismy, ze catka jest
c— 00

skoniczona. m

Widac¢ z powyzszych przyktadow, ze powody, dla ktorych trzeba rozpatrywaé cza-
sem calki nieoznaczone, bywaja rézne. Mozemy mie¢ do czynienia z nieograniczong
funkcja lub z nieograniczona dziedzina funkcji. Wypada stwierdzi¢, ze jedng z pod-
stawowych réznic miedzy catka Riemanna i catka niewtasciwa jest to, ze w wypadku
calki niewlasciwej nie jest prawdziwe twierdzenie o sumach Riemanna. Réznica mie-
dzy catka niewlasciwg i jej suma Riemanna moze by¢ dowolnie duza nawet dla bardzo
drobnego podziatu dziedziny: wystarczy wybra¢ odpowiednie punkty w przedzialikach,
ktore tworza ten podziat. Jesli np. rozwazamy catke fol \/1;_7 dx, to dzielac przedziat
[0,1] punktami 0 = 2y < 21 < 23 < -++ < X1 < T, = 1 na krétkie przedzialiki,

nie jesteSmy w stanie uniknaé tego, ze w przedziale [z, 1,x,) funkcja \/11_7 przyij-

muje wartosci dowolnie duze. Mozemy wigec wybra¢ w nim punkt ¢, w taki sposob,
. Tn—Tn—1 . .. . . . .. .
by liczba —\/@ byta wieksza niz np. 1410, co spowoduje, ze niezaleznie od tego jak

n

wybierzemy punkty w pozostatych przedzialikach wartos¢ sumy Riemanna bedzie wie-
lokrotnie przewyzszaé¢ dtugo$é okregu o promieniu 1. Oczywiscie stwarza to problemy
z interpretacja calki, ale nic na to nie mozna poradzic.

Calki niewtasciwe pojawiajg sie¢ w naturalny sposob, bo przeciez nie mozna uznaé
obliczania dtugosci okregu za zadanie bardzo sztuczne. Po prostu nalezy stosowaé je
ostrozniej, ale nalezy to robi¢. We wspomnianym przypadku mozna np. twierdzi¢, ze
rozpatrujac nieco krétszy tuk odpowiadajacy przedziatowi [0, ¢) mozemy go przyblizaé
catky, calka [ ﬁdx rézni si¢ minimalnie od calki fol ﬁdx, wiec sumy Rie-
manna pierwszej z nich, wiec wlasciwej, przyblizaja ja wiec krétszy tuk, ale ten kréotszy
przybliza dtuzszy, wiec suma Riemanna catki foc \/1;_7 dx przybliza ¢wier¢ dhugosci-
okregu o promieniu 1. Ten przyktad pokazuje jak mozna powstajace problemy rozwia-
zywac. W dalszym ciggu bedziemy przyjmowac, ze opisane wczesnie] interpretacje catek
wlasciwych (dtugosci, pola, predkosci) zachowuja sens réwniez w wypadku catek nie-
wtasciwych. - Czytelnicy z pewnoscig zauwazyli pewne podobienstwa miedzy catkami
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niewlasciwymi i szeregami, nawet terminologia jest w podobna. Oméwimy teraz twier-
dzenia, ktére to podobienstwo niezle uwidocznia. Zaczniemy od warunku koniecznego
i dostatecznego na zbieznosé catki.

Twierdzenie 11.11 (warunek Cauchy’ego zbieznosci calki niewlasciwej)
Jedli dla kazdego = € (a,b) funkcja f: [a,b) — R jest calkowalna na przedziale [a, z],
to caltka fab f(t)dt jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego £ > 0 istnieje
c. € (a,b) takie, ze jesli c. < x1,x9 < b, to

e> | [T ) dt — [ ft)dt] = | [ f(t)de|.
Dowdéd. To twierdzenie wynika od razu z twierdzenia mowigcego, ze funkcja ma
skonczong granice w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest odpowiedni
warunek Cauchy’ego. m

Twierdzenie 11.12 (Kryterium calkowe Cauchy’ego-Maclaurina zbiezno$ci szeregu)

Jedli funkcja f: [1,00] — [0, 00) jest nierosnaca, to szereg Z f(n) jest zbiezny wtedy
n=1

i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka niewlasciwa floo f(x)dx.

Dow6d. Nie ma oczywiscie zadnego problemu z istnieniem catek [ f(z)dz, bo ich

(e 9]

istnienie jest konsekwencjg monotonicznosci funkcji f. Podobnie szereg Z f(n) ma
n=1

sume, by¢ moze nieskonczong, bo jego wyrazy sa nieujemne. Poniewaz funkcja f jest
nierosnaca, wiec nieréwnosé f(n) > f:H f(z)dz > f(n+ 1) ma miejsce dla kazdej
liczby naturalnej n. Stad od razu wynika, ze

S Fm) = [F fa)de > S fn),

a z tej nierownosci teza twierdzenia wynika natychmiast. m

Uwaga 11.13
Jedli funkcja f: [1,00] —> [0, 00) jest nierosngca i catka [~ f(z)dz jest zbiezna, to
xh_}rg@ flz)=0.m
Cwiczonko: Podaé przyklad takiej funkeji f: [1,00] — [0,00), dla ktérej catka
J" f(z)da jest zbiezna, chociaz lim (n) = co.

Nastepne twierdzenie przyda sie do dowodu odpowiednika twierdzen Abela oraz
Dirichleta moéowiacych o zbieznosci szeregu.
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Twierdzenie 11.14 (drugie o wartosci $redniej)
Jedli funkcja f: [a,b] — R jest catkowalna, funkcja g: [a,b] - R — monotoniczna, to
istnieje liczba ¢ € [a, b] taka, ze
c b
I} f@)g(x)dz = g(a) [1 f(x)dz + g(b) [ f(x)dx
Dowdd. Zalozymy najplerw ze funkcje f,g sa wielomianami. Definiujemy nowsg
funkcje: F(x f f t)dt. Mamy
12 f(x)g(z) dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) — [} F(t)g(t)dt
Poniewaz funkcja ¢ Jest monotonlczna, wiec jej pochodna ¢’ jest nieujemna albo nie-
dodatnia. Wynika stad, ze istnieje liczba ¢ € [a, ] taka, ze
JL F()g(t)dt = F(c) [; g'(t) dt = F(c)[g(b) — g(a)].
Wobec tego
[ F(@)g(x) dz = F(b)g(b) — Fla)g(a) — F(O)lg(b) — g(a)] =
= g(@)[F(c) = F(a)] + g()[F(b) = F(c)] = g(a) [ f(x)dz + g(b) [ f(x)dx
Udowodnilismy twierdzenie w tym przypadku.

Teraz przejdziemy do sytuacji ogoélnej. Niech M > 0 bedzie taka liczba, ze dla
kazdego = € [a,b] zachodza nieréwnosci |f(z)l,|g(z)] < M. Dla ustalenia uwagi za-
1()Zmy, ze g jest funkcja niemalej@cq Niech f,, g, beda takimi wielomianami, ze
f |f(x z)|de < L f lg(x (z)|dz < L oraz |f.(2)], |g(z)] < M. Mozemy
zalozyc, ze w1elom1an gn jest funkCJ@ sc1sle rosnaca oraz ze gn(a) = g(a) i g,(b) = g(b)
dla kazdego n. Z juz udowodnionej czesci twierdzenia wynika, ze dla kazdej liczby na-
turalnej n istnieje taka liczba ¢, € [a,b], 7

2 fa(@)ga(z) dz = g(a fc”f )dz +g(b) [ f(x)da
Ciag (c,) moze nie mieé¢ granicy, ale mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny ¢, . Niech

c = lim¢,, . Mamy teraz
k—o0

J! F(@)g(@) de = [} fu(w)gn() da| <
(@) = fa@)]g(@) d + [ ful(@) [9(2) = ga(2)] dx‘ L(b—a)M —0,

Podobnie
‘facf(x) dx — facnk fme(ff) dZB‘ < fac"k |f($) — fnk(lli)‘ dx + ‘ fccnk f(ZE) d{B‘ <
S f; |f(x) = fu.(@)|dz +|c = co, |- M < Ltle—col-M —— 0,
x)dx — fik fr () dx’ < fcik ’f(x) — [ ()
gfab|f(x)_f”k(x)}dx+yc_cnk|’M<nlk—i_‘c_cnk"MmO'

n—0o0

Cnp,

x|l <

~

Wobec tego lim f; fn(2)gn(z) dz = f f(x)g(z)dx, Jim [gnk(a) L fop (2) dx} =

a) [T f(z)dz i kh_}m [gnk(b) fcnk for () dm] = g(b) fcb f(z)dx, a z tych rownosci teza

wynika od razu. m

199



AM 1, czesé 11 Catki niewlasciwe Michat Krych

Twierdzenie 11.15 (Abela—Dirichleta dla calek)
Niech g: [a,00) — R bedzie funkcja monotoniczng i ograniczona i niech bedzie spel-
nione jedno z zatozen

i) calka [ f(x)dz istnieje i jest skoriczona;
(ii) dla kazdego x > a istnieje f; f(t)dt iistnieje liczba M > 0 taka, ze dla dowolnych
[2f@) dt‘ < M oraz xll_g)log(x) =0.

Wtedy catka [ f(t)g(t)dt jest zbieina.
Dowdd. Nalezy sprawdzi¢, ze jest spetniony warunek Cauchy’ego zbieznosci catki

x1, Ty > a zachodzi nieréwnosé

niewtasciwej. Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Poniewaz funkcja ¢ jest monotoniczna,
wiec dla dowolnych liczb z1, 29 € (a,00), z1 < xo, istnieje taka liczba ¢ € (x1,23),
7e f“ fgt)dt = g(xy fxl f(t)dt + g(xs) [ f(t)dt. Zalézmy, ze spemiony jest
warunek () Nlech M > 0 bedzie taka liczba, ze dla kazdego = € (a,00) zachodzi
lg(x)] < M. Poniewaz calka f Cf(t)dt jest zbiezna, wiec istnieje taka liczba d > a,
ze jezeli x1,x9 > d, to ‘ f;f f(t dt’ . Stad i z poprzednio napisanej rownosci
wynika, ze jesli d < 1 < x4, to

2 t)dt‘ ‘g:pl JE F(8)dt + glas) [ £(1) dt‘<M 4 M.S o= e

Drobne zmiany w tym dowodzie niezbedne dla przeprowadzenia dowodu przy zalozeniu

warunku (ii) czytelnik z tatwoscia wprowadzi sam. m

Przykltad 11.16 Wykazemy, ze catka [ sinz?dx jest zbiezna, cho¢ nie jest to zbiez-
nos¢ bezwzgledna.

Jesli n jest liczba naturalna i a, := \/2nm + § < o < /2n7 + F 5” = b, , to sin z?

Wobec tego

l\‘:l»—A

[e.e] o0
I [sina?| dz > Zf;: | sinz?| dz > Z%(bn —ay) =
n=0 n=0

_ Z 27/3 Z — 00
= 2(\/2n7r+57r/6+\/2n7r+7r/6 2\/(2n+1 !

n=0

7 ’ o . s’ . . oo .
co konczy dow6d rozbieznosci catki [ |sinz?| dz.

. ., o0 . t=x2 o0 . . . ,
Latwo mozna zauwazy¢, ze [ sinz?de =—=—= [° -1-sintdt. Zachodzi nieréw-
1 dt=2x dx Lo2vt
’ 7 X . . . . N . .
nosé: ‘f1 s1ntdt’ = |cos1 — cosz| < 2, funkcja \/LE jest malejgca i zbiezna do 0

przy t — oo, zatem calka floo ﬁ sintdt jest zbiezna. Stad i z catkowalnosci funkcji

sin z? na przedziale [0,1] wynika zbiezno$¢ calki fooo sinz?dz. m

Przyktad 11.17 Calka fooo Sigx dz jest zbiezna, ale nie jest zbiezna bezwzglednie.
Oczywiscie w punkcie 0 nie ma osobliwosci, bowiem % =1- %x2 + éx‘l — %xﬁ +...
dla z € R. Zbieznos¢ catki floo % dx wynika od razu z kryterium Abela—Dirichleta.
Brak zbieznosci bezwzglednej wynika z tego, ze jesli 2nm + & < x < 2n7m + %’r, to

sinx > % oraz z rozbieznosci szeregu harmonicznego. m
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Wallis, Stirling, Poisson
Niech I,, = [ "2 in" r dz. Dla n > 2 mamy wtedy I, = fo sin"xdr = I, =

/2 _ 1 /2 —1 _
0 (1 —costx)sin" P adr = I, o — - [V cosx(sin” x) dor =
= 1 in"1z)|"* = 0 /2 dz = I,_» + —=1,. Stad
= Ip—9 — =g cosz(sin )|, = dn-2— +n10 sma:x—ng—i— a
mamy
n—1
]n - In72 .
n
Mamy tez Iy = fﬁ/zsinomdx — [ Qr =1 fﬂ/Qsinxdx = —cosZ +cos0 =1
Y 0= Jo = Jo = 3 0 = 2 =L
Wynika stad, ze
I _2n—11 _ _ 2n—=1  2n=3 .1.1—2”_1.2”_3. D S
2n T Top f2n=2 7T - T T Top—2 T2 10T TopT T op2 22
_ (@2n)(2n-1)-(2n—2)-2n—-3)-...2.1 7 _ (2n)! «
o 2n-2n-(2n—2)-(2n—2)-...-2:2 2~ 4n(nh)2 2
Analogicznie
_ _2n _ _ _2n_ 2n=2 L2, _ _2n_ 2n=2 L2,
Iopyr = 2n+112”*1 — T 2p41 2n—1 3 I = 2n+1 2n—1 """ 3 L=
2n-2n-(2n—2)-(2n—2)-...-2:2 47 (n!)?

— @nt1)(2n)-(2n—1)-(2n—2)-...32 _ (Zntl) "

Dla kazdej liczby naturalnej n > 0 zachodzi nierownosé¢ I, > I,y = 1,10 = ZI;[

Wynika z niej, ze 1 > "“ > 2 1. Mamy wiec

T : 2n2n-(2n—2)(2n—2) - 4:2:2
1= lim %H:th 1n;(1112)(7112) 1'2-
2 T I G e G D@n3331 7

Wobec tego mozemy napisac

Twierdzenie 11.18 (wzér Wallisa)

2n-2n-(2n—2)-(2n—2)-...-4-2-2 _2.2.4.4....
(@n+1)-2n—1)-(2n—1)-(2n—3)-...331 _ 1-335-...

Ton41
I2n

= lim
n—oo

= lim
n—oo

s
2
— oczywiscie ostatni napis oznacza granice, wiec ostatnig réwnosé nalezy traktowad
jako definicje symbolu wystepujacego po prawej stronie. m

Zajmiemy sie teraz przyblizeniem n! dla duzych n. Chodzi o to, by znalezé wyra-
zenie, za pomocy ktérego mozna bedzie przybliza¢ silnie. Ona na ogdt wystepuje jako
czynnik jakiego$ iloczynu, wiec chodzi o wyrazenie, ktore podzielone przez n! bedzie
dazy¢ do 1, wielkich szans na to by réznica dazyta do 0 nie ma, jesli chcemy znalezé
prosty wzér oczywiscie nie zawierajacy silni. Poniewaz 0 < 2—7'1 < % — 0, wiec przyj-

rzymy si¢ ilorazowi dwoch kolejnych wyrazéw ciagu (g—') by zrozumie¢, jak szybko ten

ciag dazy do 0. Mamy S N [1+ ]_ —> . Rozwazymy wiec ciag

(n+1)nt+l  nl (n+1)n N 00

n . , ;. . .
zdefiniowany wzorem a,, = n!- (£) . Z poprzednio uzyskanych réwnosci wnioskujem
n )

ze = e [14+1]7"——1. Mamy dale]
n—oo

an

anp—1 Ap—2 al

:ln(e- [1+ﬁ]7n+1)+1n(e- [1+ﬁ]7n+2)+...—|—ln(e- [1+%]71)—|—1ne:
:(1—(”—1)1ﬂ[1+ﬁ]>+(1—(n—2)1n[1+ﬁ])+...+<1—1n[1+ﬂ>+1,

Przyjrzymy sie jednemu sktadnikowi. Mamy
17 _ 11 1 1 _ 1 1 1 _ 1 :
l—kln[1+4]=1-k[t—se+gs—q2+-- | =sc—g2+35—- = 35 — b, gdzic
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b =55 — g5+ - € (50 — 1150 312) - Wyrazy szeregu zbieznego Y. b, sa dodatnie,
wiec jego cigg sum czesciowych jest $cisle rosngcy. Mamy wiec
lnan: (ﬁ—bnfl) —f—(m—bn,Q)—i-—'——i—(%—bl)—'—l:

=sl+5+.  + 5] F1—[br+b+.. byl
Szereg Y b; jest zbiezny, ale szereg harmoniczny niestety nie. Mamy

k k k
11_fk—1%d$:fk—1[k_il_ﬂdx: k—lzkl Ldz <
<Wfk—1[x_(k )] do =5 k1)2‘

ﬁ - fkk_l %dz. Szereg > ¢, jest zbiezny i ma dodatnie wyrazy.

Przyjmijmy c,_; =

Z réwnosci ¢ = fkkq 2 dz + ¢x—1 wynika, ze

na, =1+1[1+ 2 Ldete+ [ Ldeteot. o+ [7  date, ] = [bi+bot.. by ] =

=3+l tde+ e+t o) —[bitba+..  bya] =
=34+Inyn+la+et...+e]—[bi+b+.. . bl

Wobec tego ciag (Ina, — Iny/n) ma granice skoficzong. Z réwnoéci een—ve — NG

i z poprzedniego zdania wynika, ze cigg (\“/—%) ma granice skonczong i dodatnia. Niech

e\n

_ an _ L . 1. (e . . . . . . . . , .
oy = &= -l (n) i niech g = nh_)rrolo a, . Poniewaz granica podciggu réwna jest

granicy ciagu, wiec g = lim as,. Wnioskujemy stad, ze
n—oo

31 3 1 2n 2n _ . 2 22n.(n!)2 .
9= Jim 2% = tim {37 ()" VB gy (27 = i {3 2 -

s 2 2244-..-2n)(2n) | _ s 2 24..(2n) | _
= lim {\/; 1-2~3-4~...~(2n—1)-(2n)} = lim {\/; 1~3~...-(2n—1)} -

\/2 2.2.4-4-6-6-...-(2n) - (2n)

= lim
n—0o0

Z. (2 1) =
n 1-3-35-5-7-...-2n—1)-2n+1) (2n+1)

o f2entn) 2:24:4:6:6..-(20)-(20) _, [T_ 5

Udowodnilismy

Twierdzenie 11.19 ( wzdér Stirlinga)
lim \/iﬁ -n!- (%)n = /27 zapisywany zwykle nieco mniej precyzyjnie
n—oo

n n
n! ~ 27TTL<—> . m
e

Zajmiemy si¢ teraz catka fooo e~ dz . Zwana jest ona catka Poissona. Znajdziemy
jej warto$¢, oczywiscie nie zajmujac sie funkcja pierwotna funkcji e *”, bo jest ona

nieelementarna. Mamy

[P e do = lim fo e dy == = im \/_fo At >

n—00 dz ,\fdt n—o00

hm \/_fo ndt == lim \/ﬁf/Q sin®" s(—sin s) ds =

dt=—sinsds n—oo

= lim \/_f n*"*sds = lim /n - ?;nff =

n—oo n—oo
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llm \/ﬁ 4"~27FTL~1’L2"~82n+1 _
dwa razy n—oo 62"-\/27r(2n+1)-(2n+1)2”+1

/ 3 n n n_ 12" /
- 27Thm{V2n+1'2n+1'6'[2n2+1] }: 2”'\%‘%'6'%:%\/%~

Stirling

n—oo
Analogicznie
e~ dr = lim e~ dx —o=ivn lim e~ dt <
f(] n—oo fo dz= fdt n—)oo\/_fo
t=tgs . /4 o2 —2
lim dt =——— = lim /n - COS sds <
TL—>OO\/_ fO 1+t2 dt=cos—2 sds n—)oo\/_ fo
2
< i Vi et s S i [ i s =
—do n—oo

= lim \/— (2n)! ﬂ- Stirling ﬂ. - lim \/_ W(gn 2n_,2n B 1\/7_1-.

T—00 4n(n!)? dwa razy n—00 4n-e2n-(2mn)-(n")? 2

7 twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze fo e dr = %\/E ]

Lemat Riemanna—Lebesgue’a i jeszcze jedna calka
Teraz wykazemy bardzo wazny, cho¢ w pewnym sensie zupeknie oczywisty

Lemat 11.20 (Riemanna—Lebesgue’a)
Jesli f: [a,b] — R jest funkcja catkowalna w sensie Riemanna, to zachodzi réwnosé

lim f; f(x)sinnzdx =0.
n—oo
Dowéd. Zalézmy najpierw, ze funkcja f jest klasy C'. Mamy wtedy

b b b
/ f(z)sin(nz) dz = —% cos(nz) f(x) +/ %Cos(nx)f’(a:) dz =

a

— l(f(a) cos(na) — f(b) cos(nb)) + %/ cos(nx) f'(x) de —— 0,

n n— 00

b b
bo zachodzi nieréwnosé / cos(nz) f'(z)dx| < / | f/(z)| dz. W ten sposob wykaza-

liSmy prawdziwos$¢ lematu Riemanna dla funkcji, ktére maja ciggta pochodna.

Teraz zalozymy, ze f jest funkcja catkowalng w sensie Riemanna na przedzia-
le [a,b], a ¢ > 0 — liczba rzeczywista. Na mocy twierdzenia o przyblizaniu funkcji
catkowalnych funkcjami gtadkimi istnieje taka funkcja g klasy C' (a nawet wielo-

mian) ze [ ’ | f(z) — g(z)|dz < §. Dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwno$é

) sin(nz dx) < £. Wobec tego dla dostatecznie duzych n mamy

‘/ f(z) sin(nx) dx ‘/ ) — g(x)) sin(nx dx‘+’/ sm(nx)da:’ <

[ 7@ - o)
<[

W ten spos6b wykazaliSmy lemat. m

VAN

sin(nx) dac+ ‘/ ) sin(nx dx‘ <

flz) — dm—l—)/ ) sin(nx d$’<g—|—%:g
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Uwaga 11.21 (uogdblnienie lematu Riemanna—Lebesgue’a)
Dla dowolnej funkcji f: R — R, catkowalnej na przedziale [a,b], zachodza réwnosci

hm f f(z)sin(Ax)dx = 0 oraz hm f f(x)cos(Ax)dr = 0 — w tej uwadze A jest

parametrem rzeczywistym, a w lema(ne Riemannla-Lebesgue’a n oznaczato liczbe na-
turalng. Dowod nie ulega zadnej zmianie. m
Udowodnimy teraz, ze

Twierdzenie 11.22

*sinz T
dr = —.
0 x 2

Dowéd. Wiemy juz, ze ta calka jest zbiezna. Funkcja % = Z @n +1) jest
n=0

ciagta, a nawet nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna na catej prostej. Mamy

* sinx @ntm/2 gin o - ™2 sin(2n 4 1)u
/ dr = lim dx _e=ntle lim / gdu.

0 X n—oo  fq X dr=(2n+1)du n—oo  Jq u
Mamy réwniez

/2 sin(2n+1)u /2 sin(2n—1)u /2 sin(2n4+1)u—sin(2n—1)u o
f(] sinu du — 0 sinu du = 0 sinu = du =

Oﬂ/ 2 —QSmeﬁ(Q"“) du = (sin(mr) —sin0) =0.
Wynika stad, ze dla kazdej liczby naturalneJ n zachodzi rownoéé
/2 sin(2n+1) /2 sin(2:0+1)u _
fO SnsiZu udU—f : sinu du_%

Funkcja %— snllu = SPi— jest ciagla, a nawet analityczna, w kazdym punkcie przedziatu

[O, %} . Stad i z lematu Riemanna-Lebesgue’a wynika, ze

T [ (3 = ) sin(2n + Dudu =0,
zatem
ILm Oﬂ/zwdu: li_>m 0”/2%01 T

+ lim 7r/2(1— . )sin(2n+1)udu:g+0:%, n

nooo Y0 u sinu
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