Calka Riemanna
Poprawilem 5 czerwca 2016 r, godz 15:27 — bardzo dzigkuje p. Kajetanowi Janiakowi.

wersja 12 lipca 2025
Przypomnijmy definicje

Definicja 10.1 (funkcji catkowalnej w sensie Riemanna)

Funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje taka liczba rzeczywista I, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba § > 0,

ze jezeli dla ¢ =1,2,...,n zachodzg nieréwnosci
Ga=Tog<T1 <Xy < - < Tp1<Tp=0b, 1,1 <t; <x; oraz x; —x;_1 <96 ,

to zachodzi tez nieréwnosé

‘]— (ft)(z1 — zo) + fta)(@a — 1) + ... + f(tn)(zn —xn_l))| <e.

Liczba I nazywana jest wtedy calka Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i ozna-

czana symbolem f; f(x)dzr. m

7 tej definicji wynika tatwo, ze funkcja f catkowalna w sensie Riemanna jest ogra-
niczona. Jesli ustalimy punkty a = 29 < 1 < 29 < -+ < X1 < T, = b do-
statecznie drobnego podziatu przedziatu [a,b], to zmieniajac odpowiednio punkt ¢;
mozemy dowolnie zwigkszy¢ wartos¢ bezwzgledng sktadnika f(¢;)(z; — x;—1) zacho-
wujac jednoczes$nie wszystkie inne punkty (funkcja nieograniczona na catym przedzia-
le [xg,z,] musi by¢ nieograniczona na co najmniej jednym z przedzialow [zg, x1],
[T1, 2], .., [Tn1, 2] ). WykazaliSmy wiec, ze zachodzi

Twierdzenie 10.2 (o ograniczonosci funkcji catkowalnej w sensie Riemanna)
Funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona. m
Niestety istnieja funkcje ograniczone, ktore catkowalne w sensie Riemanna nie sa.

)1, jesliz e @
fle) = {o jesliz ¢ Q

otrzymujemy funkcje niecatkowalng w sensie Riemanna, bo wybierajac liczby wymierne

Przyjawszy np.

t1,...,t, otrzymujemy
) (zr = mo) + f(t2) (@2 — 1) + -+ + f(tn)(@n — Tp1) = b —a,
za$ dla niewymiernych tq,...,¢, otrzymujemy

ft)(zr = mo) + ft2) (w2 — 1) + -+ + f(tn) (@ — Tpo1) =0
niezaleznie od tego jak drobno podzielony zostal przedzial [a,b]. Nie ma wiec kan-
dydata na catke. Sformulujemy i udowodnimy twierdzenie charakteryzujace funkcje
catkowalne w sensie Riemanna, ale musi to by¢ poprzedzone definicja uogdlniajaca
pojecie dtugosci przedziatu i kilkoma twierdzeniami na ten temat. Zaczniemy od do-
wodu bardzo waznego twierdzenia o pokryciach przedzialu domknietego przedziatami
otwartymi.
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Twierdzenie 10.3 (o liczbie Lebesgue’a)

Jesli {I;: t € T} jest pewna rodzina przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa prze-
dzial domkniety [a,b], tzn. U I; D [a,b], to istnieje taka liczba A > 0, ze jesli zbior

teT

A C [a,b] ma $rednice mniejsza lub réwna niz A (czyli odlegtoéé kazdych dwdch
punktow zbioru A jest mniejsza lub réwna \), to istnieje takie t(A) € T', ze A C Iya)
(maly zbiér musi byé zawarty w jakim$, niekoniecznie jednym, elemencie pokrycia
przedziatami otwartymi).

Dowéd. Zatézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje zbiér A, , ktéry nie jest zawarty w zadnym z przedzialow I; i ktérego $rednica
jest mniejsza niz % Niech a,, € A,,. Z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (ay, ).
Niech p = klirn an, - Niech p € Iy;,) — taki numer ¢(p) istnieje, bo U I; D [a,b] 5 p.

—00
teT

Poniewaz I(y(,)) jest przedziatem otwartym, wiec istnieje liczba 6 > 0 taka, ze (p—4, p+
) C Iyp) - Dla dostatecznie duzych k& mamy a,, € (p— g,p+ g) Stad jednak wynika,
ze dla kazdego x € A, zachodzi nier6wnos¢ |z — p| < |z — an, | + |an, — p| < n—lk +3.

Oczywiscie dla dostatecznie duzych k zachodzi tez nieréwnosé n—lk < g i wobec tego

|z — p| < 0. To jednak oznacza, ze A,, C (p—0,p+0) C Iy, wbrew temu, ze zbidr
Ay, nie jest zawarty w zadnym z przedziatéw I;. Dowdd zostal zakonczony. m

Uwaga 10.4
W dowodzie wykorzystywaliémy jedynie jedna wtasno$é¢ przedziatu domknietego, mia-
nowicie to, ze z kazdego ciggu punktéw przedzialu domknietego mozna wybraé¢ pod-

ciag zbiezny do granicy znajdujacej sie w tym przedziale. Wtasnos¢ ta nie przystuguje
1
n+10

bra¢ podciagu zbieznego do granicy lezacej w przedziale (0,1), bowiem ciag ten jest

przedziatom otwartym, np. z ciagu ( ) punktéw przedziatu (0,1) nie da sie wy-
zbiezny do punktu 0 ¢ (0,1). Jest jasne, ze zamiast przedzialu domknietego mozna
rozpatrywaé¢ dowolny zwarty podzbiér prostej. m

Przypomnijmy, ze zbiory zwarte mozna scharakteryzowac np. tak, jak w twierdzeniu
ponizej.

Twierdzenie 10.5 (charakteryzujace podzbiory zwarte R)
Zbiér C' C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i gdy jego dopet-
nienie R\ C' jest suma pewnej rodziny przedzialéw otwartych. m

7 tekstu zawartego w uwadze po dowodzie twierdzenia o liczbie Lebesgue’a wynika
od razu, ze prawdziwe jest

Twierdzenie 10.6 (o liczbie Lebesgue’a dla zbioru zwartego)

Jesli {I;: t € T} jest pewna rodzina przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa zbior

zwarty C', tzn. U I; D C, to istnieje taka liczba A > 0, ze jedli zbior A C C' ma
teT

srednice mniejsza lub rowng niz A (czyli odleglo$¢ kazdych dwoch punktéw zbioru A

jest mniejsza lub réwna \), to istnieje takie t(A) € T, ze A C Iy (maly zbior
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musi by¢ zawarty w jakims$, niekoniecznie jednym, elemencie pokrycia przedziatami
otwartymi). m

Definicja 10.7 (liczby Lebesgue’a)
Liczba X, o ktérej moéwi powyzsze twierdzenie Lebesgue’a nazywana jest liczba Le-
besgue’a pokrycia {I;: t €T} (nie jest wiec ona zdefiniowana jednoznacznie, kazda
liczba dodatnia mniejsza od niej tez jest liczba Lebesgue’a). m

7 nastepnego twierdzenia korzystaé¢ nie bedziemy, jednak wlaczone jest do tekstu,
bo jest bardzo popularne i czesto uzywane.

Twierdzenie 10.8 (Heinego-Borela o pokryciach skonczonych)
Jesli {I;: t € T} jest pewna rodzina przedzialéw otwartych pokrywajaca przedziat

domkniety [a,b], tzn. U I; D [a,b], to istnieje taki zbior skonczony Ty C T, ze
teT

U I, O [a,b]

teTy

czyli z kazdego pokrycia przedziatu domkni¢tego przedziatami otwartymi mozna wy-
bra¢ podpokrycie skonczone tego przedziatu.

Dowéd. Niech A oznacza liczbe Lebesgue’a pokrycia {I;: ¢ € T} iniech n > b’T“
bedzie liczba naturalng. Niech z; = a + %(b —a) dla i = 0,1,...,n. Z twierdzenia

o liczbie Lebesgue’a wynika, ze dla kazdego z przedzialow [z; 1, x;] istnieje taki wskaz-

nik t(i) € T', ze [w;—1,2;] C Ly dla i =1,2,...,n. Stad wynika, ze [a,b] C U[f(i)’
i=1

co konczy dowdd. m

Definicja 10.9 (dowolnie dlugiej sumy liczb nieujemnych)
Niech A = {a;: t € T} oznacza pewien zbiér ztozony z liczb nieujemnych. Piszemy

Z A= Z a; = sup { Z a: TCT, T —zbior skoﬁczony} [

teT teT

Méwiac stowami (niedoktadnie!): suma dowolnego zbioru liczb dodatnich réwna jest
kresowi gérnemu sum skonczenie wielu jego elementéw. Niedoktadnosé polega na tym,
ze sumujemy nie elementy zbioru liczbowego, lecz indeksowane elementy. Jesli jakas
liczba jest przypisana np. trzem roznym indeksom ¢, to liczymy ja trzy razy, a nie raz
jakby to miato miejsce w przypadku sumowania elementéow zbioru.

Jasne jest, ze jesli T' oznacza zbidér ztozony z kolejnych liczb catkowitych wiekszych

o0

od k—1, to Z a; jest po prostu suma szeregu Z a, , wiec obecna definicja ma jedynie
teT n=k

rozszerzy¢ zakres poprzedniej, ktéra wymagata uporzadkowania zbioru numeréw liczb

dodawanych.
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Stwierdzenie 10.10 (o liczbie sktadnikéw sumy skoniczonej)

Jesli Zat < 00, to zbidr indekséw t € T a; > 0 jest skonczony lub co najwyzej
teT

przeliczalny: card({t € T: a; > 0}) < Ry.!

Dowéd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy dla pewnej liczby naturalnej n zbior T, :=

{teT: a > %} musi by¢ nieprzeliczalny, wiec tym bardziej nieskonczony, bo

{teT: a >0} =, T, Wtedy jednak +oo < >, a; < Y ,cpar, Whrew

zalozeniu. m

Stwierdzenie 10.11 (banalne o dlugo$ci przedzialu)

Jesli dla kazdego ¢t € T' symbol I; oznacza przedziat dodatniej dtugosci o koncach a;
i by oraz | JI, D [a,b], to > (by—a) >b—a?

teT teT
Dowdéd. Wystarczy dowiesé, ze teza ma miejsce w przypadku b—a < oo, bo polpro-
sta i prosta moga by¢ przedstawione w postaci sumy wstepujacego ciggu przedziatow
skoniczonych. Mozemy w tym przypadku zaltozyé, ze Z(bt —a;) < 00, bo w przypadku
teT
przeciwnym nic do dowodu nie ma. Jesli ta suma jest skonczona, to zbior T jest co

najwyzej przeliczalny (poprzednie stwierdzenie). Zatézmy ze jest on zbiorem liczb natu-
ralnych. Niech ¢ > 0 oznacza dowolna liczb¢ dodatnia. Niech J,, = (an—5n5s, bn+aa5z) -
Jasne jest, ze

> (bn+ 2n€+2 ~ (an — 2n€+2)) =+ ) (ba—an).

n

Wobec tego, ze ¢ oznacza dowolng liczbe dodatnia wystarczy wykazac teze dla rodziny
{Jn}: jesli 5+Z(bn —ay) = b—a dlakazdego € > 0, to réwniez Z(b” —a,) =2b—a.

n

Przedzialy J, sa otwarte, wiec istnieje taka liczba A > 0, ze kazdy przedziat o
dhugosci mniejszej niz A jest zawarty w pewnym przedziale J,, . Zalézmy, ze a = g <
ry < - < xpmo1 < T, = b oznaczaja takie punkty, ze x;—x;_ < Adlat=1,2...,m.
Dla kazdego i wybieramy numer n(i) w tak, ze [z;_1, ;] C Jus) . Wykazemy, ze suma
dtugosci przedziatow J,1), Jn), - -, Jnm) jest wigksza niz b—a, z czego teza wynik-
nie od razu.

Mamy [zo,21] € Jna). Niech i, bedzie najwieksza z tych liczb i, dla ktérych
(@0, 2;] C Jna). Poniewaz J,q) jest przedzialem, wiec punkty z; dla ¢ > i; znajduja
sie poza Jn). Oczywiscie [, 2;,41] C Jn@,+1)- Niech teraz iy bedzie najwiekszym
numerem takim, ze [z;,%;,] C Juu,4+1). Tak jak poprzednio dla i > i, punkt z;
znajduje si¢ poza przedzialem J,(, ;1) . Definiujac kolejno numery 0 = ig,iy, i2,.. .,
otrzymujemy ciag numerdéw taki, ze v, ,, 2] C Jug;_141)5 i =M, Tijg1 & Jn@;_41) -
Wobec tego liczby n(ip 4 1), n(iy +1),..., n(ix—1 +1) sa rézne. Liczba z;, — z;,_

jest mniejsza niz dhugosé¢ przedziatu J,;_,+1). Wobec tego b —a = > (v, — x,_,)

1 symbol card(A) oznacza liczbe elementéw zbioru A, czyli jego moc, uzywane na innych

przedmiotach oznaczenie |A| oznaczaé bedzie juz niedlugo miare zbioru.
2 Nie precyzujemy czy przedzialy sa otwarte domkniete, czy otwarto-domkniete, czy skoficzone,
czy nieskonczone, a; oznacza lewy koniec, by — prawy.
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jest liczbg mniejszg niz suma dtugosci przedzialow Jyiio11), Jngii+1)s -+ Ingip_141), T
korzystamy z tego, ze przedzialy Ju(ig+1)s Jn(ii+1)s - - -5 JIn(in_1+1) 5@ rézne (przedziaty
Jn@1), Jn(@)s Jnm) Die musza by¢ rézne). Ta zadziwiajaco skomplikowana — jak na tak
oczywiste stwierdzenie — konstrukcja prowadzi do przypisania przedziatom [z;,_, ;]
roznych przedziatow Jy;,_ ), co pozwala na zastapienie sumy dtugosci tych pierwszych
suma dhugosci tych drugich. Dowdd zostat zakonczony. m

Osoby, ktorym wydaje sie, ze powyzsze rozumowanie jest za dlugie, ze to przerost
formy nad trescia, zapraszam do jego skrécenia (odrzucajac jednak metode polegajaca
na opuszczeniu kilku stéw lub stwierdzeniu, ze teza jest oczywistal).

Teraz mozemy wprowadzi¢ zdefiniowaé¢ miare (zewnetrzna) zbioru A C R.

Definicja 10.12 (miary zewnetrznej)
Al = inf { I,|: I; D A}, dzie I; oznacza przedzial niezdegenerowany a |/
|Al (i} Z’ tl U t & t p 8 y a |1

teT
— jego dtugo$é, czyli réznice koncow. Liczbe |A| nazywamy miara zewnetrzna zbioru
A m
Dzieki stwierdzeniu banalnemu o diugosci przedziatu definicja ta nie prowadzi do za-
mieszania w oznaczeniach: Jesli zbiér A jest przedziatem, to |A| jest jego dlugoscia!
Nastepnym bezpos$rednim wnioskiem z definicji miary zewnetrznej jest

Twierdzenie 10.13 (o monotonicznosci miary zewnetrznej)
Jesi ACB,to |A|<|B|.»m

Twierdzenie 10.14 (o podaddytywnosci miary zewnetrznej)

(o]
<) 1A
n=1

Dowéd. Niech € > 0 bedzie dowolng liczba. Dla kazdego n istnieje taka rodzina
C 1 . . € ..
przedziatow {I,: t € T,}, ze U I, O A, i Z L] < |An] + o Zdefiniujmy

teTy teTy

(o)
Dla dowolnych zbiorow Ai, As, ... zachodzi nieréwnosc: ‘ UA"
n=1

T = O T, . Jasne jest, ze U I; D G A, oraz ze

n=1 teT n=1
[e.e] oo 6 oo
D=0 (1) < D0 (1Al 4 50) = Xl +e.
teT n=1 teTy, n=1 n=1
Otrzymana nier6wnosé¢ zachodzi dla dowolnej liczby ¢ > 0, wiec U Ayl < Z |A,|,
n=1 n=1

a to chcieliSmy wykazac. m
Oczywiscie chciatoby sie stwierdzi¢, ze jesli zbiory {A,} sa parami roztaczne, to

U
n=1

W tym roku nie bedzie nas ta kwestia interesowaé, zajmiemy si¢ nig w nastepnym,

= Z |A,|. Tego niestety nie mozna udowodni¢ bez dodatkowych zatozen.

n=1
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bo wymaga to wigkszej pracy i znalazto miejsce w programie trzeciego semestru stu-
diow, a do naszych aktualnych celéw wystarczy twierdzenie o podaddytywnosci miary
zewnetrznej. Jest natomiast prawdziwe stwierdzenie nastepujace

Twierdzenie 10.15 (o przeliczalnej addytywno$ci miary zewnetrznej dla przedzialéw)
Jesli przedzialy I, Iy, I3, ... sa parami rozlaczne (tzn. I, NI, = 0 dla k # 1), to
zachodzi rownosé: }Il UlhbUlzU... ‘ = |[1} + ‘]2‘ + |[3} + -
Dowéd. Nieréwnoé¢ |[I; UL, U I3 U ...| < |L| + || + |Is] + -+ wynika wprost
z definicji miary. Jasne jest rowniez, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosc
[LULU---UL|<|LULULU...| < |L|+|L] + I+ (*)
Jednak ze stwierdzenia banalnego o dtugosci przedziatu wynika, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nierownosé }[1 UhuU---U [n‘ = }[1‘ + {Ig| 4+ ‘]n| 3 astad
[LULULU... | > [LULU: UL = L] +|L|+ 4 |L| —— [Ii|+ | B[+ ]|+ ..

Wobec tego ‘[1 ULUIU... ’ > ’M + 112’ + ‘13] +- -+, co w polaczeniu z nieréwnoécig
(*) dowodzi twierdzenia. m

Definicja 10.16 (zbioru miary 0)
Méwimy, ze zbiér A jest zbiorem miary 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |A|=0.m

7 twierdzenia o podaddytywnosci miary wynika, ze suma przeliczalnej rodziny zbio-
row miary O jest rowniez zbiorem miary 0. Dla rodzin wiekszej mocy to oczywiscie
nie jest prawda: kazdy niepusty zbiér jest suma zbioréw jednopunktowych, a nie kazdy
ma miare 0, np. |[2, 5” =3 > 0. W szczegblnosci kazdy zbior przeliczalny ma miare
0, np. Q. Istnieja tez nieprzeliczalne zbiory miary 0.

Przyktad 10.17 (zbiér Cantora)

Opiszemy tzw. zbior Cantora C. Sktada sie on z tych liczb z przedziatu [0, 1], ktére
mozna zapisa¢ w uktadzie trojkowym bez uzycia cyfry 1. Zbiér ten otrzymujemy usu-
wajac z przedziatu [0,1] kolejno przedzialy otwarte (%,2), (%,2), (L,3), (&, 2),

373 979 979 273 27
(2—77, 2—87), (%, %), (3—?, g—g), ... Za kazdym razem usuwamy z jakiego$ przedzialu jego
srodkowa czesé, ktorej dtugosé to % dtugosci przedziatu, z ktérego ja usuwamy. Otrzy-
1

mujemy zbior, ktory nie zawiera zadnego przedzialu. Liczba 3 jest jego elementem,

chociaz w uktadzie trojkowym zwykle zapisujemy ja w postaci 0,1. Mozna ja jednak za-

pisa¢ w uktadzie trojkowym jako 0,02222222 ... bowiem %+237+82—1+- o= 1

-1/3 ~ 3°
Zbiér Cantora jest mocy kontinuum, bo ma doktadnie tyle elementéw ile jest ciagow,

ktorych elementami sag 0 i 2. Jest on miary 0, bo mozna go pokry¢ 2" przedziatami
1

domknigtymi o dtugosciach 5,

wigc jego miara nie przekracza liczby g—: —0.m
n—oo

Przyktad 10.18 (zbiér (R\ Q) N0,1]).

Ten zbior oczywiscie nie zawiera zadnego przedziatu, bo kazdy przedziat zawiera liczby

wymierne. Jego miara nie moze by¢ wigksza niz miara przedziatu [0, 1], czyli nie moze

3 Jesli rodzina przedzialéw (I;) pokrywa zbiér I; U I, U---U I, , to mozemy zastapié¢ przedzial
I, przedzialami 1,nI,, NI, ... I.NI, oczywiscie |INI;|+|IoNIe|+-+|(InNI)|<| Tt -
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by¢ wieksza niz 1. Mniejsza tez by¢ nie moze, bo

1=1[0,1]] < |(R\Q)N0, 1][+|QN[0,1]] = [(R\Q) N[0, 1]|+0 = [(R\Q)N[0,1]| . m

Stwierdzenie 10.19 (o gestosci dopelnienia zbioru miary 0)

Jedli |[A|=01ia<b,to (a,b)\A#D.

Dowdéd. Niech {I;: t € T} bedzie rodzing przedzialéow taka, ze Z|]t| <b—ai
teT

User It 2 A — taka rodzina istnieje, bo |A| = 0. Z banalnego stwierdzenia o dtugosci

przedziatu wynika, ze nie jest prawda, iz (J,cr It 2 [a,b]. Dow6d zostal zakoniczony. m

Uwaga 10.20 (o postaci otwartych podzbioréw prostej)

Jedli zbiér G jest suma rodziny przedzialow otwartych (byé moze nieprzeliczalnej), to
istnieje taki skonczony lub nie cigg parami roztacznych przedziatow otwartych Iy, Io, . .. |
ze G=1 UL U... Przedzialy I, I5,... nazywane sg sktadowymi zbioru G.
Dowéd. Niech p € G. Niech J, bedzie maksymalnym przedziatem zawierajacym
punkt p i zawartym w zbiorze G, tzn. J, jest sumg wszystkich przedziatéw otwar-
tych zawierajacych punkt p i zawartych w zbiorze G. Jasne jest, ze jesli p,q € G i
p # q to albo J, = J,, albo J,N J, = — suma przedzialéw o niepustym przecieciu
jest przedziatem. Rodzina {J,: p € G} jest co najwyzej przeliczalna, bowiem kazdy
z tych przedziatow zawiera liczbe wymierng, liczby przypisane réznym przedziatom sa
rozne, bo te przedzialy sa roztaczne, zatem przedzialdéw nie moze by¢ wiecej niz liczb
wymiernych, ktorych jest Ny. m

Stwierdzenie 10.21 (o mierze dopelnienia sumy przedzialéw)
Niech C' C [a,b] bedzie suma skonczonej lub przeliczalnej rodziny przedziatéw (nieko-
niecznie otwartych) i niech D = [a,b] \ C. Wtedy |C| + |D| = |[a,b]| =b—a.

Dowéd. Niech I, I5, I3, ... oznaczaja takie parami roztaczne przedziaty, ze zachodzi
wzor C =L Ul,UI3U..., . Niech C, =L ULUI3U---UI, i D, = [a,b]\ C,.
Zbior D, jest suma parami roztacznych przedziatow Jy, Jo, ..., J,,, , niektore moga by¢

jednopunktowe, m,, < n 4+ 1. Z banalnego stwierdzenia o dtugosci przedziatu wynika,
ze b—a = |Ii|+ L]+ -+ L[+ ||+ [ L]+ + [T, ], [Cul = [Li] + [ L]+ + | L],
|Dp| = |Ji| + |Jo| + -+ 4 |Jm, |- Wynika stad, ze dla kazdego n zachodzi réwnosé
b—a=|C,|+|D,|. Oczywiscie |C| = |I1| + |La] +--- = nlljgl@ |Cn| 1 D=, Dy, zatem

|D,,| = |D|. Mamy

b—a=|lab]| =|CUD|<|C|+|D|,

oraz

b—a= lim [|C,|+ |Dy|] = lim |C,| + lim |D,| = |C|+ lim |D,| >|C|+|D|.

n—o0 n—o0 n—oo n—oo

Udowodnili$my, ze |C|+ |D| > b—a > |C| + |D|. Dowdd zostal zakoniczony. m

Wypada w tym miejscu powiedzie¢, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe dla dowol-
nego zbioru C', ale dla wszystkich, ktore autor tekstu potrafi zdefiniowaé nie uzywajac
pewnika wyboru, jest prawdziwe. Szczegotami zajmiemy si¢ za niecaty rok, a moze juz
za 8 miesiecy.
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Nastepnych kilku twierdzen nie byto na wyktadzie, ale zamieszczam je, bo mam
nadzieje, ze niektérzy z Panstwa zechca je obejrze¢. Dowody sg przydtugie, ale wszyst-
ko zacznie wyglada¢ nieco lepiej w przyszltym roku, gdy zajmiemy si¢ nieco doktadniej
teorig miary.

Lemat 10.22 (o miarach sum i przecie¢ monotonicznych ciggéw zbioréw
majacych skonczenie wielu sktadowych)
Niech kazdy ze zbioréw By, Bs, ... bedzie sumg skonczenie wielu przedziatéw parami
roztacznych. Jesli B1 D B, D B3 D ... i |By| < o0, to !ﬂn Bn| = lim |B,|.
n—oo
Jesli By C B, C B3 C ..., to |, Bs| = lim |B,|.
n—oo
Dowéd. Zaczniemy od pierwszego przypadku. Kazda z réznic zbioréw B \ Bs,
By \ Bs, ... jest sumg skonczenie wielu parami roztgcznych przedzialéw, niektére

moga by¢ zdegenerowane do jednego punktu. Niech By \ By = L UL U --- U I},
By \ By = Iy 411 Ul 42U+~ Uly,, ... Przedzialy I, 15, ... sa oczywiScie parami roz-

taczne. Zachodzi rownos¢ By = (ﬂ;’il Bj> ULUlaU-- Ul Ul pq Ul poU..o

o0
wiec 0o > |Bi| = [LULU...| = Z|In] Poniewaz
n=1
[e.9]
B, = (ﬂBj> ULy, 41Ul 42U ULy Ul Ul g U~ =

j=n

= (ﬂBj) Ulp 1 Ul so U Ul Ul U 42U ...
j=1
wiec
1Bol < M52y Bi| + i1l + W yvol + -+ k| + Hin + L2l + -

o
Poniewaz oo > |Bi| > [LULU...| = Z\In|,
n=1

WiQC 11_>II1 |:|Ikn,1+1| + |Ikn,1+2| +---+ ’Ikn ’ + |Ikn+1 + ’Ikn+2’ +.. ] = (0 — reszta szeregu
zbieznego dazy do 0. Stad wynika, ze

[e.e]
Jim 15, < |7,
]:

o T (it sl o Ui |+ g+ gl | =

— ‘ﬂBj
j=1

Stad lim [B,[ < N2, Bl < lim |B,| i w koticu lim |B,| = N2, B;l.

j—o0

Zajmiemy si¢ drugim przypadkiem, chyba nie trudniejszym. Niech
Bi=LUILU---Uly, Bo\ By = I, ;1 U}, ;2 U---Ul,,
B3\ By = Ijy 1 U0 U Uy, , ...
Mamy wiec
U, B =LULU-- Ul Ul qUlyoU--- ULy, Ul U0 U U, UL
Stad i z twierdzenia o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej wynika, ze
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s 5.

= }[k2+1} + ‘[k2+2’ +-+ ’[k3| + :nh_{go [’h‘ + }[2‘ +--+ ‘Ikn” :nli_{go’Bn‘-l

= [ Ul o B B+ ] ] +

Twierdzenie 10.23 (o cigglosci miary zewnetrznej, staba wersja)
Jedli By D By D B3 O ... izbiory te sa otwarte (tzn. kazdy jest suma przedziatow

otwartych, by¢ moze nieskoficzenie wielu) i By C [a,b] , to lim |B,| = |2, By|.
n—oo

Dowéd. Niech ¢ > 0. Zbiér B; mozna przedstawi¢ jako sume co najwyzej przeli-
czalnie wielu przedzialéw otwartych parami roztacznych, jego sktadowych. Niech bedzie
By =15L,UlLyUIl3U....7Z poprzednio udowodnionych twierdzen wynika réwnosc¢
|B1| = [l11]|+|[12| + |13+ ... . Poniewaz |B;| < oo, wigc istnieje liczba naturalna ky
taka, ze |]1’k1+1| + ‘]1,k1+2| + |]1,k1+3| +--- < % . Niech G1 = 11’1 U ]1’2 UIl’g U--- Ullykl .
Zbiér GGy jest sumg skonczenie wielu przedziatow, G; C By i

1B\ G| = |Digys1 Ul gyro U T pggs U | = (g |+ [ Dogsel + [Topggs| - < 5
Zbior By NGy jest otwarty, zatem jest suma co najwyzej przeliczalnie wielu przedzia-
low otwartych parami roztacznych. Niech Bo NGy = I3 U Iy U I3 U ... . Poniewaz
00 > |By| = |Ioa| + |I22] + |23] + ..., wiec istnieje taka liczba naturalna ko, ze
Lo kot1] + 22| + [L2 k43| + - < §. Niech

G2:IQ’1UIQ’2UIQ’3U"'UIQ7]§2 - BgﬂGl.

Mamy wiec

|Bo\ Go| < |Ba\ Gi| 4+ [B2NG1\ G| < |Bi\Gi| +|[B2NGi]\ Go| < §+ ¢ =3e.
Nastepnie w taki sam sposob konstruujemy zbior Gz C Bs N Gy taki, ze

|B3\ G| < 3e+&=1e.
Otrzymujemy taki ciag zbiorow G; 2 G 2 G3 D ..., ze G, C B, oraz ‘Bn\Gn‘ <
(1— 2%)5, kazdy zbior G,, to suma skonczenie wielu przedziatow, wiec rowniez
|G| < |Bn| = |GnU B\ Gyl < |Gl +|Bn\ Gu| < |Gn| + (1 — 2%)8.
Wynika stad, ze
lim |G,| < lim |B,| < lim |G,|+¢.
n—oo n—oo n—oo
Poniewaz kazdy ze zbior6w Gi,Gs,... ma skonczenie wiele sktadowych, wiec (od-
powiedni lemat) |(G,| = lim |G,|. Z tego, ze VG, C (B, wynika nieréwnos¢:
n—oo
NG| € |NBy|. Poniewaz B; D (M By, wiec lim |B;| > | By|. Z tego wszystkiego
j—o0
wynika, ze
|NGu|=1lim |G, <|NBo| < lim |B,| < lim |G| +e=|NGu| +e < |NBa| +¢.
n—00 n—00 n—00

Wykazalismy, ze dla kazdej liczby ¢ > 0 zachodzi nieréwnos¢
N B,| < lim |B,| < |0 Ba| +¢.
n—oo

a to oznacza, ze | () B,| = lim |B,|. =
n—oo

Teraz mozemy juz sformutowaé twierdzenie opisujace funkcje catkowalne w sensie
Riemanna.
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Twierdzenie 10.24 (charakteryzujace calkowalno$é w sensie Riemanna)
Funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ograniczona i jej zbior punktow niecigglosci ma miare 0. m

Przed dowodem tego twierdzenia podamy warunek typu warunku Cauchy’ego dla
zbieznosci wystepujacej w definicji catki Riemanna i wykazemy, ze jest on konieczny
i dostateczny dla jej istnienia. Bedziemy potrzebowac kilku oznaczen i terminéw.

Definicja 10.25

a =20 < Ty < Ty <---< Ty 1<z, =0>, punkty zg,x,...,r, nazywamy weztami
podziatu przedziatu [a, b], najwieksza z liczb x1 —x¢, xo—x1,. .., 2, — T, 1 Nazywamy
srednicg podziatu;

m; =inf{f(t): =x;_1 <t<x;}, M;=sup{f(t): z;01 <t<x;};

liczba w; = M; — m; oscylacja funkcji f na przedziale [x;_i,x;];

liczba wy(z) = inf( sup f(¢)— inf f(¢)) nazywana jest oscylacja funkcji f w punk-

>0 [t—x|<6 [t—x|<é

suma Z M;(x; — x;_1) nazywana jest sumg gérng Darboux funkcji f;

suma Z m;(xz; — x;_1) nazywana jest suma dolng Darboux funkcji f. m
7j=1

Zauwazmy, ze jesli x; 1 < & < x;, to zachodza nieréwnosci
sup{f(t): @1 <t <o) (v —20) =
=sup{f(t): @i <t< @ (F—ai) +sup{f(t): zia <t<a}-(v—-1) 2>
>sup{f(t): @1 <t<Z}-(F—xig) +sup{f(t): T<t<a} (2 — 7).
Wykazalismy, ze jesli dodamy nowy wezet, to suma gérna nie zwigkszy si¢. Bardzo
proste rozumowanie indukcyjne przekonuje nas, ze zastgpienie podziatu
a=2x9g <21 <X <<y 1 <xy,=>b drobniejszym, tzn. dodanie nowych weztéw
do xg,xq,x9,...,Ty 1,2, zmniejsza goérng sume Darboux lub zachowuje jej wartos¢.
W podobny sposob stwierdzamy, ze rozdrabnianie podziatu sume dolng zwieksza lub
zachowuje. Wobec tego rozdrabnianie podziatu zmniejsza lub zachowuje oscylacje na
przedziale. Podsumujmy te rozwazania:

Lemat 10.26 (o sumach dolnych i gérnych)
Jesi a =20 <1 <+ < Ty 1 <Tpm=bbia=20<T1 < - <Tp1<ZTp=>0sa
dwoma podziatami przedziatu [a,b], to zachodzi nieréwnosé

m n
D il — dia) <Y M35 - 354),
i=1 j=1

gdzie m; = inf{f(t): &, <t< 2}, My =sup{f(t): Z;,01 <t<Zz;}, czyli kazda
dolna suma ma wartos¢ nie wigksza od kazdej sumy gornej, niezaleznie od podziatow.
Dowéd. Niech a = 29 < 21 < -+ < 231 < xp = b bedzie podzialem przedziatu
[a,b] wyznaczonym przez wszystkie punkty g < &; < -+ < &1 < &, oraz punkty
T < T <+ < Tp 1 <Tp, a=x9g<x1 << Tp_1 <Tp =0b jest wiec wspolnym
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rozdrobniem obu podziatéow. Z uwag poprzedzajacych dowodzony lemat wynika, ze
spelnione sg nieréwnosci (pomijamy oczywiste deﬁnicje m,, M,)

m k m
Zmz(@l —Z;q1) < Zmb( xr, —x,_1) oraz ZM ZM — Tj_1), CO
i=1 =1 i1

k k

w polaczeniu z oczywistg nierownoscig g m,(x, — x,_1) g M, (z, — x,—1) daje
=1 =1

teze. m

Nastepny warunek pelni wazna role w dowodach istnienia catki Riemanna: pozwa-
la on wykazywac jej istnienie bez wskazywania wartosci catki, podobnie jak warunek
Cauchy’ego w wypadku ciagoéw, szeregdw czy funkeji.

Warunek CICR (typu Cauchy’ego istnienia calki Riemanna)
Dla kazdej liczby € > 0 istnieja takie punkty a = 2o <21 <--- < xp_1 <x, =0, z€

g wj $]1<€.I

Twierdzenie 10.27 (o istnieniu catki Riemanna)

Funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi warunek CICR.

Dowéd. Jesli funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna, to dla kazdego € > 0
istnieje taka liczba 6 > 0, zejesli ;1 <t; <z;i0<z;j—x;1<ddlaj=1,2...,n

to zachodzi nier6wnosé ‘fabf(x) dz — Zf(tj)(xj — x;-1)| < £. Stad natychmiast

wynika, ze
’ - g . €
’ af(ﬂf)x—;mj(%—%l S3g! dx—ZM T;— x5 1) <§.
€
Wobec tego ij — T —‘ZM —Zj_1) ij —zj_1) <2.§<5’

zatem funkCJa f spetnia warunek CICR.
Zatozmy teraz, ze funkcja f spetnia warunek CICR. W niejawny sposob zaktada-
my tu, ze funkcja f jest ograniczona, bowiem wszystkie réznice, nieujemne na mocy

definicji, M7 — my, My — mo, ..., M, — m,musza by¢ skonczone dla dostatecznie
n

drobnego podziatu, bo Z(M] —m;)(x; — x;—1) < 1. Zachodza wtedy nieréwnosci
j=1

M= sup f(t)= max M;<oo i m= inf f({)= min m; > —o0.
te[a,b] J=12,...n te(a,b] j=1.2,...,n

Niech I bedzie kresem dolnym gérnych sum Darboux funkcji f dla wszystkich
podziatéw przedziatu [a, b]. Z warunku CICR wynika, ze I jest kresem gérnym dolnych
sum Darboux funkcji f. Wykazemy, ze liczba I jest catka Riemanna funkcji f.

Zalozmy, ze a = xg < v1 < -+ < Xp1 < ¥, = boraz r; ;1 < t; < x; 1 0<
i — 1w <0 dlai=1,2,...,n. Z lematu o sumach dolnych i gérnych wynika, ze

204



AM 1, czesé 10 Catka Riemanna Michat Krych

wtedy zachodza nieréwnosci

ij(xj — l’jfl) NS I g ZMj(xj — Sijl) oraz
j=1

N

Y omyley —xi) < Yty = x50) <Y Myl — 2500).

j=1 j=1 j=1
Jesli wiec § jest liczba dobrang do ¢ z warunku CIRC, to obie liczby I oraz suma
Z f(t:)(x; —xj_1) leza w przedziale [Z m;(z; — 1), Z M;(x;—xj_1)|, ktorego
j=1 j=1 j=1
dhugo$c¢ jest mniejsza od e, zatem

=3 ) = 2m0)
j=1

co konczy dowodd twierdzenia o istnieniu catki Riemanna. m

<e,

Dowéd twierdzenia charakteryzujacego catkowalno$é w sensie Riemanna.
Wiemy juz, ze jesli funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna, to jest ograniczona.
Trzeba jeszcze wykazaé, ze jej zbiér punktow niecigglosci ma miare 0. Zatdézmy, ze
Z?Zl w;(z; —xj_1) < €. Niech o(a) bedzie suma tych liczb z; — x;_;, dla ktérych
wj = . Zachodzi nieréwnosé¢ o - o(a) < 377 wi(x; — x5-1) < €, zatem o(a) < £.
Niech o,(«) oznacza sume dtugosci tych przedzialow z podziatu przedziatu [a, b]
na 2" réwnych podprzedziatow, na ktorych oscylacja funkeji f nie jest mniejsza niz «.
Z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze o, («) — 0. Stad natychmiast wynika, ze zbiér

punktéow z, dla ktérych wy(z) > o ma miare 0: wezlow wszystkich podziatéw prze-
dziatu [a,b] na 2" podprzedzialow, n = 1,2,... jest przeliczalnie wiele, wiec tworza
one zbiér miary 0. Inne punkty, w ktérych oscylacja nie jest mniejsza niz o znajduja sie
oczywiscie w przedziatach, ktérych suma dlugosci jest mniejsza niz o, (a) (m 0).

W ten spos6b udowodniliémy jedna implikacje.

Niech teraz f: [a,b] — R oznacza funkcje, C' — zbiér punktéw, w ktérych jest
ona ciagta, D = [a,b] \ C' — zbiér punktéw, w ktérych f jest nieciggta i niech dla
kazdego x € [a,b] bedzie speliona nieréwnosé¢ |f(z)] < M < +oo. Wykazemy, ze
jesli |D| = 0, to funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna. Mozemy oczywiscie
zaktadac, ze M > 0, bo jesli M = 0, to funkcja f jest tozsamosciowo réwna 0, wiec
jest oczywiscie catkowalna w sensie Riemanna.

Niech ¢ > 0. Dla kazdego x € C istnieje taka liczba d, > 0, ze jesli |t — x| <,
itelab], to|f(t)— flx)] < Tay - £ definicji zbioru miary 0 wynika, ze istnicjg

b—a
przedziaty Iy, I, ... takie, ze UIn DD Z|["| < 57 - Rozpatrywane przedziaty
n=1 n=1
I, I, ... moga by¢ domkniete, otwarto-domkniete, itp. Niech I, oznacza przedzial

otwarty, ktorego srodkiem jest srodek przedziatu I, i ktory jest dtuzszy od I, 0 55775 -

Oczywiscie I, D I,,, wiec Ufn ODi

n=1
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Sl =3 (1l + g ) = Dol + Y e < 557 + 7w = 11
n=1 n=1

n=1 n=1

Rodzina F = {(z — 6,24+ 6,): =z € C)}U{l,: n €N} sklada sie z przedziatow
otwartych, jej suma zawiera przedzial [a,b]. Wobec tego istnieje taka liczba A > 0,
ze kazdy przedzial [c,d] C [a,b] dlugosci < A jest zawarty w ktérym$ elemencie
rodziny F. Niech a = 2y < 21 < --- < x, = b bedzie podzialem przedziatu
[a,b] na przedzialy dlugosci < M. Niech Ng oznacza zbiér zlozony z tych nume-
réow j € {1,2,...,n}, dla ktérych istnieje taki punkt x(j) € C', ze zachodzi inkluzja
[z;_1,2;] C (ac(j) — Oz(5), 2(7) —1—51(]-)) , za§ Np — zbiér ztozony z numeréw pozostalych,
tj. takich, dla ktorych taki punkt x(j) nie istnieje, zatem istnie¢ musi taka liczba n(j),
2e [vj_1,2;] C Lo . Jasne jest, ze U Tj_1, %] U I,,, zatem

J€ND JEND

ZjEND HIJ—MIJH = UjEND [zj—1, 23] < 32, Ul < 157
Dla kazdego j zachodzi nieréwnos¢ M; — < 2M . Ma wigc miejsce nier6wnosé

2jeny Wil®s = @j1) < 2M E]END( —xj1) <2M - 5= 5.
Jesli |t —a| < 0., x € O, to [f(t) = f(x)] < o) . Stad Wymka zeJesh [t —z| <6, i

|s—x| <0y, to [f(t) = f(s)| < [f() = f@)|+[f(x) = f(s)| < 357 - Stad wnioskujemy,
ze dla j € N¢ zachodzi nier6wnos¢ M; —m; < 2(b—a) . Wobec tego.

3 wila; — 1)<L~Z(x-—xq)gL-(b—a):—

, ! - 2(b—a) - 7o 2(b—a)

JENc JeNc

Mozemy wiec napisac:

9 15
ij — Tj-1) Z%( — T 1)+ij(xj—xj_1)<§+§:g.

JEND JENC

Wykazalismy wiec, ze roznica miedzy suma gérng Darboux i suma dolng Darboux
funkcji f jest mniejsza od e, jesli tylko przedzial [a,b] zostal podzielony na dosta-
tecznie krotkie podprzedziaty, a to oznacza, ze funkcja spetnia warunek CICR, czyli ze
jest catkowalna w sensie Riemanna. m

7 twierdzenia charakteryzujacego funkcje catkowalne i tego, ze suma i iloczyn funk-
cji ograniczonych sg funkcjami ograniczonymi oraz z tego ze suma dwoch zbiorow
miary 0 jest zbiorem miary 0 wynika

Twierdzenie 10.28
Suma i iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna sg funkcjami catkowalnymi
w sensie Riemanna. m

Mamy rowniez tatwe do wykazania twierdzonka

Twierdzenie 10.29
cfabf(x) dr = fab cf(z)dz dla dowolnej liczby ¢ € R i funkeji f: [a,b] — R, ktora

jest catkowalna w sensie Riemanna.
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Dowéd. Wiedzac, ze calka istnieje mozemy rozpatrywaé podzialy przedziatu [a, b]
np. na n réwnych czesci i przyjac¢ t; = x;. Wtedy twierdzenie wynika z twierdzenia
o granicy ciggu pomnozonego przez liczbe c. m

Twierdzenie 10.30

f; (f(z) + g(z)) dz = f;f(x) dzr + fabg(x)x dla dowolnych funkcji f,g: [a,b] — R,
catkowalnych w sensie Riemanna.

Dowdéd. Calki istnieja, wiec mozemy rozpatrywaé np. podziat przedziatu [a,b] np.
na n rownych czesci i przyjac t; = x;. Twierdzenie wynika z twierdzenia o granicy
sumy ciggow. m

Twierdzenie 10.31

Jesli funkcje f,g: [a,b] — R sa catkowalne w sensie Riemanna i f(z) < g(z) dla
a<z<b,to fff(x)da: < f;g(x)dx

Dowdéd. Calki istnieja, wiec mozemy rozpatrywaé np. podziat przedziatu [a, b] np. na
n réownych czesci i przyjac t; = x;. Twierdzenie wynika z twierdzenia o nieréwnosciach
dla ciggdéw. m

Twierdzenie 10.32

Jedli funkcje f,g: [a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna i f(z) < g(x) dla
a<z<b, f;f(x) dz < fabg(x) dz, to miara zbioru {z € [a,b]: f(x) < g(z)} jest
liczba dodatnig.

Dowdéd. Jedli miara zbioru D = {z € [a,b]: f(z) < g(z)} jest réwna 0, to
dla kazdego przedziatu [c,d] zbiér [c,d] \ D jest niepusty, bo ma miare > d — ¢ —
wynika to z podaddytywnosci miary. Wobec tego w charakterze punktow t; wystgpic
moga punkty, w ktérych f(t;) = g(t;), czyli ze odpowiednie sumy Riemanna sg réwne
dla dowolnie drobnego podziatu przedziatu [a,b]. Stad wynika réwnoséé catek, whrew
zalozeniu. m

Twierdzenie 10.33
Jedli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna i a < ¢ < b, to jest
catkowalna w sensie Riemanna na obu przedziatach [a,c] i [c,b] 1 zachodzi réwnosé

b c b
Jo f@)x= [, fl@)dz+ [ f(z)dz.
Dowdd. Caltkowalno$é na podprzedziale wynika z catkowalno$ci na przedziale od
razu, réwnos$é fab f(z)de = [7 f(z)dz+ fcb f(z) dz wynika z tego, ze mozna rozwazac

tylko te podziaty przedziatu [a,b], w ktorych ¢ pojawia sie jako wezel. m
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Twierdzenie 10.34

Jesli f(x) < g(z) dla a < x < b i miara zbioru {z € [a,b]: f(x) < g(z)} jest
dodatnia, funkcje f,g: [a,b] — R sa catkowalne w sensie Riemanna, to zachodzi
nieréwnosé fff(a:) de < f:g(x) dx

Dowdéd. Niech D(f) oznacza zbiér punktéw nieciggltoéci funkeji f, D(g) — zbior
punktéw nieciagtosci funkeji g, za§ A zbiér tych punktéw z € [a,b], dla ktérych
f(z) < g(x). Zbiér A nie jest miary 0, a oba zbiory D(f) i D(g) sa miary 0. Zbi6r
A\ (D(f) U D(g)) nie jest miary 0, wiec jest mocy kontinuum®. Niech p bedzie
dowolnym punktem zbioru A\ (D(f)UD(g)U{a,b}). Mamy f(p) < g(p). Niech o, 3
beda takimi liczbami, ze f(p) < a < 8 < g(p). Obie funkcje f i g sa ciagte w punkcie
p, zatem istnieje taki przedzial [c,d] C [a,b] o $rodku w punkcie p, ze dla x € [c,d]
zachodzi nieréwnosé¢ f(z) < a < 8 < g(z). Mamy wiec

[P f@)de = [€ f(x) dx+fdf da:+fjf(a:)dx<f;f deta(d—e)+ [; f(z)dz <

<f g(x)dx+p5(d—c —i—fd gfacg(x)dx—i—fcdg( dx+fd dx—f g(x
co konczy dowdd. m

Twierdzenie 10.35
Jedli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, to funkcja |f| jest

J} fla)da| < [ 1f(@)] da

Dowéd. Catkowalnosé funkeji |f| wynika z catkowalnosci funkeji f, bo jesli f jest

catkowalna w sensie Riemanna i zachodzi nieréwnosé

ciagta w pewnym punkcie, to |f| tez, z ograniczonosci f ograniczonosé |f| wynika
natychmiast. Nieréwno$é wynika od razu z tego, ze —|f(z)| < f(z) < [f(z)| dla

kazdego x € [a,b], wiec —ff |f(x)|dr < fabf(x) < fab |f(x)

Twierdzenie 10.36

Jedli funkcja f: [a,b] — R jest monotoniczna, to jest calkowalna w sensie Riemanna.
Dowdéd. Funkcja monotoniczna na przedziale domknietym jest ograniczona, zbidr
punktéw, w ktorych jest nieciggla jest przeliczalny, zatem ma miare 0. m

Twierdzenie 10.37

Jezeli obydwie funkcje g, f: [a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna, a zbior
{z €la,b]: f(z)# g(x)} jest miary 0, to fabf(m) dz = f:g(x) dz

Dowéd. Wynika to natychmiast z tego, ze catki mozna potraktowaé jako granice
ciagébw sum Riemanna np. dla podzialéw na n réwnych czesci i tych samych punktéow
t1,t2,...,t, wybranych w ten sposéb, ze f(t;) =g(t;) dla j=1,2,...,n.m

4 Gdyby zbiér A\ (D(f) U D(g)) byt miary 0, to zbiér A bylby suma 3 zbioréw miary 0, wiec
zbiér A bylby miary 0.
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Twierdzenie 10.38 (o warto$ci $redniej)

Jesli f: [a,b] — R jest ciagla, ¢g: [a,b] — R — calkowalna w sensie Riemanna
i nieujemna, to istnieje liczba ¢ € [a, b] taka, ze fab f(x)g(x)x = f(c) f:g(as) dx
Dowéd. Niech m = inf{f(t): t € [a,b]}, M = sup{f(t): t € [a,0]}. Dla
kazdego x € [a,b] zachodzi wigc nieréwnosé mg(x) < f(x)g(z) < Mg(x). Wobec tego

/’ ch—/Vw I<AUWMWMx<LUMWMw:MLZWMx

Jesli f;g(az) dz = 0, to przyjmujemy np. ¢ = 3(a + b). edli f g(z)dzr # 0, czyli
Jy f(2)g(z) dz
f: g(x)dz
wlasnosé Darboux jako ciagta, wiec istnieje taka liczba ¢ € [a, b], Zze zachodzi réwnosé

ff g(x)dx > 0, to otrzymujemy m < < M, a poniewaz funkcja f ma

fle) = fffgﬁ Dowdéd zostal zakonczony. m

Latwo mozna zauwazy¢, ze w przypadku tej wersji twierdzenia o wartodci sredniej
nie da sie ominaé¢ zatozenia ciaglosci funkcji f — inaczej niz w wersji z poprzedniej
czedel tego tekstu, gdzie wlasno$é Darboux i tak byla (pochodna, jesli istnieje w kaz-
dym punkcie przedzialu, ma wtasno$¢ Darboux). Funkcja catkowalna w sensie Rie-
manna wtasnosci Darboux mie¢ nie musi, np. funkcja monotoniczna, ktéra ma punkt
nieciagtosci.

Niech f: [a,b] — R bedzie catkowalna w sensie Riemanna. Niech F(z) = [ f(t)

Twierdzenie 10.39 (o ciaglosci i ré6zniczkowalnodci catki)
Funkcja F' spelnia warunek Lipschitza na przedziale [a,b]. Jedli funkcja f jest ciagla
w punkcie p € [a,b], to funkcja F' ma pochodna w punkcie p i zachodzi réwnosé
F'(p) = f(p)-
Dowéd. Funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b]. Niech M > 0 bedzie taka
liczba, ze |f( )| < M dla kazdego x € [a,b]. Niech a < z <y < b. Mamy
|F(y) — F(z)| = | [ fit)yde — [T f@)dt| = |7 f(t)dt| <

< JP1FO)1de < [ Mdt = My — ).
Musimy jeszcze wykazad, ze funkcja F' jest rozniczkowalna w punktach ciggtosci funk-
cji f. Zatézmy, ze p<b 0<h<b—p. Mamy

E@+ ) = F@) = )] = |4 F@ - o) = 3 (10 - £0)) dt| <
<HET o —swli< s |10 - 10)| 0

Ostatnia réwnosé (chodzi o granice, znaku = nie ma, ale jest strzatka, ktéra go zaste-
puje ) wynika z ciaglodci funkeji f w punkcie p, to jedyny moment, w ktérym ciggtosé
jest wykorzystywana. WykazaliSmy, ze f(p) jest prawostronng pochodng funkcji F'
w punkcie p. W taki sam sposéb wykazaé¢ mozna, ze jest to réwniez pochodna lewo-
stronna, gdy a < p. Dowdd zostat zakonczony. m

Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze funkcja ciggla na przedziale jest po-
chodng pewnej funkcji rozniczkowalnej, tym razem to nie szkic dowodu, lecz doktadne
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rozumowanie. Przy okazji okazuje sie, ze w przypadku funkcji ciggtych oba podejscia
do catkowania daja ten sam wynik: catka Riemanna réwna jest roznicy wartosci funkeji
pierwotnej. Pozwala to znajdowac liczne catki Riemanna. Podkresli¢ jednak wypada, ze
istnieja funkcje rézniczkowalne, ktorych pochodne sg niecatkowalne w sensie Riemanna
i oczywiscie funkcje, ktore sa catkowalne w sensie Riemanna i nie majg wtasnosci przyj-
mowania wartosci posrednich, wigec nie maja funkcji pierwotnych. Jesli funkcja f jest

catkowalna w sensie Riemanna i ma funkcje pierwotng F', to catka ff f(x)dz réwna
jest roznicy wartosci funkcji pierwotnej na koncach przedziatu. Wynika to tatwo z twier-

dzenia o wartosci sredniej:
n

F(b) = F(a) = (F(z;) = F(zj_1)) = > F'(tj)(x; — zjm1) = > ft)) (@ — zj-1).
j=1 j=1 J=1

Ostatnia suma jest bliska calce Riemanna funkcji f, bo zatozylismy, ze ta funkcja jest
catkowalna w sensie Riemanna. Dodajmy jeszcze, bez dowodu, ze funkcja spetniajaca
warunek Lipschitza jest rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie, tj. zbiér punktow
nierézniczkowalnosci funkeji lipschitzowskiej jest miary 0, ale to twierdzenie dosy¢ da-
leko wykracza poza program wyktadu z analizy dla pierwszego roku.

Twierdzenie 10.40 (o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami cigglymi)
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby
e > 0 istnieje taka funkcja ciagla g: [a,b] — R, ze

J @) =g(@)lde <c i inf f() < inf g(t) < sup g(t) < sup f(1). (PFC)

t€la,b] t€lab te[a,b] tefa,b]
Jedli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja $cisle monotoniczna g,
dla ktérej spetniona jest powyzsza nieréwnosé (PFC).
Dowdd.
Niech a = 2y < 1 < 9 < --+ < x, = b bedzie tak drobnym rozbiciem przedziatu

la,b], ze fabf(:v) dx — Z?:l f(t)(xz; —xj_1)| < § dla dowolnego wyboru punktow

t; € [rj_1,z;] iniech M = sup |f(t)|. Mozemy zatozy¢, ze M > 0, dla funkcji zerowej
t€la,b]

twierdzenie jest oczywiste. Niech 6 > 0 bedzie taka liczba, ze 4(n — 1)M§ < ¢ oraz
30 <xj—x;_; dla j =1,2,...n. Niech P; oznacza przedzial domknigty o $rodku z;,
j=1,2...,n—11idlugosci 6. Niech I, I5, ..., I, beda kolejnymi przedzialami,
z ktérych sklada sie zbior [a,b]\ (P1UP,U---UP,_1). Niech g bedzie funkcjg okres-
lona na przedziale [a, b], ktora

(1) jest ciagta,

(2) we wszystkich punktach przedziatu I; przyjmuje wartos¢ m;,

(3) jest postaci ax + b na kazdym przedziale Py, Py, ..., P, 1.

Jest jasne, ze na kazdym z przedziatow I, Iy, ..., I, spelniona jest nieréwnos¢
f(z) = g(z), na przedziatach P, Py, ..., P,_y — nieréwnos¢ |f(x) — g(z)| < 2M.
Mamy wiec
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n

<> fabf(x) dx—ij(:L‘j—xjfl) = fojil (f(z)—m;) dz > Zf[j (f(z)—m;) dz =

Jj=1

=S, (@) = g@) de = S [ [7() - o) da
=1 =1
— jedli I = [, 4], to definiujemy: [, h(x)dz = ff h(z)dz.
n—1
Mamy tez Z ij |f(z) — g(z)|dz < 2M(n — 1)§ < £. Z dwu ostatnich nieréwnosci
j=1

iz tego, ze
Sl @) —g@)|dz = [, [f(@) = g(x)|dz + [, | f(@) = g(z)| dz+ [, |f(z) — g(x)| dz+
+fp2 ‘f(x)—g(ac)|dx—i—...—i—flpw1 ‘f(x)—g(x)|dx—|—fln ’f(a:)—g(x)‘dx:

=S 10— gl o+ 3, 17G0) — ] e < 5 4 5 =

wynika pierwsza czeSé¢ tezy. Z konstrukeji wynika natychmiast, ze wszystkie wartosci
funkcji g znajduja sie miedzy kresami funkcji f. Jest réwniez jasne, ze jesli f jest
funkcja monotoniczng, to réwniez g jest funkcja monotoniczna.

Wykazemy jeszcze, ze jesli funkcja f jest niemalejaca i nie jest stata, to mozna
znalez¢ funkcje scile rosnaca ¢ spetniajaca nieréwnosci (PFC). W dalszej czesci ro-
zumowania ¢ oznacza funkcje, ktora skonstruowaliSmy poprzednio. Poniewaz f nie
jest stata, wiec dla dostatecznie matych ¢ funkcja g réwniez nie jest stata. Niech
¢ € [a,b] bedzie takim punktem, ze g(a) < g(c) < g(b). Niech 0 < k& < 1 i niech
gi(x) = k(k(z — ¢) + g(c)) + (1 — k)g(z) . Mamy wiec

|9(7) = g(2)| = k[k(z = ¢) + g(c) — g(2)| <h(b—a+2M) —0,

oraz  gp(b) = k(k(b —c) + g(c)) + (1 — k)g(b) = g(b) + k[k(b — ) — (9(b) — g(c))] .
Z ostatniej réwnosci i z tego, ze g(b) > g(c) wynika, ze dla k dostatecznie bliskich 0
zachodzi nieréwnosé¢ gi(b) < ¢(b). Analogicznie

(@) = k(k(a — ) + 9(e)) + (1~ Klg(a) = a(a) + k((9(0) — 9(@) — k(e - ).
Wynika stad, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi nieréwnos$é¢ gi(a) > g(a). Wo-
bec tego dla kazdego x € [a,b] zachodzi nier6wnosé

9(a) < gr(a) < gr(x) < gr(b) < g(b).
Funkcja gy jest $cisle rosnaca, bo jest suma funkeji niemalejacej (1—k)g i $cisle rosnacej
k(k(z — ¢) + g(c)) . Ta obserwacja kofczy dowdd. m
Wygtadzimy uzyskana funkcje.
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Twierdzenie 10.41 (o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami gtadkimi)

Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby
e > 0 istnieje taka funkcja g: [a,b] — R klasy C' (réwniez klasy C*, a nawet
wielomian), ze

Ji1f@) = g(@)lde <c i inf f(t) < inf g(t) < sup g(t) < sup f(1). (PFG)

t€la,b] t€la,b] te[a,b] t€la,b]

Jesli f jest monotoniczna, ale nie jest stata, to istnieje funkcja $cisle monotoniczna g,
dla ktérej speliona jest powyzsza nier6wnosé (PFG).

Dowdd. Wskazemy jedynie miejsce, w ktérym nalezy nieco zmieni¢ poprzedni do-
wod, by uzyskaé funkcje klasy C!. Zauwazmy, ze jesli

322 =22 dla0 <z <1,
o) =140 dla z < 0,
1 dlaz >1

to ¢ jest funkcja klasy C', $cidle rosnaca na przedziale [0,1], bowiem dla 0 < z < 1
zachodzi nier6wno$é¢ ¢'(x) = 6z(1 —x) > 0. Niech ¢ < d i C # D beda czterema

T—cC
d—c

¢ jest klasy C', wiec funkcja ¢ réwniez jest klasy C'. Zachodzg oczywiste wzory
¥(c) = C oraz ¥(d) = D. Funkcja 1 jest Scile rosnaca na przedziale [c,d], gdy C' < D
i $cisle malejaca w przeciwnym przypadku. W dowodzie twierdzenia o przyblizaniu

dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Niech ¢ (x) = C+(D—-C )4,0( ) . Poniewaz funkcja

funkcji catkowalnych ciggtymi zastepujemy funkcje postaci ax + b funkcjami typu ¢,
co czyni konstruowana tam funkcje ¢ funkcja klasy C*. Jest ona monotoniczna, gdy f
jest monotoniczna. Konstruowana dalej funkcja g réwniez jest klasy C*. Jej pochodna
g, jest dodatnia (Scile!) na przedziale [a,b]. Dla kazdej liczby n > 0 istnieje wiec
wielomian v taki, ze |gp(x) — v(z)] < n dla kazdego = € [a,b]. Niech w bedzie
takim wielomianem, ze w(a) = gi(a) i w'(x) = v(z) dla kazdego z. Jasne jest, ze
lgk(x) —w(z)| < n(x—a) <n(b—a) dla kazdego x € (a,b]. Oczywiscie w jest funkcja
Scisle rosnaca dla dostatecznie matych n, bo v(z) > 0 dla takich 5. Jasne jest tez,
ze jesli € > 0, to konstrukcja pozwala zdefiniowa¢ wielomian w w taki sposob, by
[P1f(z) —w(x)|de <c. m

Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami ciggtymi pozwoli nam
w przysztosci na przeprowadzanie dowodéw w przypadku funkcji cigglych, a nastep-
nie na ogolniejsze wnioski. Przyklady pojawig sie wkrotce. Liczbe f: |f(z) — g(z)|dx
mozna traktowac¢ jako odlegltos¢ miedzy funkcjami catkowalnymi f i ¢g. Z formalnego
punktu widzenia nie jest to najwtasciwsze ze wzgledu na to, ze catka z réznicy funkcji
przyjmujacych te same wartosci poza zbiorem miary 0 rowna jest 0, wiec nalezatoby
najpierw wprowadzi¢ relacje réwnowaznosci: dwie funkcje sg réwnowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér tych punktow, w ktorych przyjmuja one rézne wartosci ma miare 0.
Oznacza to, ze z takiego punktu widzenia funkcje réznigce si¢ np. tylko w punktach
wymiernych pewnego przedziatu sa ta samg funkcjg. Po przyjeciu takiej umowy liczba
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f; |f(z) — g(z)|dx moze pemié role odlegtodci. Twierdzenie o przyblizaniu funkcji
catkowalnych ciaglymi méwi, ze zbiér funkcji ciagltych jest gesty w zbiorze funkcji cat-
kowalnych. Stwierdzenie to w pewnym sensie przypomina twierdzenie o gestosci liczb
wymiernych w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych (w kazdym przedziale znajduje
sie nieskonczenie wiele liczb wymiernych!).

Lemat 10.42 (o szacowaniu calki)

Niech f: [a,b] — R bedzie taka funkcja catkowalna w sensie Riemanna, ze dla kazdego
x € [a,b] zachodzi |f(z)] < M. Zaléimy, ze |{x € [a,b]: |f(z)| > e}| < . Pray
tych zatozeniach

b
/ |f(z)|x < Mo+¢e(b—a).

Dowéd. Zalézmy, ze a = z9g < 1 < -+ < Tp_1 < x, = b jest na tyle drob-
nym podzialem przedziatu [a,b], ze suma Riemanna z nim zwiazana przybliza catke

b
/ |f(x)| dz z bledem mniejszym niz n > 0. Niech |f(¢;)| < ¢, jedli tylko w przedziale

[z;_1,%;] znajduje sie taki punkt ¢;. Jedli musieliSmy wybraé t; tak, ze |f(t;)| > e,
to mamy |f(t)| > ¢ dla kazdego ¢ € [r;_1,x;]. Wobec tego suma dlugosci tych prze-
dzialéw jest < § a suma pozostalych jest < b — a. Stad wynika, ze fab |f(x)|de <
M6+ (b —a). Dowdd zostal zakonczony. m

Definicja jednostajnej zbieznosci znajduje sie w rozdziale ciagi i szeregi funkcyjne,
zbieznos¢ punktowa i jednostajna, twierdzenie Arzeli — Ascoliego. Sa tam tez omowie-
nia podstawowych wtasnosci tych poje¢. Mozna odtozy¢ lekture nastepnego twierdzenia
na pézniej, albo zapoznac sie z definicjami juz teraz.

Twierdzenie 10.43 (o calkowalno$ci granicy jedn. zbiez. ciaggu funkcyjnego)
Jedli kazda z funkcji fi, fao, ...jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, b]
i f, — f,torowniez funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna i zachodzi réwnosc¢

b b
a a

Dowéd. Niech D,, bedzie zbiorem punktéw nieciagtosci funkcji f,, . Jego miarg jest 0,

bo funkcja f, jest catkowalna w sensie Riemanna. Wobec tego zbior U D,, jest tez
n=1
miary 0 jako suma przeliczalnej rodziny zbior6w miary 0. Jesli p € [a,b] \ D, to
wszystkie funkcje fi, fo,...sa ciagle w punkcie p, zatem — na mocy twierdzenia
o ciggtodci granicy jednostajnie zbieznego ciggu funkcyjnego — funkcja f réwniez jest
ciagla w tym punkcie. Ciag (f,) spehia jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem dla
dostatecznie duzych liczb naturalnych k, n zachodzi nier6wnosé |f,(x) — fe(z)| < 1,
wobec tego 1 > nll_}l’glo |fu(z) = fe(x)| = |f(x) — fr(x)|. Poniewaz funkcja fi jest catko-

walna w sensie Riemanna, wiec jest ograniczona. Wobec tego réwniez funkcja f jest
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ograniczona: |f(z)| < |fr(z)|+1. Wykazalismy wiec, ze funkcja f jest ograniczona oraz
ze jej zbior punktéw nieciagtosci ma miare 0, wiec jest catkowalna w sensie Riemanna.

Niech ¢ bedzie liczbg dodatnig. Niech m bedzie tak duza liczbg naturalng, ze
|fm(2) = f(x)| < 5= dlakazdego x € [a,b]. Wobec tego na mocy lematu o oszacowaniu
calki zastosowanego do funkcji f,, — f mamy

2 Fa)de = [2 fulo] < S 15 @) = @) x < b= a) 55 =c.m

Przechodzenie do granicy pod znakiem catki jest wazne w wielu sytuacjach. Podamy
jeszcze jedno twierdzenie, ktére w ogdlniejszej wersji nazywane jest twierdzeniem Le-
besgue’a.

Twierdzenie 10.44 (o zbiezno$ci zmajoryzowanej) (poza programem AMI)

Zatozmy, ze funkcje f, fi1, fa,... okreslone na przedziale [a,b] sa catkowalne w sen-
sie Riemanna oraz ze f(z) = lim f,(z) dla = € [a,b] \ S, |S| = 0 i ze istnieje
n—oo

taka liczba M > 0, ze dla kazdej liczby «x € [a,b] zachodza wszystkie nieréwnosci

M > |f($)|7 |f1($)|, |f2(x)|, ... Wtedy
2 fa)x = lim [? fu(z)da
n—0o0
Dowdéd. Niech D bedzie zbiorem ztozonym ze wszystkich punktéow, w ktorych co

najmniej jedna z funkcji f, f1, fo,... jest nieciggla oraz z tych punktéw x, dla ktérych
nie jest prawda, ze lim f,(z) = f(z). Zbiér D jest suma przeliczalnie wielu zbio-
n—o0

réow miary 0, wigc |D| = 0. Niech C' = [a,b] \ D. Niech € > 0. Definiujemy zbiory
A, ={x € C:  Fpnlfelx)— f(z)| > ) } Niech B; O By O B3 O ... beda takimi
zbiorami, ze A, C B, dla n = 1,2,..., B, jest zbiorem otwartym, tzn. jest sum@
przedzialéw otwartych i je$li x € B, to istnieje k > n takie, ze |fp(z) — f(2)| > 3 SICa)]
. Zbiory A, mozna powiekszy¢ do zbioréw B, , bo funkcje f, fi, fo,... sa c1@gie w
kazdym punkcie zbioru C', a nieréowno$¢ wystepujaca w definicji zbioru A, jest ostra
(wiec jesli jest spelniona w jakims$ punkcie z, to réwniez we wszystkich punktach do-
statecznie krotkiego przedziatu o $rodku w punkcie z). Niech B = ()2, B, . Jasne
jest, ze jesli x € B, to dla nieskonczenie wielu numeréw n € N zachodzi nierow-
no$¢ |fn(x) — f(z)| > oa) - Stad wynika, ze jesli x € B, to NIE jest prawda, ze

lim f,(x) = f(z). Wobec tego |B| = 0. Z twierdzenia o ciagtosci miary zewnetrz-

n—oo

nej Wynika, ze lim |B,| = 0. Istnieje wiec taka liczba n. € N, ze jesli n > n., to
n—00

|Bn| < 337 Stoqu@c lemat o oszacowaniu calki stwierdzamy, ze

I (fnfC — f@) da| < [} [fal2) = f(2)|dz < 2M - 5 + i - (b—a) = <.
Z, definicji granicy ciggu wynika wiec, ze lim | ff folx) — f(x) dx’ = 0. Stad od razu
n—oo

wnioskujemy, ze lim fab fo(z)dz = fab f(x)dx. Dowdd zostal zakonczony. m
n—o0

Zadanie: Niech f,: [a,b] — R i niech f(z) = lim f,(z) dla = € [a,0] \ D,
n—oo
|D| = 0. Niech f, f1, f,... beda funkcjami ciagtymi w kazdym punkcie z € [a,b]\ D.
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Udowodni¢, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje zbiér C. taki, ze [[a,b] \ C:| < €
i f, = f na C..

Zadanie:  Niech a(x) = e /P02 dla 2 € (0,1) oraz a(zr) = 0 dla = ¢ (0,1).
Dowies¢, ze funkcja « jest klasy C°°. Niech S bedzie funkcja pierwotna funkcji o.
Wykazad, ze istnieja state ¢; € R i ¢y > 0 takie, ze ¢; +cof(x) = 0 dla kazdego = < 0
i ¢ +cf(x) =1 dla kazdego = > 1.
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