Funkcje rézniczkowalne
Tekst poprawiony 8 lipca 2025

Definicja 8.1 (pochodnej)
Zatozmy, ze funkcja f jest okreslona w dziedzinie zawierajacej przedzial otwarty o

srodku p oraz ze istnieje granica }llimw . Granice te nazywamy pochodng funk-

—0
cji f w punkcie p i oznaczamy symbolem f’(p) lub %(p). Jesli pochodna jest skon-
czona, to mowimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p. Funkcje liniowa
przypisujaca liczbie h liczbe f'(p)h nazywamy rézniczka funkeji f w punkcie p i ozna-
czamy symbolem df(p), a wartos¢ tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy przez
df (p)(h) Tub df (p)h. m

Definicja 8.2 (prostej stycznej do wykresu funkcji)
Zatézmy, ze funkcja f ma pochodna w punkcie p oraz ze jest ciggla w punkcie p.!
Jesli pochodna f’(p) jest skorficzona, to méwimy, Ze prosta styczna do wykresu funkeji
f w punkcie (p, f(p)) jest prosta, ktérej wspotezynnik kierunkowy jest réwny f/(p)
przechodzaca przez punkt (p, f(p)). Jesli f'(p) = +oo, to méwimy, ze styczna do
wykresu w punkcie (p, f(p)) jest prosta pionowa przechodzaca przez ten punkt, czyli
prosta o rOwnaniu z =p. ®

Jest jasne, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to prosta styczna
do wykresu tej funkcji w punkcie (p, f(p)) ma réwnanie y =f'(p)(x —p)+ f(p). Poz-
niej przekonamy sie, ze proby przenoszenia definicji stycznej do okregu na przypadek
stycznej do wykresu funkcji nie maja wiekszego sensu, bo prowadzg do wynikow nie-
zgodnych z intuicja. Motywy wprowadzenia podanej przez nas definicji sa nastepujace.
Jesli |h| # 0 jest nieduza liczba, to wspoétezynnik kierunkowy prostej przechodza-
cej przez punkty (p, f(p)) oraz (p+ h, f(p + h)) jest réwny ilorazowi réznicowemu

w, ktéry jest w przyblizeniu réwny f’(p). Prosta styczna jest wiec ,granica

prostych” przechodzacych przez punkt (p, f(p)) i jeszcze jeden punkt wykresu lezacy
blisko wymienionego. Nie zamierzamy tu precyzowa¢ pojecia ,granicy prostych”, bo
uzywamy go jedynie w tym miejscu i to jedynie w celu wyjasnienia, skad sie taka de-
finicja stycznej bierze. Mowiac jeszcze mniej doktadnie: prosta styczna ma przylegac
mozliwie scisle do wykresu w poblizu punktu (p, f(p)), daleko od tego punktu wykres
i styczna mogg si¢ rozchodzi¢. Podamy teraz kilka przyktadow.

Przyktad 8.3 Niech f(z) = az +b. W tym przypadku iloraz réznicowy funkcji:
fo+h)—f(p) _ alpth)—ap

h h
pochodna funkcji liniowej ax + b jest réwna a. Z tego wynika, ze prosta styczna do

= a jest niezalezny od h, zreszta rowniez od p. Wobec tego

prostej y = ax-+b jest ona sama, co nie powinno dziwi¢, bo ona sama do siebie przylega
najlepiej ze wszystkich prostych. Czesto stosowany jest zapis (ax +b) =a. ®

! Wykazemy pézniej, ze jedli pochodna f’(p) funkcji f w punkcie p jest skoficzona, czyli ze f
jest rézniczkowalna w punkcie p, to funkcja f jest ciggta w punkcie p, wiec w tym przypadku
nie ma potrzeby dodatkowo zaktadaé ciaglosci funkcji w punkcie p.
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: 2 ' . floth)—f(p) _
Przyktad 8.4 Niech f(z) = 2? iniech p € R. Bez trudu stwierdzamy, ze Z5=—-F =

=2p+h ﬁ 2p, co oznacza, ze pochodng funkcji f w punkcie p jest 2p. Zwykle pi-
_>

szemy (x?)" = 2x. Poniewaz f’(0) = 0, wigc styczna do wykresu tej funkcji w punkcie

(0,0) jest pozioma. Jesli natomiast p = 10, to wspdtezynnik kierunkowy stycznej do

wykresu jest réwny 20, wiec styczna w punkcie (10,100) jest prawie pionowa. ®

Przyktad 8.5 Niech f(z) = x*. Mamy w = 3p? + 3ph + h2ﬁ>3p2, co
oznacza, ze pochodng funkcji f w punkcie p jest 3p?, tzn. (p®) = 3p%. I tym razem
f(0) =0, wiec styczna do wykresu funkcji f w punkcie (0, £(0)) = (0,0) jest pozioma.
Jednak w tym przypadku wykres nie lezy po jednej stronie stycznej, lecz przechodzi
z jednej strony tej prostej na druga. Pochodna jest dodatnia z jednym wyjatkiem:
f/(0) = 0. Bez trudu mozna stwierdzi¢, ze styczna do wykresu tej funkcji w kazdym
punkcie, z wyjatkiem punktu (0,0), przecina wykres w jeszcze jednym punkcie?, wiec
rowniez w tym przypadku nie jest prawda, ze styczna ma z wykresem funkcji doktadnie
jeden punkt wspélny. m

Przyktad 8.6 Teraz zajmiemy sie funkcja f(x) = |z|. Jesi p > 0 i |h| <p, to
fpth)—fp) _ pth—p _ 1
h h

= 1, co oznacza, ze pochodng funkcji f w punkcie p
—

jest 1. W taki sam sposéb pokaza¢ mozna, ze f'(p) = —1 dla kazdej liczby p < 0.
Pozostal jeszcze jeden przypadek do rozwazenia, mianowicie p = 0. Jesli h > 0,

to LLH=IO — 1§ wobec tego lim [O0+N=-JO) — 1 Analogicznie stwierdzamy, ze
h z—0F h

lim w = —1. Z tych dwu réwnosci wynika od razu, ze nie istnieje granica

z—0~

lir% w, czyli ze funkcja |z| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaz jest ciagla

T—

— ma ona w tym punkcie pochodne jednostronne, ale sa one rézne. Na wykresie funkcji

jest to widoczne, w punkcie (0,0) wykres sie zatamuje, mozna powiedzieé, ze wykres ma

w tym punkcie ,ostrze”. Zauwazmy, ze rezultaty tych rozwazan mozna opisa¢ wzorem
r— lal

(J)) =7 . =

Przyktad 8.7 Podamy teraz przyktad swiadczacy o tym, ze istniejg funkcje ciagte,
ktore przynajmniej w niektérych punktach nie maja pochodnych jednostronnych. Tym
studentom, ktorych te przyktady mecza, zalecamy pominiecie tego punktu w pierwszym
czytaniu i powrot do niego pozniej. Warto tez sprobowaé  sporzadzic
szkic wykresu funkcji, co moze utatwié¢ zrozumienie sytuacji. Przechodzimy do szcze-
gotow. Niech f(z) = zsinl dla o # 0 oraz f(0) = 0. Z oczywistej nieréwnosci

|f(z)| < |z| wynika, ze liH(l] f(z) = 0 = f(0), a to znaczy, ze funkcja f jest cia-
z—>

gta w punkcie 0. Ciagtos¢ w innych punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdze-
nia o operacjach na funkcjach cigglych i twierdzenia o ciggtosci ztozenia dwu funkcji.
7 twierdzen, ktére udowodnimy niedtugo wyniknie, ze funkcja ta ma pochodng skon-
czong w kazdym punkcie z wyjatkiem punktu 0. Wykazemy teraz, ze funkcja ta nie

2 Czytelnik zechce sprawdzi¢ w jakim, to pomaga w zrozumieniu tekstu!

110



AM 1, czesé 8 Funkcje rozniczkowalne Michat Krych

ma pochodnej w punkcie 0, dokladniej, ze w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej

prawostronnej. Jesli h > 0, to w

ta nie ma granicy prawostronnej: f (

= sin % Wykazalismy wczesniej, ze funkcja

1
2nm

) = (0 oraz f(m) = 1. Widzimy, wiec

ze dla kazdej liczby naturalnej n punkt (ﬁ,O) lezy na wykresie funkcji, co ozna-

cza, ze styczna do wykresu funkcji w punkcie (0,0) powinna by¢ pozioma o$ uktadu

1 1 .
2nm+m /27 2n71'+7r/2) lezy

na wykresie funkcji, wiec styczng powinna by¢ prosta, na ktorej te punkty lezg, czyli

wspotrzednych. Jednakze dla kazdej liczby naturalnej n punkt (

prosta o rOwnaniu y = x — styczng ma by¢ prosta najdoktadniej ,przylegajaca” do
wykresu. Podobnie mozna uzasadniaé, ze styczna do wykresu tej funkcji w punkcie
(0,0) powinna by¢ prosta o réwnaniu y = kx, gdzie k jest dowolna liczba z przedziatu

[—1,1] — na kazdej takiej prostej znajduja sie punkty lezace na wykresie funkcji f,
tworzace ciagg zbiezny do 0. Mozna powiedzie¢, ze wykres funkcji x sini oscyluje mie-

dzy prostymi y = x oraz y = —x i do zadnej z nich, ani do zadnej lezacej w kacie
przez nie wyznaczonym, nie ,przylega”, wiec nie istnieje styczna do wykresu w punk-

cie (0,0). m

Przyktad 8.8 Obliczymy teraz pochodna funkcji wyktadniczej. Niech f(z) = e®.

= e"lim ehT_l = e”. Wobec tego pochodna w punk-
h—0

cie z, funkcji wyktadniczej o podstawie e, jest liczba e”, czyli (¢*) =¢e* . m

h_ex

., . . T+
Przypomnie¢ wypada, ze lim “—=%
h—0

Przyktad 8.9 Nastepna bardzo waznag funkcja jest logarytm naturalny. Znajdziemy
jej pochodna. Niech f(z) = Inz dla kazdej liczby dodatniej x. Przypomnijmy, ze
In(1+4=x)

lin% ——— =1 — wzdr ten wykazalismy poprzednio. Mamy wigc dla x > 0 nastepujaca
T—

réwnosé?:

%ﬂw = }1&&1}% . i =1- % = % . Zmaczy to, ze pochodna logarytmu
naturalnego w punkcie x jest liczba % , czyli (Inzx) = i |

Przyktad 8.10 Ostatnia z krétkiego cyklu ,najwazniejszych” funkcji elementarnych

jest sinus. Przypomnijmy, ze lim £ =1 — ta rownos¢ zostata wykazana poprzednio.
T—

0 x
Z niej wynika, ze
. . o h h .
lim sm(x+l}zl)—s1nx — lim 251115025(3:4-5) — lim s1n}$h2/2)
h—0 h—0 h—0 /
Udato sie wiec nam wykazaé, ze pochodng funkcji sinus w punkcie x jest liczba cosz,

-cos(z + L) = cosz.

czyli ze zachodzi wzér (sinz) = cosz. ®

Nastepne wzory wyprowadzimy po podaniu regut, wedtug ktorych obliczane sg po-
chodne. Nie bedziemy w tym przypadku zajmowac si¢ pochodnymi nieskonczonymi,
bowiem w zastosowaniach bedg nam potrzebne na ogét pochodne skonczone, ale za-
checamy studentéw do samodzielnego sformutowania zatozen odpowiednich twierdzen
w przypadku funkcji, ktérych pochodne nie sg skonczone.

3 Przypomnijmy, ze In(z +h) —Inz = In % =1In(1+ g)
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Twierdzenie 8.11 (o ciaglosci funkcji rézniczkowalnej)

Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie p, to jest w tym punkcie ciagta.
Dowéd.

}Cig;f(@=f(p)+,{igrg)(f(p+h)—f(p)) = f(p) + lim h- Lot 1) —
=fp)+0-f(p)=fp).

Dowdd zostal zakonczony. m

Twierdzenie 8.12 (o arytmetycznych wlasnosciach pochodnej)
Zatozmy, ze funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie p. Wtedy funkcje f + g,

f g i, jesli g(p) # 0, to réwniez £ sa rézniczkowalne w punkcie p i zachodza

wiory: T @ =@ 1d@),  (F-9'@) = () - ()
(- 9) = F@)g@) + f@)g (@), (L) () = Hs Sl

Dowéd. Mamy f/(p) = limy,_,o w oraz ¢'(p) = limy,_o w 1 wiemy, ze

te pochodne sg skonczone. Stad i z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy
funkcji wynika, ze

o feth)+g(p+h)—fp)—g() _ 1., fe+h)—f(p) i 9th)—g(@) _ /

lim ! = lim PR o lim 20 f'(p) + 9 ().
Udowodnilismy wiec twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkeji rézniczkowalnych.

Identycznie dowodzimy twierdzenie pochodnej réznicy funkcji rézniczkowalnych. Zaj-
miemy sie teraz iloczynem funkcji rézniczkowalnych. Tym razem skorzystamy z udo-

wodnionego wczesniej twierdzenia o cigglosdci funkceji rozniczkowalnej. Mamy

Fth)g(p+h)=fP)a(p) _ 15y YR =F(0)9(p+h)+F(p)(9(p+h)—9(p) _
h—0 h h—0 h

=l HE5=LE i g(p -+ )+ (p) - Tim S22 =/ (p)g(p) + [ (p) (p).
—

Kolej na iloraz. Mamy teraz dodatkowe zalozenie: g(p) # 0. Wynika stad, ze ist-
nieje taka liczba § > 0, ze jesli |h| < J, to |g(p+h) —g(p)| < lg9(p)| =10 —g(p)|.
Whioskujemy stad, ze liczby g(p) i g(p + h) leza po tej samej stronie zera, w szcze-

gélnosci g(p + h) # 0. Mamy zatem

f(pth) _ f(p)
: Wt — 9@ _ 13y JeHR)gm)—f(Pglp+h) _
}}E}] e = ,?L% hg(p+h)g(p) o
iy [P0 (Sl )e) _
= hg o+ h)a(p) -
i 2P - r ) S (p)g(p) = f (p)g'(p)
hos0 g(p+h)g(p) 9(p)? ‘

Dowdd zostal zakonczony. m

Twierdzenie 8.13 (o pochodnej zlozenia)

Zatozmy, ze funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie p, za$ funkcja f, okreslona na
zbiorze zawierajacym wszystkie wartosci funkeji ¢, jest rézniczkowalna w punkcie g(p) .
Wtedy ztozenie tych funkcji f o g jest rézniczkowalne w punkcie p i zachodzi wzor:

(fog)(x)=[f(g(x))g ().
Wprowadzamy oznaczenie y = g(x). Mozemy napisaé (f o g)/(z) = f'(y ) () lub

d( fo , . d(fo
Uoa) (7) = %(g(x)) 9 () = S_J;(y) - 99(p)  Tub krocej 9 — fil]; . Czesto
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wzOr ten zapisywany jest w postaci d(i;;g) = % : Z—i lub, po oznaczeniu z = f(y),
jako % = Z—; . %. W literaturze anglojezycznej nosi nazwe ,the Chain Rule”, czego

oczywistym motywem jest jego ostatnia postac, zwtaszcza jesli zastosujemy go nie
w przypadku ztozenia dwu funkcji, lecz wiekszej ich liczby — wtedy tancuch staje sie
bardziej widoczny.

Dow6d. Mamy do czynienia z dwiema funkcjami rézniczkowalnymi: f w punkcie
q = ¢g(p) oraz g w punkcie p. Niech r,(h) = g(p+h)_g£p)_gl(p)h i niech 7,(0) = 0.
Roézniczkowalnos¢ funkeji g w punkcie p réwnowazna jest ciggltosci funkeji 7, w punk-

cie 0. Prawdziwa jest réwnosé: g(p + h) = g(p) + ¢'(p)h + ry(h)h. Przyjmijmy teraz,
(H) = f(g(P)-i-H)—f(Ig{(P))—f'(g(P))H

Ze Tf oraz rp(0) = 0. Tak jak w przypadku funkcji g
funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja r; jest
ciggta w punkcie 0. Zachodzi wzor:

flg(p) + H) = f(g9(p)) + f'(9(p))H +r¢(H)H .
Mozemy wydzieli¢ czesé liniows” ztozenia f o g w otoczeniu punktu p:
Flalp+h)) = f(g(p) + g'(D)h + rg(h)R) =
= f(9p)) + £'(9)) (9 (P)h +ro(M)R) +74(g' (D)1 + 14 (R)R) (g (D) + 74(R)) =

= f(9() + '(9()) g D)+ b~ [rg(h) +14(g'(P)h+ ro(R)R) (9'(P) +14(R))]
Jasne jest, ze granica wyrazenia znajdujacego sie w nawiasie kwadratowym przy h — 0

. . . . - flg(p+h)—f(g(p) __
jest liczba 0. Stad wynika, ze lim SO IR —

= f'(9p)g'(p) + lim [rg(h) + 74 (g' (D) + ro(M)R) (9 () + ro(R))] = F'(9(p) g (p)-

Wobec tego pochodng funkcji f o g w punkcie p jest liczba f’(g(p))g’(p). Dowdd
zostal zakonczony. m

Twierdzenie 8.14 (o pochodnej funkcji odwrotnej)
Zalozmy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie p, ze f'(p) # 0, ze funkcja f ma
funkcje odwrotna oraz ze funkcja f~!, odwrotna do f, jest ciagla w punkcie ¢ = f(p).
Wtedy funkcja f~! jest rézniczkowalna w punkcie ¢ i zachodzi wzér

(f (@) =75
Wzér na pochodng funkcji odwrotnej mozna zapisaé w postaci (f~1)(f(p)) = ﬁ

lub w postaci (f~!)(q) = f,(f+(q)) . Piszemy tez Z—Z =1/ %’ oznaczywszy uprzednio

dz _ dz . dy

y = f(x). Ten ostatni zapis, zwlaszcza w potaczeniu z wzorem = = =

sugeruje,

ze symbol % mozna traktowaé jak utamek. Trzeba jednak uwaza¢, bo nie oznacza
on utamka, lecz pochodng i postugiwaé sie analogiami z ilorazem jedynie w zakresie

dopuszczonym podawanymi twierdzeniami. Mozna np napisa¢ wzor

Q + dh __ d(g+h)

dz dr —  dx
— oznacza on, ze pochodna sumy dwu funkcji wzgledem zmiennej x jest rowna sumie
ich pochodnych wzgledem tej samej zmiennej . Natomiast nie mozna napisaé¢ wzoru
df dg __ df-dz+dg-dy E : s
w = dpds 0P dlatego, ze jego prawa strona nie ma sensu, bo nie jest zdefi-
niowana. P6Zniej rozwazaé bedziemy pochodne wyzszych rzedéw i tam sytuacja bedzie

jeszcze bardziej skomplikowana.
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Dowéd. Wiemy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, ze f'(p) # 0 oraz
ze funkcja f~! odwrotna do funkcji f jest ciagta w punkcie ¢ = f(p). Wykazemy, ze
-1 _ 1
L Mah - e 1
h—0 h f'(p)
Oznaczmy H = f~Y(q+ h) — f~1(q). Oczywiscie H zalezy od h. Z cigglodci funkcji

f~! w punkcie ¢ wynika od razu, ze hH(l) H = 0. Zachodzi tez rownosé
*>

h=q+h—q=f(fa+h)—f(f ) =F(f@+H) - F(f )=
= flp+H) - f(p).
7 tej i z poprzednich rownosci wynika, ze

SN el ) o A ()
o h = lim s = 7

Dowdd zostal zakonczony. m

Ostatnim z tego cyklu twierdzen stuzacych do obliczania pochodnych jest
Twierdzenie 8.15 (o pochodnej szeregu potegowego)

Jesli szereg potegowy Zan(x — 2o)" ma dodatni promien zbieznosci, to wewngtrz
n=0
przedziatu zbieznosci suma tego szeregu jest funkcja rézniczkowalnag i zachodzi wzor:

E an(x — )" E nan (T — xo) n-l

Wypada przestrzec, ze szeregéw na ogoédt nie wolno rézniczkowaé w taki sposéb, jak
sie rozniczkuje sumy skonczone. K.Weierstrass wykazat, ze np. funkcja zdefiniowana

jako suma szeregu Z—COS T'mx) jest ciaglta na calej prostej i nie ma skonczonej
n=1

pochodnej w zadnym punkcie, chociaz kazdy wyraz tego szeregu ma pochodna.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze xg = 0. WykazaliSmy
wezesniej, ze dla kazdego ciagu liczb rzeczywistych (a,) istnieje r > 0, takie ze jesli

|x| < r, to szereg potegowy ananx" jest zbiezny bezwzglednie dla kazdej liczby

n=0
o
k=0,1,2,3,... zas w przypadku |z| > r szereg Z a,x" jest rozbiezny. Teraz wyka-
n=0
zemy, ze funkcja s przypisujaca liczbie z sume szeregu s(z Z a,z" jest réznicz-

n=0
kowalna w kazdym punkcie x € (—r,r) oraz ze zachodzi réwnosé

oo oo
= (Z S Z na,z"t.
n=0 n=1

Zakladamy dalej, ze |x| < r, ze d > 0 jest liczba mniejsza niz r — |z| oraz ze
0 < |h] < d. Stad wynika, ze |z + h| < |z| + |h|] < r, wigc szeregi Znana:”_l,
n=0
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Z apr” i Z an(xz + h)" sa zbiezne i to bezwzglednie. Mamy wiec

n=0
(x+h}2 (z) Znanl‘n_l _ ‘Zan((ﬁh)#—nx”_l) _
n=0 n=0
= | X iy (a1 < - 3 (lan X () -kl 2) <
n=2 2 o
< |h|-Z|an|n > e 2( )|x|(” 2= (h=2)| p k-2 —
n=2

= [n]- Zn2!an| |z + |[h)" = < [h]- an\an\ |z +d)"

Przedostatnia nierownos¢ wynika z tego zejesli n > k> 2, to
n-(n—=1) (n—2 -2
( ) * nl) (272) < n? (272) :
o
Oczywiscie ilzli% || - nz_;n2|an|(]x\ +d)"? =0, zatem

() = lim SEth=s) x+h Znan

h—0

Dowdd zostal zakonczony. m
Pokazemy teraz, jak podane przed chwila twierdzenia mozna stosowaé

Przyklad 8.16 Znajdziemy pochodng funkcji kosinus. Mamy cosx = sin (g — x)

Skorzystamy z wzoru wynikajacego z wzoru wykazanego w przyktadzie pierwszym:

(Z - 1’)/ = ((=1)z + §)" = —1. Teraz skorzystamy z twierdzenia o pochodne;j ztozenia:

(cosx) = (sin(Z

L —a)) =cos(f3 —x)- (1) = —sinz

— tutaj role funkcji f z wzoru na pochodng ztozenia pelni sinus, ktorego pochodna jest
kosinus, zas role funkcji g odgrywa funkcja § — x, ktorej pochodng jest —1. m
Przyktad 8.17 Zastosujemy wzor na pochodng ilorazu dla uzyskania wzoru na po-
chodna funkcji tangens. Mamy

) _ sinz\/ __ (sinz) cosz—sinz(cosz)’ _ cosz-cosz—sinz(—sinz) 1 __ 2
(tg$) - (cos;t) - (cos x)?2 - cos?z cos?z 1 +tgtr. m

Przyktad 8.18 Teraz kolej na kotangens. Wzér ten mozna uzyska¢ na rézne spo-
soby, np. modyfikujac nieznacznie wyprowadzenie wzoru na pochodng funkcji tangens.
Mozna tez zastosowaé¢ metode znang juz z wyprowadzenia wzoru na pochodng funkcji
kosinus i wtasnie tak postapimy:

(ctg @) = (185 — 2)) = gtz=) (1) =~y = —1 —ctg® @,

Przyktad 8.19 Przypomnijmy, ze funkcja odwrotng do funkcji tangens ograniczonej

do przedziatu (—Z,Z) jest funkcja arctg, ktéra przeksztatca zbiér wszystkich liczb

27 2)

rzeczywistych R na przedzial (—Z, Z). Zachodzi zatem wzor: tg(arctg x = ). Funkcja

275
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arctg jest ciggta. Pochodna funkcji tangens nie jest w zadnym punkcie mniejsza od 1,
wiec jest rézna od 0. Wobec tego z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej wynika,
ze funkcja arctg ma pochodng w kazdym punkcie. Z twierdzenia o pochodnej ztozenia
wynika, ze musi zachodzi¢ wzor:

1= (2) = (tg(arctgz)) = (1 + tg?(arctg x)) - (arctgx)’ = (1 + 2?) - (arctgz)’.

1
T2 |

Stad wnioskujemy, ze (arctgx) =

Przyktad 8.20 Wyprowadzimy wzér na pochodng funkcji arcsin, czyli funkeji odwrot-

nej do funkcji sinus ograniczonej do przedziatu [—7, 7]. Funkcja arcsinus jest ciagta
i przeksztalca przedziat [—1,1] na przedzial [—7, 7]. Na tym ostatnim przedziale funk-

cja kosinus przyjmuje jedynie nieujemne wartosci. Stad wynika, ze jesli —7 <y < 7,

to cosy = /1 — sin?y. Poniewaz pochodna funkeji sinus jest rézna od 0 w punktach

powiadajacych punktom przedziatu (—7,7), czyli w punktach przedziatu otwartego

przedziatu otwartego ( ), wiec funkcja arcsin jest rézniczkowalna w punktach od-

(—=1,1). Mamy wiec
1 = (z)" = (sin(arcsin(z)))’ = cos(arcsin(z)) - (arcsin(z))’ =
= /1 — sin®(arcsin(z)) - (arcsin(z))’ = V1 — 22 - (arcsin(z))’ .

Stad juz tatwo wynika, ze zachodzi wzér: (arcsin(x)) = \/11_7 Wyprowadzili$my wiec

wzor na pochodng funkcji arcsin w punktach wewnetrznych jej dziedziny.
W punktach lezacych na jej brzegu, czyli w punktach —1 i 1 mozna by mowié je-
dynie o pochodnych jednostronnych. Pozostawiamy czytelnikom wykazanie tego, ze w
obu koncach przedzialu [—1,1] funkcja arcsin ma pochodna jednostronna i ze ta po-
chodna jednostronna réwna jest +o0o. Warto naszkicowa¢ sobie wykres funkcji arcsin
— jest on oczywiscie symetryczny do wykresu funkcji sinus, ograniczonej do przedziatu
[—75, 5], wzgledem prostej o rownaniu y = z. =

Przyktad 8.21 Niech f(z) = x%, gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista, zas x jest
liczbg dodatnia. Wykazemy, ze (2¢) = az®~1 .4

Z definicji wynika, ze 2% = e Korzystajac z twierdzenia o pochodnej ztozenia dwu
funkcji oraz poprzednio wyprowadzonych wzoréw na pochodne funkcji wyktadniczej,
logarytmu i funkcji liniowej otrzymujemy:

(l,a)/ — (ealnx>/ — 6alnaz: -a- % — axa—l_

Doda¢ wypada, ze potege z* mozna zdefiniowa¢ réwniez w przypadku z =01 a > 0
oraz w przypadku x < 0, jesli a jest utamkiem nieskracalnym, ktorego mianownik jest
catkowity liczba nieparzysta, a licznik — liczbg catkowita. Pozostawiamy czytelnikom
uzasadnienie tego, ze w obu tych przypadkach podany przez nas wzor na pochodng
funkcji potegowej pozostaje w mocy, oczywiscie w przypadku pierwszym mowa jest
jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba ze a jest utamkiem dodatnim o mianowniku

nieparzystym (oczywiscie utamkiem nieskracalnym). m

4Dla a = % jest to znany wielu czytelnikom z nauki w szkole wzér na pochodna pierwiastka

kwadratowego, dla a = 2 oraz a = 3 otrzymalidmy wzory wczedniej.

116



AM 1, czesé 8 Funkcje rozniczkowalne Michat Krych

Przyktad 8.22 Zajmiemy sie teraz przez chwile funkcjg wyktadnicza o dowolnej pod-
stawie dodatniej. Niech a bedzie dowolng liczbg dodatnig, x — dowolng liczbg rzeczy-
wista. Postepujac tak jak w przypadku funkcji potegowej otrzymujemy wzor:
(ax)/ — (exlna)/ — ea:lna ‘lna=a*lna. =

Na tym zakonczymy krotki przeglad najbardziej podstawowych wzoréw na pochod-
ne. Pochodne bedziemy oblicza¢ wielokrotnie. Przekonamy si¢ niebawem, ze mozna ich
uzywaé¢ w celu rozwigzywania rozlicznych probleméw, np. znajdowania najwickszych
i najmniejszych wartosci funkcji. Do tego potrzebne beda nam jednak twierdzenia po-
zwalajace na wigzanie wlasnosci funkcji z wlasnosciami jej pochodnej. Warto nadmie-
ni¢, ze z twierdzen, ktore juz podalisSmy, wynika, ze funkcje zdefiniowane za pomoca
yjednego wzoru”, maja pochodna we wszystkich punktach swej dziedziny z wyjatkiem
nielicznych punktéw wyjatkowych, np. wzor

! 1,.— 1
(V) = (@) = a7 =
ma miejsce dla wszystkich x # 0. Istnieja, co prawda, funkcje ciagte okreslone na catej

prostej, ktoére nie majg pochodnej w zadnym punkcie. Przyklad pojawi sie pézniej °

Nastepne twierdzenie byto uzywane przez Fermata (1601-1665) w odniesieniu do
wielomianéw jeszcze przed wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku réz-
niczkowego i catkowego. Fermat zajmowal sie znajdowat miedzy innymi znajdowaniem
wartosci najwiekszych i najmniejszych wielomianéw na przedziatach domknietych. Do-
prowadzito go to w gruncie rzeczy do pojecia pochodnej, cho¢ nie stworzyt on teorii.
Tym nie mniej odkryl twierdzenie, ktérego wage trudno przecenié¢, cho¢ zaréwno twier-
dzenie jak i jego dowdd sa niestychanie proste.

Twierdzenie 8.23 (o zerowaniu sie pochodnej w punktach lokalnego ekstremum)
Jesli f ma pochodng w punkcie p i przyjmuje w punkcie p wartos¢ najmniejsza
lub najwieksza, to f'(p) = 0, podkresli¢ wypada, ze zakladamy tu, ze punkt p jest
srodkiem pewnego przedziatu otwartego zawartego w dziedzinie funkcji.

Dowé6d. Zatézmy, ze funkcja f ma w punkcie p warto$é najwiekszg. Znaczy to, ze
dla kazdego punktu = z dziedziny funkcji f zachodzi nieréwnos¢ f(x) < f(p), zatem

dla h > 0 mamy w < 0, wobec tego f'(p) = hlirgw < 0. Analogicznie
—0

f(p) = hlim w > 0. Obie te nier6wnosci moga zachodzi¢ jednoczesnie jedynie
—0~

w przypadku f'(p) = 0. Jesli f przyjmuje w punkcie p wartosé najmniejsza, to funkcja
przeciwna —f przyjmuje w tym punkcie wartos¢ najwieksza, wiec zachodzi rownosé
0=(=f)(p) =—f(p). Dowéd zostal zakonczony. m

Wypada podkresli¢, ze jesli funkcja okreslona na przedziale przyjmuje warto$¢ naj-
wiekszg w jego koncu, to nawet w przypadku, gdy jest w tym koncu jednostronnie
rozniczkowalna, to jej pochodna nie musi by¢ rowna 0, funkcja = rozpatrywana na
przedziale [7,13] przyjmuje swa najwieksza wartos¢ w punkcie 13, w ktérym jej po-
chodng jest liczba 1.

5 W fizyce rozpatrywany jest tzw. ruch Browna, w ktérego modelu matematycznym tego rodzaju
dziwactwa pojawiaja sie. Zwiazany z ruchem Browna proces Wienera znajduje zastosowania
rowniez w modelach ekonomicznych.
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Uwaga 8.24 (o warto$ciach funkcji w poblizu punktu, w ktérym pochodna
jest dodatnia)

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p oraz f'(p) > 0, to istnieje liczba § > 0

taka, ze jesli 0 < h < d,to f(p—h) < f(p) < f(p+h), tzn. dostatecznie blisko punktu

P, na lewo od niego wartoéci funkcji sa mniejsze niz w wartos¢ punkcie p, zas na prawo

od tego punktu, w jego poblizu warto$ci funkcji sg wieksze niz warto$¢ w punkcie p.

w jest dodatni dla dostatecznie matych h, bowiem

Dowéd. Iloraz roznicowy
ma dodatnia granice przy h — 0, zatem licznik i mianownik tego utamka maja taki

sam znak. m

Twierdzenie 8.25 (Rolle’a)

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a,b] i ma pochodna we wszyst-
kich jego punktach wewnetrznych oraz f(a) = f(b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), taki
ze f'(c) =0.

Dowéd. Zatézmy, ze f(a) = f(b) nie jest najwieksza wartoscia funkcji f. Niech ¢
bedzie punktem, w ktérym funkcja f przyjmuje wartosé¢ najwieksza sposrod przyjmo-
wanych na tym przedziale. Oczywiscie a < ¢ < b. Wobec tego f jest rozniczkowalna w
punkcie ¢ i na mocy twierdzenia Fermata zachodzi réwnosé f'(c) = 0. Jedli funkcja f
nie przyjmuje wewnatrz przedziatu [a,b] wartosci wigkszych niz f(a) = f(b), to albo
przyjmuje mniejsze i mozemy zamiast niej rozwazy¢ funkcje przeciwng —f , albo funk-
cja f jest stala na przedziale [a,b]. W tym drugim przypadku ¢ moze by¢ dowolnym
punktem przedziatu otwartego (a,b). Dowdd zostal zakoniczony. m

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia moze by¢ np. taka: po prostoliniowej dro-
dze porusza sie pojazd, ktory rozpoczyna i konczy przemieszczanie sie w tym samym
punkcie (f(a) = f(b)), poniewaz koficzymy podréz w punkcie startu, wiec w ktéryms
punkcie musieliSmy zawrdci¢, w momencie zmiany kierunku jazdy nasza predkos¢ byta
rowna 0.

Na wykresie funkcji punkty, o ktérych jest mowa w dowodzie twierdzenia Rolle’a
to te w otoczeniu, ktérych wykres wyglada tak, jak wykres funkcji —2? w otoczeniu
punktu 0. Oczywiscie to nie sa jedyne punkty, w ktérych pochodna przyjmuje war-
tos¢ 0. Niech f(z) = sin®z. Wtedy f/(z) = 3sin® x cosx, zatem f/(0) = 0, chociaz w
punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego minimum, w kazdym
przedziale postaci (6,9), gdzie 0 < 0 < 7, funkcja f jest $cisle rosnaca. Ma ona lokalne
ekstrema, ale w innych punktach, np. w punktach +7.

Udowodnimy teraz
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Twierdzenie 8.26 (Cauchy’ego o wartos$ci Sredniej)
Jedli funkcje f i g sa ciagte w kazdym punkcie przedzialu domknietego [a,b] i sa
rézniczkowalne we wszystkich punktach przedziatu otwartego (a,b) oraz ¢'(z) # 0 dla
SN s e fie) _ f(0)—f(a)
x € (a,b), to istnieje punkt ¢ € [a, b], taki ze riCROETOR
Dowd6d. Rozpatrujemy pomocniczg funkcje h zdefiniowang wzorem
b
hz) = £(z) — F(a) — 292D gg(2) — g(a).

Mamy h(a) = 0 = h(b). Funkcja h jest ciagta jako réznica funkeji ciagtych, w punk-

tach wewnetrznych przedziatu (a,b) jest rézniczkowalna, jako réznica funkcji réznicz-
kowalnych. Mozemy zastosowa¢ do niej twierdzenie Rolle’a. Istnieje wiec taka liczba

. b) (¢ b)—f(a
€ (a,b), ze 0=1(c) = f'(c) — LB g/ (c), zatem L& = LO=S),

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia Rolle’a wynika, ze funkcja g jest r6z-

nowartosciowa na przedziale [a,b], wigc wszystkie rozpatrywane ilorazy w tym twier-
dzeniu i jego dowodzie maja sens. ®

Przejdziemy teraz do najwazniejszego twierdzenia w rachunku rézniczkowym, twier-
dzenia o wartosci sredniej.

Twierdzenie 8.27 (Lagrange’a o wartosci Sredniej)
Jedli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialtu domknietego [a,b] i ma po-
chodna we wszystkich punktach przedzialu otwartego (a,b), to istnieje taki punkt

f(b
€ (a,b), 7e f'(c) = {14
Dowéd. Niech g(z) = x. Wtedy ¢'(z) = 1 dla kazdego x. Mozemy zastosowaé
twierdzenie Cauchy’ego o wartosci sredniej do funkcji f i g. Istnieje wiec taka liczba

c € (a,b), dla ktérej zachodzi réwnosé r (C) K l)):i (@) , a to wtasnie nalezalo udowod-

nic. m

Kazdy czytelnik z pewnoscia zauwazyl, ze twierdzenie Rolle’a jest przypadkiem
szczegblnym twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej. Mozna tez zinterpretowaé | fi-
zycznie” twierdzenie Lagrange’a. Jesli f(x) oznacza potozenie w chwili x obiektu po-
ruszajacego sie po prostej, to f’(c) oznacza predkosé¢ w chwili ¢, natomiast ! (b) f (@)
to predko$é érednia w okresie od a do b. Wg. tej interpretacji twierdzenie o wartosm
sredniej mowi, ze predkosé chwilowa w pewnej chwili ¢ réwna jest predkosci sredniej,
co wyglada na stwierdzenie zupeklie oczywiste. Geometrycznie twierdzenie to ozna-
cza, ze jesli poprowadzimy prosta przez dwa punkty lezace na wykresie funkcji f, to
styczna do wykresu f w pewnym punkcie lezagcym miedzy wybranymi punktami jest
rownolegta do wybranej prostej.

Twierdzenie 8.28 bf(o monotonicznosci funkeji rézniczkowalnych)

Zatozmy, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu P i rézniczkowalna
we wszystkich jego punktach wewnetrznych. W tej sytuacji funkcja f jest:

— niemalejaca (z < y = f(z) < f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna [ jest
nieujemna,
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— nierosnaca (z < y = f(z) = f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest
niedodatnia.
Dowédd. Jesli funkcja jest niemalejaca, to iloraz réznicowy w

bo licznik i mianownik tego utamka maja taki sam znak. Granica funkcji nieujemnej,

jest nieujemny,

jesli istnieje, to jest nieujemna. Z tego zdania wynika natychmiast, ze pochodna we
wszystkich tych punktach przedziatu P, w ktorych istnieje, jest nieujemna. Zatdézmy
teraz, ze pochodna w punktach wewnetrznych przedzialu P jest nieujemna. Zatézmy;,

ze x,y € P ize v <y.Z twierdzenia o wartosci sredniej zastosowanego do przedziatu

[z,y] wynika, zZe % = f'(2) > 0 dla pewnego punktu z € (x,y). Poniewaz
mianownik utamka %

tego utamka, czyli réznica f(y) — f(z), tez jest nieujemny, zatem f(y) > f(z), co

jest dodatni, a sam utamek jest nieujemny, wiec licznik

dowodzi tego, ze funkcja f jest niemalejaca. Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle
do pierwszego zastepujac funkcje f funkcja przeciwng —f . Dowdd zostat zakonczony. m

Whiosek 8.29 ¢

Funkcja cigglta na przedziale P, rézniczkowalna we wszystkich jego punktach wewnetrz-
nych, jest stala wtedy i tylko wtedy, gdy f'(z) =0 dla kazdego punktu wewnetrznego
przedziatu P.

Dowdd. Funkcja stata jest jednocze$nie niemalejaca i nierosnaca, zatem jej pochodna
jest jednoczesnie nieujemna i niedodatnia, czyli zerowa. Jedli natomiast pochodna jest
zerowa, czyli jednocze$nie nieujemna i niedodatnia, to funkcja jest zaréwno niemalejgca,
jak i nierosngca, wiec jest stata. Dowdd zostal zakonczony. m

Twierdzenie 8.30 (o Scistej monotonicznoéci funkcji rézniczkowalnych)
Zaktadamy jak poprzednio, ze funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu P
oraz ze jest rozniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu P. Przy tych
zatozeniach funkcja f jest:

— Scisle rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna oraz miedzy
kazdymi dwoma punktami przedzialu P znajduje sie punkt, w ktérym pochodna f’
jest dodatnia,

— Scisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niedodatnia oraz miedzy
kazdymi dwoma punktami przedzialu P znajduje sie punkt, w ktérym pochodna f’
jest ujemna.

Dowdéd. Zaldézmy, ze funkcja f jest Scisle rosnaca. Jest wiec réwniez niemalejaca, wiec
na podstawie poprzedniego twierdzenia jej pochodna jest nieujemna. Jezeli x,y € P
i x < y, to w pewnym punkcie wewnetrznym z € (z,y) zachodzi nieréwnosé
f'(z) > 0, bowiem gdyby pochodna réwna byta 0 w kazdym punkcie przedziatu [z, y],
to funkcja f bytaby stata na tym przedziale, wiec nie bytaby $cisle rosngca. Zajmiemy
sie dowodem implikacji przeciwnej. Zaktadamy teraz, ze f jest funkcja ciagta, ktorej
pochodna jest nieujemna. Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze funkcja f jest

6 Mozna z latwoscia ten wniosek udowodnié¢ bezpogrednio, bez powolywania sie na wtasnie wy-
kazane twierdzenie.
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niemalejaca. Jesli nie jest ona Scisle rosnaca, to istnieja punkty z,y € P, takie ze <y
| f(2)=f(y). Jedli <2 <y, to f(2) < F(2) < Fy)=f(x), coomacza,ze f(z) = f(2),
a to z kolei oznacza, ze f jest funkcja stata na przedziale [x,y], a z tego wynika, ze
f'(z) = 0 dla kazdego punktu z € [z,y], wbrew zalozeniu. Druga czesé¢ twierdzenia
moze by¢ uzyskana z pierwszej przez rozwazenie funkcji —f zamiast funkeji f. Dowod
zostal zakonczony. m

Twierdzenie 8.31 (o lipschitzowskosci funkcji rézniczkowalnej)
Zakladamy jak w twierdzeniach poprzednich, ze funkcja f jest okreslona na pewnym
przedziale P, ze jest na nim ciggta i ze jest rézniczkowalna we wszystkich punktach
wewnetrznych tego przedziatu. Przy tych zatozeniach funkcja f spelnia warunek Lip-
schitza ze stala L > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L > sup{|f'(t)]: t € RintP}.”
Dowdéd. Jedli z,y € P, to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej ist-
nieje taki punkt z lezacy miedzy x i y, ze

@) — 1) = 1f ()@ —y)| <swp{f'(B)]:  t€mtP}-|z—yl.
co konczy dowdd twierdzenia w jedna strong. Dowdéd w druga strone wynika natych-
miast z tego, ze jesli funkcja spelia warunek Lipschitza ze stalg L, to dla dowolnych

x,y € P zachodzi nieréwnos¢ ’M < L, zatem |f'(z)] = lim ‘% <L
Yy—

T—y )

zatem sup{|f’(t)]: t € intP} < L. Dowdd zostal zakonczony. m

Przyktad 8.32 Niech f(z) = 1. Mamy f'(z) = —2 < 0. Funkcja ma wicc ujemng
pochodna w kazdym punkcie swej dziedziny (—oo,0) U (0,00). Zachodzi réwniez wzdr
f(=1) = =1 < 1 = f(1), wobec tego funkcja ta nie jest nierosnaca, tym bardziej
nie jest malejaca. Przyczyna tego zjawiska jest to, ze dziedzina tej funkcji nie jest
przedziatem — malutka, raptem jednopunktowa dziura w dziedzinie, powoduje, ze teza
przestaje by¢ prawdziwa! . Na kazdym przedziale, na ktérym jest zdefiniowana, funkcja
ta jest nierosngca, a nawet Scisle malejgca. m

Przyktad 8.33 Niech f(x) =sinz — (x — %) Mamy f'(z) = cosxz — (1 — %) i wo-
bec tego réwniez (f')'(z) = —sinx + z. Udowodniliémy poprzednio, ze jesli x > 0,
to sinx < x. Z tej nieréwnosci wynika, ze (f')(z) > 0 dla kazdego = > 0. Wo-
bec tego funkcja f’ jest $ciSle rosngca na polprostej domknietej [0,00). Stad wy-
nika, ze f'(z) > f'(0) = cosO — (1 — %) = 0 dla kazdego = > 0. Wobec tego
funkcja f, ktorej pochodna jest dodatnia na pélprostej otwartej (0,00), jest Scis-
le rosnaca na poétprostej domknietej [0,00), zatem dla x > 0 zachodzi nieréwnosé

f(z)> f(0)=0—-(0— %) = 0. Wykazaliémy w ten sposob, ze sinx > = — % dla

kazdej liczby dodatniej . m

Przyktad 8.34 Zajmujac sie funkcja wyktadnicza o podstawie e w rozdziale pierw-
szym wykazalismy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownos¢ e* > 1+,

"int P oznacza zbiér zlozony ze wszystkich punktéw wewnetrznych przedziatu P, czyli przedziat
otwarty, ktorego konce pokrywaja sie z koncami przedziatu P.

121



AM 1, czesé 8 Funkcje rozniczkowalne Michat Krych

poézniej zreszta wzmocniona. Wiemy, ze pochodng funkcji e® jest ta sama funkcja. War-
toécig tej pochodnej w punkcie 0 jest liczba e® = 1. Wobec tego réwnanie stycznej do
wykresu funkcji wyktadniczej w punkcie (0,1) ma posta¢ y =1-(x —0) +¢e’ =2 + 1
. Wobec tego wspomniana nier6wno$¢ oznacza, ze wykres funkcji wyktadniczej o pod-
stawie e znajduje sie nad styczna do siebie w punkcie (0,0). Przekonamy sie p6zniej,
ze jest to zwigzane z wypukloscig funkcji wyktadniczej. m

Przyktad 8.35 Wykazalismy, ze nieréwnos¢ sinx < = zachodzi dla x > 0. Pochodna
funkcji sinus jest funkcja kosinus. W punkcie 0 warto$é pochodnej to cos0 = 1. Wynika
stad, ze rownanie stycznej do wykresu funkcji sinus w punkcie (0,0) przybiera postaé
y=1-(r—0)+sin0==z.

Wobec tego nieréwnos$é x > sinz oznacza, ze na pélprostej (0, 00) wykres funkeji sinus
znajduje sie pod styczna do tegoz wykresu w punkcie (0,0). Przekonamy sie pézniej, ze
jest to zwiazane z wklestoscig funkceji sinus na przedziale [0, 7], dla x > 7 nieréwnosé
zachodzi, bo wartosci funkeji sinus sa mniejsze niz 1 < 7. m

Przykltad 8.36 Zdefiniujmy funkcje f wzorem f(z) = e — (1 + z + 32?). Mamy
wtedy f'(z) =e*—(1+x) > 0. Wynika stad, ze (f')'(z) =e*—1>0,dla x > 0 oraz
(f)(x) =e"—1 <0 dla x <0.Funkcja f’ jest wiec $cisle rosnaca na pétprostej [0, 00)
oraz Scisle malejaca na poélprostej (—oo,0] i dlatego najmniejsza wartoscia funkeji f’
jest wiec f/(0) = e — 1 = 0. Oznacza to, ze dla x # 0 zachodzi nieréwnosé¢ f'(x) > 0,
czyli €® > 1+x. Wobec tego, ze funkcja f’ przyjmuje wartosci dodatnie na calej prostej
z wyjatkiem jednego punktu, zatem funkcja f jest Scidle rosnaca na calej prostej.
Mamy wiec f(z) > f(0) =€’ — (14 0+30%) =0 dla > 0 oraz f(z) < f(0) =0
dla z < 0, zatem dla = > 0 zachodzi nierownos¢ e* > 1 + x + %xQ, zas dla x < 0
— nieré6wnos¢ e* < 14 x + %IQ. Rozumujac w ten sam sposéb mozna wykazac, ze dla
kazdej liczby rzeczywiste] x zachodzi nierownos¢ e* > 1+ x + %wQ + %x:)’, przy czym
nieréwnosé jest ostra dla x # 0. Uogdlnienie pozostawiamy czytelnikom w charakterze
prostego ¢wiczenia. Zachecamy tez do poréwnania z rozumowaniami przeprowadzanymi
w rozdziale pierwszym: bez trudu mozna zauwazy¢, ze uzyskujemy teraz z tatwoscia
nierownosci, ktorych wykazanie bez uzycia pochodnych byto dosy¢ trudne. m

Przyktad 8.37 Ten przyklad bedzie nieco dluzszy. Nalezy go przestudiowaé z uwagg.
Stosowana tu metoda bedzie uzywana péiniej rowniez w odniesieniu do funkcji wielu
zmiennych, pokazuje ona tez, ze twierdzenia o istnieniu mogq sie przydawac rowniez
w rozwigzywaniu problemow konkretnych.

Niech a > b > 0 bedg liczbami rzeczywistymi. Niech P oznacza prostokat, ktorego
jeden bok ma dtugosé a, a drugi — b. Z prostokata P wycinamy cztery kwadraty o
boku x € (0, g) zawierajace cztery wierzchotki P, tak ze pole P zmniejsza si¢ o 4x2.
Nastepnie zaginamy ,wystajace” czesci powstatego dwunastokata (niewypuktego) tak,
by powstato pudetko o wymiarach a — 2z, b — 2z, x. Dla jakiego x pojemnos¢ otrzy-
manego pudetka bedzie najwieksza?
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Niech V' (z) = z(a—2x)(b—2x) bedzie pojemnoscia pudetka. V' jest funkcja ciagta,

a nawet rézniczkowalng w kazdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojem-

b
)
trywac na przedziale domknietym [O, g} . Na przedziale [0, g] funkcja V. jako ciagta,
przyjmuje warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza. Poniewaz V(0) = V(g) =0

noéci pudetka dziedzing funkcji V' jest przedzial (O ) , ale mozna te funkcje rozpa-

i V(z) >0 da x € (O,g) wiec najmniejsza warto$¢ przyjmowana jest w koncach

przedziatu [O, %] , za$ najwieksza — w pewnym punkcie wewnetrznym xg tego prze-
dzialu. Poniewaz funkcja V' jest rézniczkowalna w xo, wiec V'(xg) = 0. Wystarczy
2
wartos¢ 0 i stwierdzi¢, w ktorym z nich V' ma najwieksza warto$¢ — takie punkty sa

zatem znalez¢ punkty w przedziale (0 ) , w ktorych pochodna funkcji V' przyjmuje

co najwyzej dwa, bo V' jest wielomianem trzeciego stopnia, wiec V' jest wielomianem

kwadratowym. V'(z) = 1222 —4(a+b)z+ab. Wiemy, Ze ten wielomian ma co najmnie;
b
)
jest dodatni, bo to wynika z istnienia z,!).®> Mozemy teraz zastosowaé to samo rozu-
b
202
V' przyjmuje wartosci ujemne, na konicach — zero. Wobec tego swa najmniejszg war-

tos¢ na [%, %] funkcja V' przyjmuje wewnatrz przedzialu i wobec tego jej pochodna

V' przyjmuje wartos¢ 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedziatu. Wynika z

jeden pierwiastek w przedziale (0 ) (nie ma potrzeby sprawdzaé, ze jego wyr6znik

mowanie do badania funkcji V' na przedziale [ } . Wewnatrz tego przedziatu funkcja

tego rozumowania, ze w kazdym z przedziatow (O, g), (g, ‘21) pochodna V' funkcji V'
ma co najmniej jeden pierwiastek, a poniewaz V' ma dokladnie dwa pierwiastki, wiec
w kazdym z wymienionych przedziatéw ma doktadnie jeden pierwiastek. Tak si¢ dzieje
w przypadku a > b. W przypadku a = b sytuacja jest nieco inna: V' (%) =0, co
sprawdzamy bezposrednim rachunkiem (ogélnie: jesli liczba x; jest podwdjnym pier-
wiastkiem funkcji f, tzn. f(z) = (x — z1)?g(x) dla pewnej funkcji g rézniczkowalnej
w 21, to f(x1) = 0 = f'(z1)) i wobec tego réwniez w tym przypadku w przedziale
(O7 g) funkcja V' moze mieé¢ co najwyzej jeden pierwiastek, wiec ma doktadnie jeden.
¥
pierwiastek xg, ktérym jest mniejszy z dwoch pierwiastkow tej funkeji, a liczba V()

b
’ 2

Udowodniliémy w ten sposdb, ze w przedziale (O ) funkcja V' ma doktadnie jeden

jest najwiekszg wartoscig funkcji V' przyjmowang na przedziale (O ) . Oczywiscie za-

chodzi réwnosé

To = 212

Uwaga: nie zajmowaliSmy sie znakiem pochodnej V', bo nie bylo potrzeby ustalaé na

2
o)~y (4040) 41200y g
_ : .

jakich przedziatach funkcja V' rosnie, a na jakich maleje. Oczywiscie mozna byto posta-
pi¢ inaczej: stwierdzi¢, ze na przedziale (0,x0) pochodna V' funkcji V' jest dodatnia,
wigc V' na tym przedziale rosnie, a na przedziale (mo, g) pochodna V' jest ujemna,
wiec na tym przedziale funkcja V' maleje. Z naszego rozumowania to tez wynika, bo
na przedziale (0,z9) pochodna V' nie przyjmuje wartosci 0 , ma zatem ten sam znak

8 Drugi pierwiastek wielomianu V' tez jest dodatni, bo iloczyn pierwiastkéw tego wielomianu
jest réwny %’ , jest wiec dodatni, zatem oba pierwiastki maja ten sam znak, ale z tego korzystac
nie bedziemy.
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we wszystkich punktach tego przedziatu, zatem funkcja V' jest na tym przedziale Scisle
monotoniczna, nie moze by¢ malejaca, bo V(xg) > 0 = V(0), wiec jest cisle rosnaca,
wiec jej niezerujaca si¢ pochodna jest dodatnia. m

Przyktad 8.38 Znajdziemy maksimum objetosci bryt powstalych w wyniku obrotu
trojkata prostokatnego o obwodzie 1 wokot jego przeciwprostokatne;j.

Niech a,b,c oznaczaja boki trojkata, przy czym ¢ oznacza przeciwprostokatna.
Bryta, ktora powstaje w wyniku obrotu trojkata wokot boku ¢ to dwa stozki ztaczone
podstawami. Promien tej wspolnej podstawy to wysokos¢ trojkata prostopadta do prze-
ciwprostokatnej, wigec réwna %b (pole trojkata jest réwne %ab = %chc, gdzie h. jest
wysokoscia tréjkata prostopadta do przeciwprostokatnej ¢). Suma wysokosci tych stoz-

7(9) o=

Wiadomo, ze a* +b* =c* i a+b+c=1. Stad wynika, ze
2ab = (a+b)? — (> +0*)=(1—¢c)’ = =1-2c.
Wobec tego zachodzi wzér V = V(c) = 7r(11——2ic)2 = = (1 -4+ 4c). Obliczamy po-
chodna: V'(c) = & (—% +4). Stad wnioskujemy z latwoscia, ze V'(c) = 0 wtedy

koéw jest rowna c, zatem sumg ich objetosci jest V =

i tylko wtedy, gdy ¢ = :I:% , zatem kandydatami na punkt, w ktérym funkcja V' przyj-
muje swa najwiecksza wartos¢ sa % oraz —%. Liczba ¢ jest dtugoscia boku tréjkata,
zatem jest dodatnia, bo jest dtugoscig odcinka, wiec nie moze by¢ rowna —% . Liczba %
tez nie wchodzi w gre, bo wtedy bytoby a +b =1 — % = % = ¢, €O przeczy nierow-
nodci trojkata. Oznacza to, ze na kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji V'
jest ona Scisle monotoniczna, zatem kresy, jesli w ogble sa przyjmowane, to w koncach
przedziatu.

Musimy wigc znalez¢ dziedzine funkcji V. Oczywistym warunkiem koniecznym na
to, by liczby a, b, ¢ byty bokami tréjkata prostokatnego o obwodzie 1, jest, aby byty
dodatnimi rozwigzaniami uktadu réwnan: a?+0? = ¢, a+b = 1 —c. Warunek ten jest
tez dostateczny: jedli a,b > 01 a®>+b* = %, to (a+b)? > a*+b* = ¢, zatem a+b > c
i oczywiscie a+c¢ > ¢ > b oraz b+c > ¢ > a. Oznacza to, ze z odcinkoéw o dtugosciach
a, b, c mozna zbudowac trojkat, oczywiscie prostokatny. Ten uktad réwnan réwnowazny

jest nastepujacemu:

a+b=1-—c ab:%:%—c.
Wobec tego liczby a i b to pierwiastki réwnania kwadratowego t*— (1—c¢)t+1—c=0.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by to rownanie to miato dodatnie pier-
wiastki dla dodatniej wartosci parametru c, jest
0<c<3i0<A=(1-0-43-c)=-1+4+2c+=(c+1)?-2

czyli V2—1<e< % Poniewaz V' (%) = 0, wiec maksymalna warto$¢ V' jest rowna
V (\/5 — 1) — oczywiscie maksymalna na przedziale [\/§ -1, %) Latwo mozna za-
uwazyé, ze dla ¢ = /2 — 1 otrzymujemy tréjkat rownoramienny (bo A = 0, wiec
pierwiastki réwnania kwadratowego z? — (1 — ¢)x + % —c =0, czyli liczby a i b sa
réwne).

Komentarz: Ten przyktad powinien przekona¢ studentéw o koniecznosci zwracania
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uwagi na dziedzine funkcji. Omawiatem to zadanie wielokrotnie na ¢wiczeniach, jesz-

cze si¢ nie zdarzyto, by studenci chcieli, aby objetos¢ V' potraktowaé jako np. funkcje
a?(1—2a)?

6(—a)(1—2at2qz) | Maksimum

zmiennej a. Gdyby tak sie stalo, bytoby V = V(a) =

osiagane bytoby w punkcie wewnetrznym dziedziny funkcji V', czyli przedziatu (0 l)

' 2
L f , zatem w punkcie zerowania sie pochodnej funkcji V' . By-

mianowicie w punkcie
toby znacznie mniej klopotu z dziedzina funkcji, za to wiecej z obliczeniami. Czesto
tez studenci nie potrafili stwierdzi¢, ze poniewaz funkcja ma niezerowa pochodna na
przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawalto im si¢, ze popetnili btad w ob-
liczeniach, bo skoro w jakim$ punkcie ma by¢ maksimum, to pochodna tam musi sie
zerowa¢ — zapominali wiec o tym, ze to twierdzenie méwi o punktach wewnetrznych

dziedziny, koncéw nie dotyczy. m

Przyktad 8.39 Znajdziemy teraz kres gérny iloczynu trzech liczb nieujemnych, kto-
rych suma jest rowna 3. Oznaczmy te liczby przez z,y, z. Mamy wiec x > 0, y > 0,

> 0 oraz r+y+2z = 3. Mamy znalezé¢ kres gorny wyrazenia xy(3 —x —1y), przy zalo-
zeniu, ze x,y > 0 oraz x+y < 3. Niech s = x+y < 3. Chwilowo traktowaé bedziemy
wielkosé s jako stala. Przy ustalonym s nasze wyrazenie to z(s — x)(3 — s). Mamy
znalez¢ jego kres gorny zaktadajac, ze 0 <z, 0 <y=s—x, czyli 0 < x < s. Mamy
wiec do czynienia z funkcja kwadratowa zmiennej z: (3 — s)(—x + sx). Wigkszos¢
studentow pamieta z nauki szkolnej, ze funkcja kwadratowa, ktérej wspotezynnik przy
22 jest ujemny, przyjmuje swa warto$¢ najwieksza w érodku odcinka, w ktérego kon-
cach funkcja ta przyjmuje réwne wartosci (np. 0, wtedy konicami odcinka sa pierwiastki

S

funkeji). W naszym przypadku tym punktem jest x = %(O +5) =3 9 By zakonczy¢

zadanie nalezy znalezé maksymalna wartos¢ wyrazenia (3 — s)% na przedziale [0, 3].

Mamy
(3—s)%) =—5+(3—5)s =334

Poniewaz funkcja (3 — s)% zmiennej s jest ciagla na przedziale domknietym |0, 3],
wiec osigga w jakims$ punkcie swoj kres gorny. Poniewaz w koncach przedziatu przyj-
muje warto$¢ 0, a wewnatrz jest dodatnia, wiec kres gérny jest przyjmowany w ja-
kim$ punkcie wewnetrznym tego przedzialu. Jedynym punktem w przedziale (0,3),
w ktérym pochodna funkeji (3 — s)% przyjmuje warto$¢ 0, jest 2. Wartos¢ funkcji
(3 — 3)% w tym punkcie rowna jest 1. Odpowiednie wartosci wyjsciowych zmiennych
to x =y = z = 1. Zadanie zostalo rozwigzane.

Pokazemy teraz inne rozwigzanie tego samego problemu. Przypomnijmy, ze wy-

kazaliSmy nieréwnos¢ o sredniej arytmetycznej i geometrycznej, ktora w przypadku
x—i—y—i—z

trzech liczb nieujemnych z,y, z przybiera posta¢ Jzxyz < , przy czym staje sie

ona réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy =y = 2. W naszym przypadku oznacza

9 Tym, ktérzy akurat zapomnieli, ze tak jest, podajemy uzasadnienie w oparciu o twierdzenia
z tego rozdzialu. Mamy (x(s—z)(3 —s))’ = (3 — s)(—2z + s). Ta pochodna jest dodatnia na
polprostej (—oo, 5), ana pdtprostej (0,00) jest ujemna. Wobec tego funkcja jest $ciéle rosnaca
na pélprostej (—oo, 0], ana péiprostej [0,00) jest Scisle malejaca, wiee liczba (3—s)-5-(s—3) =
=(3 - s)% jest jej najwieksza wartoscia.
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to, ze Yryz <1, przy czym nieréwnosc staje si¢ rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy
xr =y =z = 1. Wobec tego najwicksza wartoscia iloczynu trzech liczb nieujemnych,
ktorych suma jest rowna 3 jest liczba 1. To drugie rozwiazanie jest krotsze, ale wymaga
pewnego pomyshu. m

Zanim pokazemy nastepne przykitady zauwazmy, ze z definicji pochodnej wynika
nastepujaca réwnosé przyblizona f'(p) ~ w dla h ~ 0. Nie troszczac si¢ prze-
sadnie o precyzje rozumowania przepisujemy ja w tak: f(p+h) = f(p)+ f'(p)h. Mozna
sie spodziewaé, ze jest to przyblizenie dokladniejsze dla h dostatecznie bliskich 0 od
przyblizenia f(p+ h) =~ f(p) wynikajacego z ciagtosci f w punkcie p. Tak jest w rze-
czywistosci, bowiem btad przyblizenia f(p+h) =~ f(p)+f'(p)h jest maly w poréwnaniu
z |h|, bowiem

con L) =@+ ®Ph) g fleth) =) —
fmg A = i (51— 1)) =0

Twierdzenie 8.40 (charakteryzujace pochodng jako wspélczynnik wielo-
mianu stopnia < 1 najlepiej przyblizajacego funkcje)
Niech f bedzie funkcja ciagta w punkcie p. Wtedy réownosé }Lim w

—0

=0 za-

chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie p oraz

a=f'(p)ib=f(p).

Dowéd. Jezeli limw = 0, to limw —a = 0, a to oznacza, ze
h—0 h—0
a=lim S5 wiee 0 = limah = lim (f(p+h) —b), cayli b=lim f(p+h)=f(p).

(erhh)*b — lim J‘(I)Jrfl)ﬁ’(zl)7 a2 to ozna-

7 ostatniej rownosci wynika nastepna a = lim ! "
h—0 h—0

cza, ze f jest rézniczkowalna w punkcie p i zachodzi réwnosé a = f'(p), co konczy
dowdd twierdzenia w jedna strone. Zanim sformutowaliémy twierdzenie, wykazaliSmy
prawdziwos¢ implikacji przeciwnej. Dowod zostat zakonczony. m

7 twierdzenia tego wynika, ze sposrod wszystkich wielomianéw stopnia < 1
zmiennej x (dawniej nazywanych liniowymi) najdoktadniej przybliza funkcje f w oto-
czeniu punktu p wielomian f(p) + f'(p)(z — p). Zadne z twierdzen do tej pory sfor-
mutowanych nie daje jawnego oszacowania btedu przyblizenia, ale pokazywaliSmy juz
jak mozna dowodzi¢ nierownosci, a to stwarza szanse na szacowanie bledu. Teraz kilka
przyktadow.

Przyktad 8.41 v50 = VA9 + 1~ V49 + 5o - 1 = 7+ 35 — przyjelidmy tu h = 1,
f(z) = Vx, zatem f'(z) = ﬁ , p = 49. Chociaz 1 nie jest bardzo malg liczba!? liczba,
jednak przyblizenie, ktore uzyskalidmy jest catkiem niezte. Rzeczywiscie, (7 + )% =
=49 +2-7- & + () = 50 + 155. Widzimy wiec, Ze po podniesieniu do kwadratu
przyblizonej wartosci pierwiastka, otrzymalismy liczbe nieco tylko wieksza od 50. Mamy

7,07 < 7—|—1—14 < 7,08 oraz 7,07% = 49,9849, co oznacza, ze nasze przyblizenie pozwolito

10°A co jest mala liczba?!
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nam znalezé dwie cyfry po przecinku liczby +/50 bez wykonania trudnych obliczen!
Wartosé przyblizona jest w tym przypadku wieksza niz rzeczywista, bo styczna do
wykresu pierwiastka kwadratowego lezy nad wykresem. m

Przykiad 8.42 50?7 = (49 + 1)? ~ 49> +2-49 -1 = 2499. Tym razem f(z) = 2,
zatem f'(z) =2z, p =49 i h = 1. W rzeczywistoéci 50* = 2500, wigc tym razem
btad, ktory popeliamy stosujac wzoér przyblizony zamiast dokladnego jest rowny 1,
wigc jest ponad 100 razy wickszy niz w poprzednim przyktadzie. m

Przyklad 8.43 ¢ = Ml e 1641 =2.¢% . W tym przykladzie przyjmujemy,
ze f(x) = e* = f'(x), p = 49 i h = 1. Zatem blad, ktéry popelniamy w tym
przypadku, jest rowny € —2-¢% = (e —2)-¢e? > 0,7- €%, jest wiec ogromny i to nie
tylko w poréwnaniu z h = 1, ale wrecz poréwnywalny z wartoscia funkcji. Liczba e
jest réwna w przyblizeniu 5, 184705485 - 102!, e ~ 1,907346557 - 10%!, zag %0 — 2 -
e*? ~ 1,370012371 - 10*! — to rezultaty uzyskane za pomocg odpowiedniego programu
komputerowego (Maple V). Widzimy wiec, ze w tym ostatnim przypadku przyblizanie
za pomoca wzoru f(p + h) =~ f(p) + f'(p)h w ogdle nie ma sensu, w przypadku
funkcji 2% dawalo przyblizenie gorsze niz w przypadku pierwiastka kwadratowego.
Mozna dosy¢ prosto wyjasni¢, co jest tego przyczyng. Otéz z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci sredniej wynika, ze dla kazdego h # 0 istnieje co najmniej jedna liczba
0 € (0,1), taka se f(p+h) — f(p) = ['(p+ On - h)h, zatem f(p+h) — (f(p) +
f')h) ==(f'(p+60n-h) — f'(p))h. O liczbie 6, nic wiecej nie wiemy ponad to, ze
znajduje sie ona w przedziale (0, 1), oznacza to, ze liczba p + 6, - h lezy miedzy p i
p+ h. W przypadku funkcji /z i przedziatu (49,50) pochodna zmienia sie bardzo

14
wartosci 2-49 = 98 przyjmowanej w punkcie 49 do wartosci 2-50 = 100 przyjmowane;j

nieznacznie: maleje od wartoéci - do wartoéci #ﬁ . W przypadku funkeji 2% roénie od

w punkcie 50, w tym przypadku zmiana warto$ci pochodnej jest istotnie wieksza.
W przypadku funkcji e® pochodna zmienia sie od wartoéci €** do wartodci €, czyli
o (e —1)-e*, czyli o wielko§¢ ogromng. Sama zmiana pochodnej jeszcze o niczym
nie $wiadczy, bo zmiana mogtaby by¢ skoncentrowana na bardzo krétkim przedziale
konczacym sie¢ w punkcie 50. Tak jednak w tym przypadku nie jest. I wtasnie dlatego
widoczne sg réznice w doktadnosci. W przypadku funkeji wyktadniczej pochodna ros-
nie od wartodci e do wartoéci €0, tj. o wielko$¢ ogromng (e — 1)e?® > 1,7 - ¢e%.
Mozna si¢ wiec bylo spodziewaé, ze w tym przypadku wzér f(p+ h) =~ f(p) + f'(p)h
bedzie bardzo niedoktadny: funkcja wyktadnicza zagina sie mocno ku gorze odchodzac
szybko od stycznej do siebie w jakim$ punkcie, np. w (49, e*®). W przypadku funkcji
kwadratowej 22 pochodna wzrasta od wartosci 98 do wartosci 100, a wiec zmiana
jej wartodci jest znacznie mniej spektakularna, niemniej i w tym przypadku wykres
funkcji oddala sie od stycznej w widoczny sposob, tez ku gorze. W przypadku funkcji
v/ pochodna maleje, ale bardzo powoli, wiec wykres odchyla sie od stycznej ku dotowd,
ale efekt ten jest nieznaczny: wykres nieomal pokrywa sie ze styczna, wiec przyblizenie
liniowe dziata bardzo dobrze. m
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Przyktad 8.44 Przy réznych okazjach na lekcjach fizyki w szkotach wykorzystywana
jest rowno$¢ przyblizona sinx = x, np. w optyce przy wyprowadzaniu réwnania so-
czewki lub zwierciadta, przy wyprowadzania wzoru na okres wahan wahadta mate-
matycznego. Uzywana jest omawiana réwnos$é przyblizona f(p + h) = f(p) + f'(p)h
w przypadku funkcji sin, p = 0, h = z. W tym przypadku f(0) = sin0 = 0
i f'(0) = cos0 = 1 i wobec tego f(p) + f'(p)h = x. WykazaliSmy poprzednio, ze
dla x > 0 zachodzi nier6wnos¢ = — x—; < sinx < x, wiec btad przyblizenia sinz ~ x
jest mniejszy niz ﬁ , wiec jesli kat x jest maly, to ten btad jest bardzo maty, np. jesli

r = 10, to btad Jest mniejszy niz m Wypada przypomnie¢, ze mowa o wielkosci
k@ta wyrazonej w radianach, 1 radian to nieco ponad 57°. Cztowieka o wzroscie 2 m,
wiec nizszego niz np. Malgorzata Dydek (koszykarka z Gdanska, jedna z najwyzszych
na $wiecie) wida¢ z odlegtosci 200 m pod katem okoto 0,01 radiana, wiec méwimy
o rzeczywiscie istniejacych katach, matych ale nie o znikomo matych, wystepujacych
niezwykle rzadko. Rachunek rézniczkowy pozwala oszacowaé blad nie tylko z gory, ale
rowniez z dotu. W tym przypadku mozna postuzy¢ sie metoda zastosowang poprzednio

. . , , . . 3 5 , . .
w celu wykazania nierbwnosci sinz < x — % + {55, ktora zachodzi dla x > 0. Z te]

nieréwnosci wynika natychmiast, ze % — ﬁ <x—sinx < %, a wiec btad przyblize-
nia jest wiekszy niz % — % 1 mniejszy niz %. Gdybysmy zainteresowali si¢ btedem

T—SInx sinz

wzglednym, tj. liczba , to okazatoby sie, ze w przypadku 0 < x < 0,1 jest on

mniejszy niz —(0 1) = czyh mniejszy niz l% To catkiem dobra doktadnos¢. m

600 ’

Przyklad 8.45 Niech f(x) = €*, p = 0. Mamy f/(0) = e =1 i f(0)=¢€" =1,
zatem e =~ 1 + x. Zbadamy dokladnos¢ tego przyblizenia dla z > 0. W jednym
z przyktadéw wykazaliSmy, ze dla x > 0 zachodzi nieréwnos¢ e* > 1+z+ lxz Wobec

tego btad przyblizenia jest wiekszy niz EI Oszacujemy go teraz z gory. Pokazemy
trzy metody.

Metoda pierwsza. Znajdziemy liczbe a > 0, taka ze dla wszystkich = € (0,3) zachodzi
nier6wnos$¢ e® — 1 — z < ax?. Przyjmijmy f(z) = * — 1 — 2 — ax?®. Mamy wtedy
f'(z) = " —1—2ax oraz (f')(z) =e*—2a. Jedli 2a > €*, np. jezeli a > 5 -21,952 =
=128 > 1.¢% to (f') przyjmuje na przedziale (0,3) wartosci ujemne, wiec f’
jest funkcja malejaca na przedziale [0, 3], a poniewaz f/(0) =€’ — 1 —2a-0 =0, wiec
réwniez f’ przyjmuje na przedziale (0,3) jedynie wartosci ujemne. Stad wnioskujemy,
ze funkcja f maleje na przedziale [0,3]. Poniewaz f(0) = 0, wiec wartosci funkcji
f na przedziale (0,3) sa liczbami ujemnymi. Wykazalimy wiec, ze jesli a > 3e?, to
e —1—x <ar? dla z €(0,3), np. e —1 —x < 11 - 2?. Czytelnik bez trudu stwier-
dzi, ze jesli zastapimy przedziat (0, 3) przedzialem (0,2), to otrzyrnamy rezultat nieco
s-e,np.a>4>392=73-28>7.¢.
Metoda druga. Jesli 3 > x > 0, to zachodzi nierownosé

dokladniejszy: €* — 1 — 2 < ax?® dla a >

e —l-w=2a?+ L8+ Lot < L2+ C+ (22 +.. ) =2

— skorzystalismy tu z tego, ze 1 > £ > 7 > ... oraz z wzoru na sumg szeregu geome-
trycznego.
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Metoda trzecia. Wykazemy , ze jesli 3 > > 0, to e —1—2 < 2(1:”—72&) Nie
3

uzyjemy stosowanych poprzednio szeregéw. Zdefiniujemy pomocniczg funkcje wzorem

— o 22 _ LT 3 T
g(x)=e —1—95—2(1—_%)*6 —1l—z—2-

2 (3_2:6) . Obliczamy jej pochodng

Jx)=e"—1-32,
Kontynuujac obliczenia otrzymujemy

—2z)(3—x)? z—x2)(3—x
(¢) (z) = e® — % . (6—=22)(3 %31‘%3 )3—x)

T 3 18 T 1

_—.——e

2 B2 T T T U-5R

=€

Dla kazdego z > 0 mamy e /3 > 1 — £, wigc jesli 0 < z < 3, to zachodzi nie-

1
xT
-3

rownos$é (—==)% > |bz’g(e”‘*’/3)3 = €”. 7 tej nieréwnosci wynika, ze dla 0 < z < 3
zachodzi (¢')(z) < 0, wiec na przedziale [0,3) funkcja ¢’ jest $cisle malejaca, wiec
dla 0 < x < 3 zachodzi nieréwnos$¢ ¢'(z) < ¢’(0) = 0. Wobec tego, ze funkcja g ma
ujemna pochodna na przedziale (0,3), jest ona Sci$le malejaca na przedziale [0,3),
zatem g(z) < ¢g(0) =0 dla = € (0,3), a to wlasnie chcielismy wykazaé¢. Wobec tego
dla 0 <z < 2 zachodzi nier6wnos¢ e” —1—x < 22, bo w tym przypadku 2(1—£) > 1.
W jednym z poprzednich przyktadéw wykazalismy, ze dla = < 0 zachodzi nieréwnos¢
e’ < 1+ x4+ 12, wiec réwniez nieréwnos¢ 0 < e* — (1 +2) < 12°. Dla 3 > 2 > 0
mamy nieréwno$é 0 < e* — (1+x) < z%. Stad juz latwo wynika, ze dla z < % zachodzi
nieréwnos$¢ 0 < e — (1 +x) < 2%, przy czym réwno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy x=0.

Jaka kwote powinien wyptaci¢ bank osobie, ktora wptacita kwote k, jesli oprocen-
towanie jest réwne 100x% w skali rocznej, a procenty sa doliczane w sposéb ciagly?
Ta kwota jest 7112{.10 k - (1 + %)n = ke”. Jedli np. x = 0,1, czyli oprocentowanie w skali

rocznej réwne jest 10%, to réznica miedzy wzorem liniowym (wyptacana jest kwota
k(1+z)=1,1-k) a dokladnym (wyptacana jest kwota ke® = k-e%!) jest mniejsza niz
k-.0,1%2 = 0,01 k. Z nieréwnosci e” — (1+x) > 22, ktéra ma miejsce dla liczb = > 0,

1,
2

kwotach roznica taka nie ma zadnego znaczenia praktycznego, jednak przy duzych jest

wynika, ze réznica ta jest wieksza niz 1 -0,1% -k = 0,005 - k. Oczywiscie przy malych
inaczej, bo cho¢ procentowo nie ulega to zmianie, to kwota moze by¢ znaczaca. Efekt
ten staje sie bardziej widoczny, gdy rozpatrywany jest dtuzszy okres czasu, np. 2 lata.
Wtedy wzor liniowy daje wyptate k(14 2z), za$ nieliniowy — wyptate ke?*. W przy-
padku z = 0,1 réznica miedzy tymi kwotami staje sie wieksza niz k - % =k-0,02,
co oznacza, ze btad wzrést w istotny sposob.

Podobne rozwazania mozna prowadzi¢ w fizyce przy dyskusji wzoru na dtugosc
np. preta zelaznego w zaleznosci od jego temperatury. Prowadzi to do nastepujacego
wzoru [(t) = I(tg)ert=%) | gdzie przez I(t) oznaczylismy dtugo$é preta w tempera-
turze t, zas A oznacza wspdtczynnik rozszerzalnosci cieplnej, w przypadku zelaza
A~ 0,0000115 = 1,15 - 107°. Jedli zmiana temperatury jest niezbyt duza, np. mniej-
sza niz 50°C, to wyktadnik jest mniejszy niz 0, 0006, wiec jego kwadrat jest mniejszy

niz 0,000004, co oznacza, ze blad, ktéry popelmimy zastepujac liczbe ert—to)

przez
1+ At — ty) bedzie mniejszy niz 0,000004 - (to), wiec w przypadku np. szyny kole-

jowej o dtugosci 10 m — mniejszy niz 0,00004 m, czyli 0,04 mm, wigc mniejszy od
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doktadnogci pomiaru jej dtugosci (ta szyna wydtuza sie o ponad 1,15-107°-50 - 10m
= 5,75 mm).
Inaczej jest w przypadku rozpadu promieniotworczego. W wyniku rozwazan analo-

gicznych do tych, ktore doprowadzity nas do wzoru e* = lim (1 + %)n otrzymujemy

n— o0

wzor m(t) = m(ty)e ) gdzie m(t) oznacza mase substancji promieniotwérczej
w chwili £, a A — stala rozpadu. Rzecz w tym, iz w tym przypadku interesuje nas
np. czas potowicznego rozpadu, to znaczy czas, w ktérym masa substancji zmniej-
sza si¢ o potowe. W tym przypadku ¢t — ¢, musi by¢ tak duze, by zachodzit wzor
At —ty) =1In2 =~ 0,6931, wiec blad spowodowany stosowaniem przyblizenia liniowego
funkcji wyktadniczej funkcja liniowa bytby wiekszy niz % -0,69312 ~ 0,24, wiec w zasa-
dzie niedopuszczalny jako za duzy (24% ).!! Przyktad powinien uéwiadomié¢ studentom,
ze przed stosowaniem wzoréw przyblizonych warto zastanowi¢ si¢ nad tym, czy wolno
je stosowac. m

W poprzednich wyktadach pojawity sie funkcje wypukle i wkleste. Pokazalismy
jak mozna dowodzi¢, ze funkcja ciggla jest wypukta. Teraz pokazemy, jak mozna to
robi¢ w przypadku funkcji rézniczkowalnej. Powigzemy tez wyraznie pojecie wypu-
ktosci funkcji z pojeciem stycznej do jej wykresu. Przypomnijmy, ze funkcjg wypu-
kta nazywalismy taka funkcje okreslona na zbiorze wypuklym (jedynymi wypuktymi
podzbiorami prostej sa przedzialy, zbiory jednopunktowe oraz zbiér pusty), ze dla do-
wolnych punktéw x,y z jej dziedziny i dowolnej liczby f € (0, 1) zachodzi nieréwnosé
fltx+(1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y), co oznacza, ze punkty odcinka o koncach (z, f(z))
i (y, f(y)) leza nad wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezaleznie od wyboru
punktéw x i y. Przypomniana wtasnie definicja jest rownowazna temu, ze spetniony
jest jeden (ktorykolwiek) z trzech warunkéw:

(a) LWL < JEIE - qla kazdej tréjki liczb ,y, z z dziedziny funkeji f, dla ktérych
r<y<z,

(b) LU= < JEZIW) - dla kaidej tréjki liczb ,y, 2 z dziedziny funkeji f, dla ktérych
r<y<z,

(c) {21 < JWAIE) - dla kagdej trojki liczb x,y, 2 z dziedziny funkeji f, dla ktérych
r<y<z.
Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore charakteryzuje funkcje wypukte w terminach
pochodnych. Przed sformutowaniem go przypomnimy stosowane zwykle oznaczenia:

fr(z) = hlim w dla oznaczenia lewostronnej pochodnej funkcji f w punkcie z
—0~

flz+h)—f(
h

oraz f(x)= lim 2 dla pochodnej prawostronnej.

h—0t

W szkolach wzér na zmiane dlugoéci w wyniku podgrzania wystepuje w innej klasie niz
wzOr na zmiang masy pierwiastka promieniotworczego w czasie, wige liczba uczniow, ktorzy
zauwazaja niekonsekwencje w stosowaniu w jednym przypadku funkCJl liniowej, a w drugim
funkcji wykladniczej jest zanledbywalme mata. Mozna podejrzewaé, ze nie wszyscy nauczymele
maja czas i ochote wyjasniaé, dlaczego w jednym przypadku stosowany jest jeden wzér, a
w drugim — inny.
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Twierdzenie 8.46 (o pochodnej funkcji wypuklej)
Jesli f jest funkcja wypuktla okreslona na przedziale otwartym P, to

W1. w kazdym punkcie € P istniejg pochodne jednostronne f'(x) i fl(x) oraz
fz) < filz);

W2. jesli z,y € P iz <y,to fl(x) < f'(y), przy czym jeSli f jest SciSle wypukta,
to nieréwnos¢ jest ostra;

Wa3. funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie przedziatu otwartego P .
Dowdd. Niech D, , gdzie D,(t) = L8=L&) dla dowolnego punktu ¢ € P\ {z}, ozna-

—x
cza iloraz roznicowy funkcji f w punkcie z. Zalézmy, ze u < v < x < r < s sg punk-
tami przedziatu P. Z wlasnosci (¢) wynika, ze D,(u) < D,(v). Z whasnosci (b) wynika
z kolei, ze D,(v) < D,(r), a z whasnosci (a) wynika, ze D,(r) < D,(s). Mamy wiec
D,(u) < D,(v) < D,(r) < D,(s). Oznacza to, ze funkcja D, jest niemalejaca w catym
zbiorze P\{x}. Ma wiec granice jednostronne w kazdym punkcie przedziatu P, w tym
w punkcie . Zachodza réwnosci: tlirg D.(t) = f'(x) oraz tlir:g D,(t) = fi(z) (tawe

do dowodu), przy czym fg (z) < Dg(r), i wobec tego f'(z) < fl(x). Pierwsza czesé
twierdzenia zostata udowodniona.

Zalozmy teraz, ze x < r < y. Z wlasnosci (b) wynika, ze D,(r) < D,(r), a z tego co
udowodnili$my dotychczas wynikajg nieréwnosci fi(x) < D,(r) oraz Dy(r) < f'(y).
Z trzech otrzymanych nieréwnosci wynika, ze fl(z) < f’(y). Uzyskalidmy wiec druga
czesé tezy.

7Z istnienia jednostronnych pochodnych skonczonych w punkcie = wynika, ze funkcja f
jest w tym punkcie lewo— i prawostronnie ciggla, wiec jest ciagla. Stwierdzenie tego, ze
w przypadku funkcji Scisle wypuktej nierownosci staja si¢ ostre wynika od razu z tego,
ze w przypadku funkeji Scisle wypuklej nier6wnosci w (a), (b), (c¢) sa ostre. Dowdd
zostal zakonczony. m

Whiosek 8.47 (z dowodu twierdzenia)

Jesli f jest funkcja wypukta okreslona na przedziale otwartym P, to dla dowolnego
h > 0, takiego ze x + h € P zachodzi nieréwnosé¢ f(x + h) > f(x) + fl(x)h. Jesli
x — h € P, to zachodzi nieréwnosé¢ f(x —h) = f(z) — f (z)h. W przypadku funkcji
scidle wypuktej nierownosci te sg ostre.

Dowéd. Wynika to z tego, ze f(z) < Dy(x +h) = w W pierwszym przy-
padkui f'(z) > Dy(x —h) = MLW w drugim przypadku. m

Wykazane twierdzenie oznacza, ze pochodna rézniczkowalnej funkcji wypuktej jest
niemalejaca. Wniosek to po prostu stwierdzenie, ze wykres funkcji wypuktej lezy nad
styczng do siebie w dowolnym punkcie wewnetrznym przedziatu—dziedziny. Przy okazji
okazuje sie, ze funkcja wypukla moze by¢ nierdzniczkowalna w pewnych punktach,
np. |z, |z + 1|+ |z| + |z — 1] lub €l*l, ale w punktach wewnetrznych dziedziny ma
skonczone pochodne jednostronne, wiec jest ,niedaleka” od funkcji rézniczkowalnej.
Wypada nadmieni¢, ze te uwagi nie dotycza koncow przedziatu—dziedziny, w ktoérych
funkcja wypukla moze nie by¢ ciagta, np. jesli f(z) =22 dla 2 >01i f(0)=1,to f
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jest $cisle wypukta na pétprostej domknietej [0, 00), choé jest nieciagta w punkcie 0,
wiec tym bardziej nie ma w tym punkcie pochodnej. Takimi funkcjami nie bedziemy
si¢ jednak zajmowac, bo sktonni jesteSmy przyznaé, ze sg one nieco sztuczne.

Pojawiata sie wielokrotnie nieréwno$¢ e* > 1+ x dla x # 0. Teraz mozemy ja
wywnioskowaé ze Scistej wypuklosci funkcji e* na przedziale (—oo, 00). Podobnie nie-
rownosé sinx < x dla 0 < z < 7w jest konsekwencja Scistej wklestosci funkeji sinus na
przedziale [0,7]. Jesli 0 < x # 1, to Inz < x — 1, co wynika z tego, ze funkcja In
jest Scisle wklesta na (0,00), co wykazemy niebawem. Widzimy wiec, ze réwniez w ten
sposob mozna uzyskiwac¢ rozne oszacowania. Warto wiec umie¢ wyjasni¢, czy funkcja
na okreslonym przedziale jest wypukta, wklesta, czy tez ani wypukta, ani wklesta. Oka-
zuje sie, ze w wielu przypadkach mozna to wyjasni¢ badajac pochodna interesujacej
nas funkcji.

Twierdzenie 8.48 (o wypuklosci funkcji, ktérej pochodna jest niemalejaca)
Jesli funkcja f jest zdefiniowana na przedziale otwartym P i ma w jego punktach
jednostronne pochodne f i f’, dla ktérych zachodzg warunki:

W1. dla kazdego x € P zachodzi nieréwnos¢ f’(z) < fl(z),

W2. jedli <y ixz,yeP,to fl(z) < f(y),

to funkcja f jest wypukla na przedziale P. Jezeli nieréwnos¢ w warunku W2 jest
ostra, to funkcja f jest $cisle wypukta.

W szczegdlnosci: funkcja rozniczkowalna fjest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna f' jest niemalejgca, $cisle wypukia — wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna
I jest scisle rosngca.

Dowéd. Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji rézniczkowalnych, bo w tym przy-
padku dowdd jest bardzo prosty. Z wypuktosci funkcji wynika, ze jej pochodna jest
niemalejaca — jest to wniosek z poprzedniego twierdzenia. Zaktadamy wiec, ze funkcja
f jest rézniczkowalna, a jej pochodna f’ jest niemalejaca: = < y = f'(x) < f'(y).
By udowodni¢, ze funkcja f jest wypukla, wystarczy wykazaé¢, ze jesli x < y < z,

f@)—fy) fw)—1f(2)
to Ty < -

r € (x,y) oraz s € (y,z), takie ze %jj(y) = f'(r) oraz % = f'(s). Poniewaz

r<y<s,wiec r < s iwobec tego f'(r) < f'(s), co koniczy dowdd twierdzenia w tym

. 7 twierdzenia o wartosci $redniej wynika, ze istnieja punkty

przypadku. m
Dowodd w przypadku ogdlnym pozostawiam w charakterze ¢wiczenia, bardzo zache-
cam do samodzielnego przeprowadzenia go!

Przyklad 8.49 Funkcja z® jest $cisle wypukta na potprostej (0,4+o00) dla a > 1
oraz dla a < 0, natomiast w przypadku 0 < a < 1 jest Scisle wklgsta. Wynika

to natychmiast z twierdzenia o wypuktosci funkcji o niemalejacej pochodnej, bowiem

a—1 a—2

(%) = ax®' i wobec tego ((z%)") = a(a — 1)x* 2, wiec funkcja ((z*)")" jest dodat-
nia na p6tprostej (0,4+00) w przypadku a > 1 oraz a < 0, natomiast w przypadku
0 < a < 1 — funkcja ta jest ujemna, z czego wynika, ze pochodna (z®) ro$nie w pierw-

szych dwoch przypadkach, natomiast w trzecim — maleje.
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Przyktad 8.50 Uogolniona nierownosé Bernoulliego. Jesli zachodza nieréwnosci a >
lluba<0i—-1<x#0,to (1+x)* > 1+ ax. Jedli natomiast 0 < a < 1 oraz
—l1<z#0,to (1+2)"<1l4ax.

Wynika to od razu z wynikéw poprzedniego przyktadu, z tego ze pochodna funkcji
(1 + 2)* w punkcie 0 jest liczba a oraz z tego, ze wykres funkcji $cisle wypuklej
lezy nad styczng majac z nig doktadnie jeden punkt wspoélny, za$ wykres funkeji $cisle
wklestej lezy pod styczng majac z nig doktadnie jeden punkt wspélny. m

Przyktad 8.51 Funkcja wyktadnicza a® o podstawie dodatniej a # 1 jest $cisle

"= (e*ma) = ¢e®Me . lng = a® - Ina. Wobec tego

wypukla. Mamy bowiem (a”)
((a®)) = a® - (Ina)* > 0 dla kazdego z, wiec funkcja (a®)’ jest $cisle rosnaca na
calej prostej, a wobec tego funkcja a® jest $cisle wypukta. Wynika stad, miedzy in-
nymi, ze wykres funkcji wyktadniczej lezy nad styczna (w dowolnym punkcie), np.
a*>14+z-lnadlax#0i0<a#1l. m

Przyktad 8.52 Funkcja log, = jest Scisle wklesta na potprostej (0, +00) w przypadku

a > 1, natomiast w przypadku 0 < a < 1 funkcja log, z jest Scisle wypukta. Wynika

1
zlna’

to z tego, ze log, x = £, wobec czego (log, z) =

wiec pochodna ta jest Scisle
malejaca w przypadku Ina > 0, czyli w przypadku a > 1 oraz — $cisle rosnaca
w przypadku Ina <0, czyli 0 <a<1. m

Przyktad 8.53 Niech n € Z. Funkcja sinus jest Scisle wklesta na kazdym przedziale
postaci [2nm, (2n + 1)7], za$ na przedziatach postaci [(2n — 1), 2n7]| jest ona Scisle
wypukta. Wynika to stad, ze (sinz) = cosz i tego ze funkcja kosinus maleje na
przedziatach postaci [2n7, (2n+ 1)7] i rosnie na przedziatach postaci [(2n — 1), 2n7].
Ze Scistej wklestosci funkeji sinus na przedziale [O, %] wynika, ze jesli 0 <z < 7, to
% <sinz < o — wykres lezy nad sieczng (odcinkiem o koficach (0,0) i (5,1) ) i pod
styczna (w punkcie (0,0)). Druga z tych nieréwnosci znamy juz od dawna, ale warto
raz jeszcze podkresli¢ jej zwigzek z wklestoscig funkcji sinus. m

Przyktad 8.54 Funkcja tangens jest scisle wypukta na kazdym przedziale postaci

2
tu dowolng liczbe catkowita. Wynika to, z tego Ze na przedziatach postaci [nm,nw+7)

[nm,nm+7%) zas na kazdym przedziale postaci (nm—7, nx] jest écisle wklesta, n oznacza
pochodna funkcji tangens, czyli funkcja 1 + tg? 2 roénie, za$ na przedziatach postaci
(nm—5,nm] — maleje. m

Analiza przykladow wskazuje na to, ze zdarzaja sie funkcje, ktére w calej swej
dziedzinie nie sg ani wypukte ani wkleste. W podanych przyktadach zdarzato sie tak,
ze po jednej stronie pewnego punktu mieliémy do czynienia z funkcja wypukta a po
drugiej — z wklesta. Przy szkicowaniu wykresow funkcji rozsadnie jest znalezé takie
punkty zawczasu. Maja one swa nazwe.
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Definicja 8.55 (punktu przegiecia)

Punkt p jest jest punktem przegiecia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f
jest ciggla w punkcie p, ma w nim pochodna skonczona lub nie i istnieje liczba § > 0,
taka ze:

przedziat (p — 0, p+ 9) jest zawarty w dziedzinie funkcji f,

na jednym z przedziatow (p — 6,p|, [p,p + d) funkcja f jest wypukla, a na drugim
wklesta,

na zadnym z przedzialéw (p —n,p], [p,p + n), gdzie n € (0,0), funkcja f nie jest
liniowa. m

Wypada doda¢, ze w literaturze istnieje kilka nieréwnowaznych definicji punktu
przegiecia, jednak wszystkie one pokrywaja sie w przypadku najprostszych funkcji, tj,
tych, ktére mozna przedstawié jako sume szeregu potegowego.'? Przyktadowym okresle-
niem punktu przegiecia nierownowaznym podanemu wyzej jest: p jest punktem przegie-
cia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji f ma styczna w punkcie (p, f(p))
przy czym z jednej strony tego punktu wykres znajduje si¢ pod ta styczna, a z drugiej
— nad nia. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze 0 jest punktem przegiecia funkcji f zdefinio-
wanej wzorami f(0) =0, f(z) =2?(2+sinl) dla z > 0 oraz f(z) = —2*(2 +sin )
dla x < 0 w sensie drugiego okreslenia, ale nie jest punktem przegiecia w sensie de-
finicji, ktora podaliémy wczeéniej. Natomiast 0 bytoby punktem przegiecia funkcji f
zdefiniowanej wzorami f(z) = —2? dla x < 0 oraz f(x) = z+2* dla x > 0 gdybySmy
w definicji nie zatozyli rozniczkowalnosci funkeji f w punkcie przegiecia. Bez zaltoze-
nie rézniczkowalnosci 0 byloby punktem przegiecia funkcji g zdefiniowanej wzorami
g(r) = -2 dla 2 <0 i g(x) =x(x —2) dla z > 0, a to juz nie wygladaloby dobrze.
Niestety, matematycy nie ustalili tej definicji na tyle sztywno, by jedna jej wersja zo-
stata przyjeta przez wszystkich, wiec czytajac réozne podreczniki mozna spotykaé sie
z istotnie réznymi definicjami, ktore jednak w przypadku funkcji zdefiniowanych ,za
pomoca jednego wzoru” daja ten sam rezultat.

Jest jasne, ze punkty postaci nm sg punktami przegiecia funkcji sinus oraz funkcji
tangens, ze 0 jest punktem przegiecia funkcji 2"t dla n = 1,2,3,..., ze funkcja
postaci ax + b nie ma punktéw przegiecia, ze funkcja z** dla n = 1,2,3,... nie ma
punktéw przegiecia, bowiem jest $ciSle wypukta. Funkcja /2 zdefiniowana na calej
prostej ma punkt przegiecia w 0, choé¢ nie jest w tym punkcie rézniczkowalna (ma
pochodna, ale réwna 400 ), bo jest $cisle wypukta na pétprostej (—oo,0] zas na pot-
prostej [0, +00) jest Scisle wklesta. Te przyktady mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego
robi¢, bo to proste pojecie nie przysparza wickszych probleméw studentom.

Czesto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu dwu funkcji, gdy granica kazdej
z nich réwna jest 0 lub oo. Zdarza sie, ze trzeba obliczy¢ granice iloczynu dwu funkce;ji,

z ktorych jedna ma granice 0, a druga — oo. Ten drugi przypadek mozna sprowadzi¢

A

do pierwszego: fg = = 1/Lf' Bywa, ze interesuje nas granica wyrazenia f9 przy

12 czyli tzw. funkeji analitycznych.
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czym granica f jest 1, a granica g jest oo. Wzér f9 = eI/ pozwala problem zre-
dukowa¢ do obliczania granicy iloczynu, wiec w dalszym ciggu do obliczania granicy
ilorazu. Zdarzaja si¢ tez inne sytuacje, w ktérych nie sg speklione zatozenia dotych-
czas sformutowanych twierdzen o granicach. Podobnie jak w przypadku ciggdéw istnieje
twierdzenie, ktore w wielu sytuacjach utatwia znalezienie granicy. Jest to tzw. reguta de
I’Hospitala, francuskiego markiza, ktory po wystuchaniu wyktadéw Jana Bernoulliego
wydal drukiem notatki z nich pod tytutem Analyse des infiniment petites'3, co spo-
wodowato protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie istniato jeszcze pojecie
praw autorskich. Twierdzenie, ktore znajduje sie nizej, pochodzi z tej wtasnie ksigzki
(i — wedtug historykéw matematyki — powinno mieé¢ inna nazwe). O ile autorowi tego
tekstu wiadomo w ksigzce wzmiankowanego markiza jest ono w nieco stabszej wersji.

Twierdzenie 8.56 (reguta de I’Hospitala)

Zaloézmy, ze

funkcje f,g: (a,b) — R sa rézniczkowalne w kazdym punkcie przedziatu (a,b),
g(x) #0 # ¢'(z) dla kaZdego x € (a,b),

=G eR=RU{—o00,+o0},

’(

speliony jest jeden z dwoch warunkow:
1° lim f(z) =0=lim g(x), 2° lim |g(z)| = +o0.
r—a r—a

r—a
Wtedy iloraz % ma granice przy x — a i zachodzi réwnosé

fx) _ I'(z)
lim oy = G = lim 7y

Dowéd. Udowodnimy najpierw to twierdzenie przy bardzo mocnych zalozeniach.

Chodzi nam o to, by wyjasdni¢ jego sens. Dowod w przypadku ogélnym podamy nieco
pozniej. Zaldézmy najpierw, ze a > —oo, ze zachodzi warunek 1° oraz ze istniejg
skoniczone granice 91613(11 f(z) i lel_rg g'(x), przy czym ta druga jest rézna od 0. W tej
sytuacji mozna dookredli¢ funkcje f,g w punkcie a przyjawszy, ze zachodzi wzor
fla) = 0 = g(a). Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do
funkcji f rozpatrywanej na przedziale [a,z] wynika, Ze w = f'(c;) dla pew-

nego punktu ¢, € (a,z). Stad wynika natychmiast, ze lim £ (“) = = lim f'(x).

T—a - T—a
Wykazalismy wiec, ze w tym przypadku funkcje f mozna potraktowac jako okreslong

w punkcie a i to w taki sposéb, ze f'(a) = lim f'(x). To samo dotyczy oczywiscie
Tr—a

funkcji g. Oczywiscie w obu przypadkach mamy na mysli rézniczkowalnosé prawo-
flath)—f(a)—f'(a)h
h

stronna. Niech r(h) = dla h # 0 oraz r(0) = 0. Jest oczywiscie

lim r(h) = 0. Analogicznie niech p(h) = g(“Jrh)*g}(La)*gl(a)h. Wtedy lim p(h) = 0. Stad
h—0 h—0

mozemy wywnioskowac, ze

13 Analiza nieskoficzenie matych
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f@)-0 _ f@)=f(a) _ f(a)(@—a)+(@—a)r(z—a) __ [f'(a)+r(z—a) , f(a)
g( g(z)—g(a) g'(a)(z—a)+(z—a)p(x—a) g'(a)tplz—a) ,.," 9'(a)"

Ostatnie przejscie graniczne jest wykonalne, bo zatozyliSmy, ze ¢'(a) # 0.
Zaraz od tego i innych zbednych zatozen uwolnimy sie.

Zauwazmy, ze poniewaz pochodna funkcji ¢ jest rézna od 0 w kazdym punkcie prze-
dziatu (a,b), wiec funkcja g jest réznowartosciowa — wynika to z twierdzenia Rolle’a.
Poniewaz jest to funkcja ciggta i roznowartodciowa, wiec jest scisle monotoniczna. Po-

niewaz zamiast ilorazu § mozna rozwazac iloraz :—g i jedna z funkcji g, —g jest

Scidle rosnaca, a druga — Scisle malejaca, wiec mozemy przyjac, ze g jest $cisle rosnaca.
W dalszym ciagu zaktadamy, wiec ze ¢ jest Scisle rosnaca, wiec dla kazdego = € (a, b)
musi by¢ ¢'(z) > 0 (przypominamy, ze ¢'(z) # 0 w calym przedziale (a,b)).*

Niech m, M beda dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi ze m < G < M. Jesli
G = —00, to oczywiscie nie rozpatrujemy m, jesli G = 400, to nie rozpatrujemy M .

Niech m, M beda takimi liczbami, ze m <m < G < M < M . Poniewaz

ze m < E ; <Mdaze (a,c). Wobec tego na przedziale (a,c) funkcje f'—mg

oraz Mg — f" sa dodatnie, zatem funkcje f —mg oraz Mg — f sa na tym przedziale
rosngce. '’

Rozwazymy przypadek pierwszy: lim+ flx) =0 = lim+ g(z). Poniewaz g jest
Tr—a r—a
Scisle rosngca i ma granice 0 w lewym koncu dziedziny, wiec jest dodatnia na przedziale

(a,b). Funkcje f—mg oraz Mg— f maja granice (prawostronng) 0 w punkcie a, wiec

sa dodatnie. Mamy wiec dla z € (a,c¢) nier6wnosé podwdjna m < % < M, wiec

rowniez m < % < M . Poniewaz m oznacza tu dowolna liczbe mniejszg niz G,
f(z)

a M — dowolna wigksza niz G, wiec lim L = = G, co konczy dowod w przypadku

x%a
pierwszym.

Teraz zakladamy, ze hm lg(x)| = +o00. Poniewaz zakladamy, ze ¢'(x) > 0 w prze-
CC—)G/

dziale (a,b), wiec lim+ g(x) = —o0. Poniewaz funkcje f — mg oraz Mg — f sa ros-
Tr—a
nace na przedziale (a,c), wiec dla x € (a,¢) mamy f(x) — mg(xz) < f(c) — mg(c)
oraz Mg(z) — f(z) < Mg(c) — f(c). Poniewas lim, g(x) = —o0, wigc mozemy przy-
Tr—a

ja¢, po ewentualnym zmniejszeniu ¢, ze g(z) < 0 dla x € (a,c). Otrzymujemy wiec
nierownos$¢ podwojna:

o) —igle) _f@) Mg~ )

g(x) g(x) g(x)

4 Nie zakladamy cigglosci funkcji ¢’ , wiec nie wolno nam skorzystaé z wtasnosci Darboux. W isto-
cie rzeczy moze sie zdarzy¢, ze pochodna funkcji okreslonej na przedziale ma punkty niecig-
glosci, jednak nawet w takiej sytuacji przystuguje jej wlasnos¢ Darboux, zreszty wlasnie ten
matematyk udowodnil, ze pochodna funkcji rézniczkowalnej ma wlasnos¢ przyjmowania warto-
$ci posrednich. Nletrudny w istocie rzeczy dowdd tego stwierdzenia mozna podaé przyjrzawszy
sie wladnie przeprowadzonemu rozumowaniu.

15 Tu zaczyna sie rozumowanie wg. niepublikowanego nigdzie dowodu Andrzeja Birholca, ktéry
pokazal mi to rozumowanie i od ktérego duzo sie nauczyltem.
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Poniewaz lim £©&=m9(c) _ , wiec istnieje d € (a,c), takie ze dla

z—at 9(x) z—at ()

x € (a,d) zachodzi nieréwno$é m < % < M . Konsekwencja ostatniego stwierdzenia

jest rownosé hm+ % = (G . Dowdd zostat zakoriczony. m
Tr—a
W dowodzie tym wykorzystaliSmy w istotny sposéb zatozenia f(a) = g(a) =0 lub

lim+ lg(x)| = +o0. Oczywiscie bez tych zalozen teza moze by¢ w konkretnej sytuacji
T—a

prawdziwa jedynie przypadkiem — pochodne decyduja o wielkosci funkcji w otoczeniu
punktu, w ktérym wartoscia funkeji jest 0, jesli f(a) # 0, to ,w pierwszym przyblize-
niu” f(z) ~ f(a)!

Zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy hm ( ) po do-

konaniu odpowiednich kosmetycznych zmian w zaltozeniach i w tezie. Z tego zdania
wynika, ze mozna je tez stosowa¢ w przypadku granic dwustronnych

Warto zauwazy¢, ze istnieje analogia miedzy reguta de I’'Hospitala i twierdzeniem
Stolza. Te rozwazania nie beda $ciste, bo méwi¢ tu bedziemy raczej o intuicjach.
Ciag mozna traktowaé jako funkcje okreslong na zbiorze wszystkich liczb natural-
nych. Wtedy b = +oo. Niestety dziedzina nie jest w tym przypadku przedziatem,
wiec nie mozna mowi¢ o pochodnej. Mozna jednak spojrze¢ na zagadnienie nieco ina-
czej. Pochodna byta nam potrzebna do oszacowania réznicy f(x) — f(a), przy czym
interesowata nas minimalna moZliwa zmiana argumentu. PisaliSmy przy odpowiednich

zalozeniach, ze J; Em;_g ((Z)) R ( ) . W przypadku ciagu minimalna mozliwa zmiana argu-

mentu to 1. Wobec tego zamiast ilorazu pochodnych Lz g ik , ktory przybliza interesujacy

fxt+h)—f(=)

. e h)—
nas iloraz réznicowy i = Lath)—f(2)
h

9(z+h)—g(x)

niu Stolza zaktadaliSmy, ze ciag (b,) jest $cisle monotoniczny. W regule de I’'Hospitala

rozpatrujemy iloraz b”f—a" W twierdze-

tez wystepuje to zalozenie, zaktadamy mianowicie, ze pochodna funkcji g nie przyj-
muje wartosci 0%, z czego wynika, ze jest ona albo dodatnia, albo ujemna, a to pocigga
za soba Scista monotonicznosé funkeji g.

Pokazemy teraz na kilku przyktadach, jak mozna stosowaé regute de 1’Hospitala.
Niektore z podanych rezultatéw zostalty uzyskane wezesniej lub mozna je byto uzyskaé
uzywajac twierdzen wykazanych wezesniej.

Przyktad 8.57 lim i—z = 0. Mozemy probowaé zastosowac¢ regute de 1'Hospitala,

T—00
bo mianownik ma granice nieskonczong i jego pochodna, e”, jest rézna od 0 wsze-
dzie. Nie jest istotne jaka jest granica licznika, a nawet czy licznik ma granice. Ilo-

raz pochodnych to “xe‘:l, wiec jest to wyrazenie tego samego typu co wyjsciowe.

Istotng zmiang jest pojawienie sie w wyktadniku a — 1 w miejsce a. Jesli a < 1,
to licznik jest ograniczony z géry na pétprostej [1,+00), a mianownik dazy do +oo,
wiec iloraz dazy do 0. Jesli a > 1, to stosujemy regule de I'Hospitala k& > a razy.

16 Co prawda pochodna nie musi by¢ ciagla, ale ma wtasnosé przyjmowania wartoéci posrednich,
co zostato wykazane przez Darboux. Zreszta monotonicznosé funkcji g wynika tez z twierdzenia
Rolle’a.
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Oméwimy to doktadniej. Po k—krotnym zrézniczkowaniu w liczniku pojawia sie wy-

razenie a(a — 1)(a — 2) - -+ - (a — k + 1)2*~* | w mianowniku natomiast mamy e?.
Funkcja a(a — 1)(a — 2) - -++ - (a — k + 1)2°* jest ograniczona, bo k > a, zatem
lir+n “(a_1)(a_2)';;(“_k+1)$kk = 0. Dzieki regule de I'Hospitala mozemy stwierdzi¢, ze
T—>+00
lir+n a(a—1)(a—2)~~-~e~(za—k+2)za_k+1 = 0. Stosujac twierdzenie jeszcze k—1 razy dochodzimy
T—>r+00
w kornicu do granicy lim ﬁ—: = 0. Oczywiscie wynik ten mozna otrzymac stosujac je-

T—+00
dynie elementarne metody: wyktadnik @ mozna zastapi¢ liczba naturalna m wicksza
od @, nastepnie skorzysta¢ z nieréwnosci e” > (1 + £)" prawdziwej dla kazdej liczby
naturalnej n i kazdej liczby = > 0, nastepnie skorzysta¢ z tego, ze granica ilorazu
wielomianu stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy x — oo jest liczba 0. Po-
kazaliSmy tu po prostu jak mozna wykorzysta¢ twierdzenie de I’Hospitala, ta metoda
pozwala na obliczanie granic w wielu sytuacjach, metody elementarne bywaja trudne
w zastosowaniach — trzeba mie¢ dobry pomyst! m

Przyklad 8.58 lim lgf = (0 dla kazdego a > 0 — to juz wiemy, ale pokazemy jak

r—+00
te rownos$¢ mozna uzyskacé za pomoca reguty de I’Hospitala. Poniewaz mianownik jest
funkcja $cile rosnaca o granicy +oo, wiec mozna sprobowaé obliczy¢ granice ilorazu
1/x 1

pochodnych: lim —4= = lim —; = (0. Wobec tego istnieje réwniez granica ilorazu
z—+o0 ¥ z—+oo ¥

funkcji i rowniez jest réwna 0. m

Przyktad 8.59 lim+ 2% = 1. Mamy bowiem: 2% = ¢*™? Funkcja wykladnicza jest
z—0
ciagta, wiec wystarczy wykazac, ze lim+ rlnx = 0. Mamy
z—0
lim zlnz = lim ilnl=— lim B¢ =0
z—0+t z—4o0 ¥ Y y—+oo Y

— ostatnia rowno$¢ wynika z rezultatu uzyskanego w poprzednim przyktadzie dla

a = 1, przedostatnia zaé — z tego, ze lni =—Ilny. m

Przyktad 8.60 liII(l](l + 2)'/* = ¢ — to wzmocnienie wyniku lim (1 + 1) = e.
T—> n—00

Dzicki oczywistej réwnosci (14 x)Y/* = e(1/2)n(1+2) wiemy, 7e wystarczy wykazaé wzor

lim 205 — q Te rownosé wykazalismy wezesniej, zreszta lim In(4e) _ Jjpy nQe)-inl ,

z—=0 T z—=0 T z—0 z

wiec granica ta jest réwna pochodnej logarytmu naturalnego w punkcie 1 (to wniosek

z definicji pochodnej, reguta de I’'Hospitala jest tu zbedna), czyli % =1. =
Przyklad 8.61 Pokazemy teraz, w znacznie prostszy sposob niz w rozdziale pierw-
szym, ze cigg ((1 + %)n> jest wolno zbiezny do liczby e, wigc nie nalezy go uzywac

do jej przyblizonego obliczania. Obliczymy mianowicie granice

— 1yn x
lim w W tym celu wystarczy obliczy¢ granice lim e=tn)V* 7 istnienia tej
n—00 n z—0 z

ostatniej wynika oczywiscie istnienie poprzedniej (definicja granicy wg. Heinego), od-
wrotne wynikanie nie zachodzi. Z rezultatu z poprzedniego przyktadu wynika, ze za-
rowno licznik jak i mianownik daza do 0 przy x — 0. Zbadamy wigc iloraz pochodnych.
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Jest on réwny pochodnej licznika, czyli

(6 _ (1 4 x)l/a:)/ — (_eln(1+m)/$)/ —_ _eln(1+ac)/a: . H%ﬂﬁ;l;(1+z) _
r x—(14z)In(1+x 1+z)/*  z—(14z) In(l14z
= —(1+az)/. (:1:2(1)+:1:()Jr b= J{+):c .= +an)2 G
7 tego co juz wiemy wynika, ze lin(l) — (Hlfr);/z = —e. Wystarczy wiec obliczy¢ granice
z—
z—(142) In(1+z)

. Jest jasne, ze licznik i mianownik daza do

drugiego czynnika, czyli lir% ”
T—

0 przy = — 0. Zajmiemy sie wiec ilorazem pochodnych. Mamy

1—<1n(1+x)+(1+w)~1+%) _ _I(ta) _

2x 2x

Wobec tego 31612(1) % = (—e)- (_%) =

CIn(i4x)
x

-1 N
z—0

N[ =

N0

7 otrzymanej réwnosci nh_>Holo ﬁ = 5 wynika, ze dla ,duzych” n zachodzi réw-
no$¢ przyblizona e — (1+ %)” ~ 5, wige dla uzyskania dobrej doktadnosci przyblizenia
trzeba uzywaé¢ dcuzej liczby naturalnej n, co w zasadzie czyni przyblizenie bezuzytecz-
nym.

Komentarz praktyczny: w koncowce obliczen, przed zastosowaniem requly de [’Hospitala,
przedstawiliémy utamek w postaci iloczynu dwdch utamkow. Gdybysmy tego nie uczynili

obliczenia wyglgdatyby o wiele powazniej.

Przyktad 8.62 W ostatnim przykladzie pokazalismy, ze e — (1+ 1)" ~ = dla dosta-
tecznie duzych n. Podamy teraz konkretne oszacowanie. Wykazemy, ze dla wszystkich
liczb naturalnych n > 1 zachodzi nieréwnos$¢ podwdjna

e _ 1\n e 17
s < e~ (L+3)" <357 -
7 nieréwnosci tej wynika, ze jesli np. chcemy znalezé trzy miejsca po przecinku dzie-

sietnego rozwiniecia liczby e stosujac wzor e = nh_}n(glo (1+ %)”, to musimy wybraé n

czyli n > 1099%=1 > 1359 . Z nieréwnosci e — (14 )" > ¢

1
1000 2n+2

wynika, ze dla n = 1358, btad jest wickszy niz 0,001.

tak duze, by 5.5 <

. . . .. . , ;. e 1\n , .
Zajmiemy si¢ najpierw nieréwnoscig -7 < € — (1+ >)". Jest ona réwnowazna na-

2n
stepujacej nier6wnosci (1 + %)"H <e(l+ %) — przeniesliémy sktadniki zawierajgce
liczbe e na prawa strone, sktadniki bez e — na lewa, nastepnie pomnozyliSmy obie
strony nieréwnosci przez 1 —1—% = ”TH Teraz zastapimy % przez x. Mamy dowies¢, ze
(1+2)" V" < e(142). Poniewaz logarytm naturalny jest funkcjg scisle rosnaca, wiec
nierowno$¢ ta rownowazna jest nastepujacej
L+1)In(1+2)<1+n(1+2).
Wystarczy rozpatrywaé¢ x > 0. Po pomnozeniu obu stron przez x > 0 i przeniesieniu
wszystkich sktadnikéw na jedng strone otrzymujemy
r+zn(l+3)—(1+2z)In(l+2)>0.

Oznaczywszy lewa strone przez f(z) stwierdzamy, ze f(0) =0 oraz

7z0b. G.Pélya, G.Szegd, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis, Springer 1964, wyd. 3, t.1.
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f’(x):1+1n(1+%)+x%—1n(1+x)—(1+m)¢:

14+x
_ .z o 4+ _ = T
=2~ T =g In(1+57) >0

— ostatnia nier6wno$¢ wynika z tego, ze In(1 +vy) <y dla —1 <y # 0, co wiemy od
dawna a wynika to tez np. z tego, ze funkcja In jest $cisle wklesta na (0, +00), a wykres
funkcji $cisle wklestej lezy pod styczna do tego wykresu. Wykazalismy, ze f'(x) > 0 dla
x >0 , wiec funkcja f rosnie na poélprostej [0,+00), a poniewaz f(0) = 0, wiec dla

x > 0 przyjmuje jedynie wartosci dodatnie. W szczegdlnosci f (%) > 0, a to wlasnie

chcielismy udowodni¢.
1

Teraz zajmiemy si¢ nieréwnoscig e — (14 )" <

noéci e < (1+2)"(1+ 5-) — przenieslismy oba wyrazy zawierajace liczbe e na lewg

e

ST - Jest ona rownowazna nierOw-

strone nieréwnosci, reszte — na prawg strone, nastepnie podzieliliSmy nierownos¢ przez
1— 1 _ _2n
2n+1 = 2n+1°

Otrzymujemy nier6wnosé

Teraz oznaczymy % przez x izlogarytmujemy obie strony nieréwnosci.

1<2ln(l+az)+In(l+%).
Niech g(x) = %ln(l +x)+1In(l + 5) — 1. Wykazemy, ze g jest funkcja $cisle rosnaca.
1
2

Mamy ¢'(z) = —% -In(1 + ) + -7 + 3 - == - Wykazemy, ze dla z > 0 zachodzi

2 z(14x) 1+z/2°
g'(x) > 0. Niech h(z) = 2%¢'(z) = {5 + 2‘1—2 — In(1 + z). Wystarczy wykazaé, ze
h(z) >0 dla z > 0. Mamy h(0) =0 oraz
_ 1 dz+a? 1 x?(2®+45z+5)
W (@) = ey T Grap ~ T = Groperee > 0 dla 2> 0.

Wobec tego funkcja h rosnie na péiprostej [0, +00), wiec h(z) > h(0) =0, co dowodzi
tego, ze ¢'(x) > 0. Z definicji funkcji g wynika od razu, ze ling) g(x) =0, a wobec tego,
T—r

ze funkcja ta jest rosnaca na polprostej (0,+00), zachodzi nieréwnosé g(z) > 0 dla
x > 0. W ten spos6b udowodniliémy drugg nieréwnos¢. m

Wiele funkcji mozna przedstawia¢ w postaci sum szeregdéw potegowych. Udato nam
sie juz przedstawic¢ w takiej postaci funkcje wyktadnicza i wiele innych. Przekonamy sie,
ze nie sg one zadnym wyjatkami — praktycznie wszystkie funkcje, ktore sg zdefiniowane
»za pomocy jednego wzoru”, mozna tak zapisaé, co utatwia w licznych przypadkach
poznanie ich wlasnosci. Z twierdzenia o rozniczkowaniu szeregu potegowego wynika,
ze wewnatrz dziedziny majg one skonczong pochodna i ta pochodna jest réwniez suma
szeregu potegowego, wiec i ona ma skonczona pochodng wewnatrz swej dziedziny. Za-
czniemy od logarytmu naturalnego, ktory juz kiedys przedstawiliémy jako sume szeregu
potegowego, a teraz pokazemy znacznie prostsze uzasadnienie.

o0

Przyktad 8.63 In(1+z) = Z(—l)”_ll = — %12 + %x?’ _

n

1zt + ... dla kazdej

n=1
liczby x € (—1,1]. Udowodnimy ten wzér. Jesli |z| < 1, to
(n(l4z)=r==1-z+2 -2 +--- =

!/
— (@ -t ket ety = (Do (-itan)
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zatem pochodna funkeji In(1+z) — Z(—l)””% a™, okreslonej i cigglej na przedziale
n=1
(—1,1) irdézniczkowalnej w jego punktach wewnetrznych jest réwna 0. Stad wynika, ze

funkcja In(1+z) — Z( 1"t L 2™ jest stala na przedziale otwartym (—1,1). Wobec
n=1

tego dla kazdej liczby = € (—1,1) zachodzi réwnosé

n(l+z) — i n(l+0) — f: "=0.

n=1 n=1

Przedstawiliémy wiec funkcje In(1 + z) w postaci sumy szeregu potegowego o srodku
w punkcie 0.

Wykazemy jeszcze, ze rowno$¢ ma miejsce rowniez dla x = 1. Jedli 0 < z < 1
ineN, to
x—sa? + ia?

1.4 . 1 .2n—1 _ 1 .2n
L SR e 817 5o <In(l+x) <
L1213 1.4, L _p2n—1
<T— 3T+ 37 7T+ + 5,37 .
Ta podwdjna nierownos¢ wynika np. z dowodu kryterium Leibniza zbieznosci szeregu

naprzemiennego, a jesli ktos nie pamieta wspomnianego rozumowania, to moze skorzy-
stac z tego, ze

/
R T Tt T0)

= - (—z+a?—ad 4 42?2 -2 :% >0,
wiec roznica jest funkcja rosnaca, a poniewaZ
ln(l + O) _ (0 _ %02 103 104 S . 102n 11 OQn) — O,
wiec In(14x) — (a: — %xQ + %x:)’ A RN 2n 1x2 -1 %x%) > 0 dla kazdej liczby

—tat o a? > In(1 4 )

x > 0. Analogicznie dowodzimy, 7e x — %:1:2 + 5

dla z > 0. Z udowodnionych wzoréw wynika, ze
1,1 _ 1 1 1 1,11 1

l-gts—at+t tgg g <hl+h<l-g+gz—g+ 455,

n

a z tych nierownosci wynika od razu, ze In2 =1 — 3 —l— % — i +...= Z(_lzlnfl .
n=1
Udowodnili$my, ze dla kazdej liczby x € (—1,1] zachodzi réwnosé
In(1+ x) :Z(—l)"*%x" :x—z;—i-%— %—I—....
n=1

Z tego wzoru wynika, ze jesli g >0 1 0 <z < 220, to

xg n\ xo

Inz =1In (2o(1+ % xo)) =Inzy+In(l 4+ =%) =Inzy + Z(—l)”_ll(w)",
n=1

a wiec przedstawiliémy funkcje Inx w postaci sumy szeregu potegowego o srodku w do-
wolnie wybranym punkcie xy i promieniu zbieznosci xg, wiec maksymalnym o jakim
mozna mys$le¢ (In0 nie jest zdefiniowany wiec przedziat zbieznosci nie moze zawieraé
punktu 0 ).
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Wiemy, ze In2 =In(1+1) = Z(—l)”*li =1—3+3—1+.... Ten szereg ten
n=1
jest wolno zbiezny i nie warto znajdowac¢ przyblizen dziesietnych liczby In2 za jego
pomoca. Mozna natomiast np. zauwaZyé ze

n2 = — _:_Z 1)Ly f:

n=1

3I>—‘

l
2 .

k
W tym przypadku blad jaki popeliamy przyblizajac liczbe In2 suma Z%(%)” jest
n=1

1 o 1 1 1 . . o . ..
rowny E 5 = GEn2FT + (G12)2F 72 + (5 43)2F 73 + ..., wigc Jest mniejszy niz suma
n= k:+1
1 1 1 _ 1 11
G2t T ()2 T Gz T T Gl 1ol T ()2

W przypadku szeregu anharmonicznego 1 — % + % — % + ... warto$¢ bezwzgledna btedu,
k
ktory popetiamy zastepujac liczbe In2 suma Z(— il = jest rowna

n=1
1 1 1 1 _ 1 1
[ Rl s B v v B (k+1)(k+2) + (k+3) (k+4) RIEEE

>

1 1 1 1 1
171 ) o,
=3t st mi Tt st o) = W
Jesli przyjmiemy k = 4, to w pierwszym przypadku btad bedzie mniejszy niz %)

a w drugim — wigkszy niz 15 Dla k =9 w pierwszym przypadku btad jest mniejszy od

a w drugim — wz’gkszy niz 5. Jasne jest wiec, ze w razie koniecznoéci przyblizenia

o0

liczby In 2 za pomocg utamka dziesietnego uzy¢ nalezy szeregu Z % , a nie szeregu

L
5120

n=1
)

anharmonicznego Z (=1t

n=1

S|

Przyktlad 8.64 Teraz zajmiemy sie funkcja arctg. Mamy (arctgz) = H% Wobec

tego dla x € (—1,1) zachodzi réwnosé

3 5 7

(arctg) = s =1—a?+a' —ab+ . = (e -L+Z L+ ).
Jasne jest, ze szereg :I:—g—s—i-%—x—;—l—. L= Z(—l)”zi:ll jest zbiezny dla x = +1, przy
n=0
czym nie jest to zbieznos¢ bezwzgledna. Wobec tego jego przedziatem zbieznosci jest
[—1, 1] — szereg potegowy jest wewngtrz przedziatu zbieznosci bezwzglednie zbiezny.
Wykazalismy wiec, ze pochodna funkcji arctgz — Z(—l)"”gj::: jest rowna 0 we

n=0
wszystkich punktach przedziatu (—1,1). Stad wynika, ze ta funkcja jest stata na prze-
dziale (—1,1). Wobec tego dla kazdej liczby = € [—1, 1] zachodzi réwnos¢:
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o0 o0
. N nx2n+l o . Z _ n02n+1 o
arctg x E (=1)"5,57 = arctg0 (=D)"57=0.
n=0 n=0
Jesli x >01inéeN,to
Z‘S 1’5 1’7 C647173 x4n71 $3 CC5 CC7 Z,477,73
r—-F 4T+t o <arctgr < x — st —%+... .+ =,
bowiem
/
. . ﬁ £ . i Z,4'/L73 . m4n71 o
(arctgx (r-F+5-%+.. . +55 4n—1)> =
_ _ 4n
:_1+le — (1=t —ab 4. ot —gin?) = e >0,

flin:; — —Z:: ) jest Scidle
rosnaca na poétprostej [0,00), a zatem jej wartosci w punktach = > 0 sa wieksze niz jej
warto$¢ w punkcie 0, ktora jest rowna 0. Analogicznie wykazujemy prawg nieréwnosc.

Stad wynika, ze dla kazdej liczby x € [—1, 1] zachodzi réwnosé:

co dowodzi, ze funkcja arctgx — (a: — x—; + % — x—; + ...+

n m2n+1
arctg r = Z(—l) ST -
n=0
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie tak i tu mozemy uzyskaé¢ konkretne rezultaty.
Np. podstawiajac = 1 do otrzymanego wzoru otrzymujemy

e}

%:au"ctgl:1—%4—%—%—l—...:Z(_l)n%lﬁ

n=0
— ta réwnos¢ nazywana jest zwykle wzorem Leibniza.

Wykazemy, ze jesli chcielibySmy za pomoca tego wzoru znajdowaé przyblizenia
dziesietne liczby 7, to musielibysmy wykona¢ wiele obliczen, co nawet w przypadku
komputeréw ma istotne znaczenie — konkretnie: dla kazdej liczby naturalnej n zacho-
dzi nieréwnos¢ podwdjna
4(n1+1) < 2n1+1 B 2n1+3 + 2n1+5 B 2n1+7 +...< ﬁ' (1)
Wynika z niej, ze btad, ktory popetiamy, gdy zastepujemy liczbe 7 suma czesciowy

1-— % - % — % +.. o+ (=1t 2n171 , jest zawarty miedzy m oraz ﬁ. Stosujac wzor

z lepiej dobranym x otrzymaé mozna bez trudu szeregi ,szybciej” zbiezne.'®

9 1 1 11 _ 2 2
Mamy™ 555 — s Yo — o T = @) @nT3) T @) T
S 1 1 1 1

(2n+1)(2n+3) + (2n+3)(2n+5) + (2n+5)(2n+7) + (2n+7)(2n+9) +...=
_1(_1 1 1 1 1 1 1 1
- 5(2n+1 T 2n+3 + 2n+3  2n+5 + 2n+5  2n+7 + 2n+7 ~ 2n+9 +.. )

=_1

1

2@nt1) ~ A(ntl)
PSR | 1 1 1 _ 2 2
Analogicznie 505 — s +m — g T = G Enss) T @ T <

2 2 2 2 _
< Zn@nta) + (2n+4)(2n+38) + (2n+8)(2n+12) + (2n+12)(2n+16) +...=

_ 11 1 1 1 1 1 1 o 1 1
2 (Qn 2n+4 + 2n+4 2n+8 + 2n+8 2n+12 + 2n+12 2n+16 + .. ) T dn u

18 Mozna o tym przeczytaé np. w rachunku rézniczkowym i catkowym G.M.Fichtenholza, t.2,
rozdzial XI, $ 8, punkt 410, ksigzce wielokrotnie wznawianej przez PWN.
19 Te szacowania mozna znalezé w ksiazce Wactawa Sierpinskiego, ,,Dzialania nieskoficzone”.
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o0

Przyktad 8.65 Wykazemy teraz, ze sinz = Z(_1>n p2n+1

Gnti) - Wykazaliémy poprzed-
n=0

3

T < sinz < z. Teraz

nio, ze jesli z > 0, to zachodzi nieréwnos$¢ podwodjna = —
wykazemy, ze sinz < x — g—? + fﬁ)—?

Niech f(z) = = — g—? + gg—? —sinz. Mamy f'(z) = 1 — ”g—? + ﬁ—? — cosx 1 wobec
tego mozemy napisaé, ze (f')(xr) = —x + ”;—? + sinz. 7Z przypomnianej nieréwnosci
wynika, ze dla kazdej liczby = > 0 zachodzi (f')(z) > 0, a stad wynika, ze funkcja
f' jest Scisle rosnaca na poétprostej [0, +o0). Poniewaz f'(0) =0, wiec jesli > 0, to
f'(x) > f'(0) = 0. Stad wynika, ze funkcja f jest cisle rosn@ca na poélprostej [0, +00)
i wobec tego jesli x > 0, to f(z) > f(0) =0, czyli z — 3, + & > sinx, a to wladnie
chcielismy wykazac.

Rozumujac w taki sam sposéb wnioskujemy, ze dla x > 0 zachodzi nieréwnos¢
x— f;;—? + 5 - ””7? < sinx — obliczamy pochodna réznicy prawej i lewej strony tej nieréw-
noéci, potem jej pochodna tej pochodnej, w wyniku otrzymujemy funkcje dodatnia na
pélprostej (—oo,0) itd. Powtarzajac to rozumowanie, czyli stosujac indukcje zupetna,
dochodzimy do wniosku, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 i kazdej catkowitej
liczby nieujemnej n zachodzi nieréwnos¢ podwojna:

4an+1

TGt (1) 1(4n )<Sm$<$ 3u+ﬁ_?+"'+(_1)2 (dn+1)! -

4n+1

0 (i = = 0 — mozna za-

Réznica skrajnych sum réwna jest (z Mamy tez 11m

4n+1)

1
4

uwazy¢, ze jesli n > x > 0, to T < a stad wymka, ze dla dostatecznie duzych

s h d . . , , $4n+5 < 1 $4n+1
numerow n zZachodzl 1nierowiosc (4nt5)! 256 (4nt1)! "
2n aintl

.. z3 25 a7’
Definiujemy syp1 =0 — 5 + 5 — 5 + -+ (—1) (ntt !

n—1

_ 3 x® x” 2n—1 zt
Sin—1 =T =g+ 5 =+ ()T ey

Z tego ze Sgp—1 < SINT < Sgpi1 1 lim (Sgp41 — San—1) = 0 wynika oczywiscie, ze
n—oo

(o]
. . . . 2n+1
lim s4, 1 = sinz = lim s4,41. Oznacza to, ze suma szeregu E (—=1)" (§n+1), jest
n—oo n—oo
n=0
. .. . O T 2 § . . -y, /s ..
sinz, czyli ze sinx = x — 4 + & — & +... . Na razie wiemy, ze rownos¢ ta ma miejsce

dla =z > 0, ale w rzeczywistosci, dzieki temu ze prawa strona to szereg potegowy o
srodku w punkcie 0, wiemy juz, ze promieniem zbieznosci prawej strony jest +o0o.
Poniewaz obie strony lewa i prawa sg funkcjami nieparzystymi zmiennej x réwnymi w
przypadku x > 0, wiec sg one rowne dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wykazalidmy
wiec, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosé

S B o0 Pt
SHILE—.I'—E—FE—?—F ;(—1)m (43)
k
Wiemy od dawna, ale ,,po drodze” wykazaliSmy tez, ze suma Z(—l)”% przybliza
n=0
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sume nieskonczong z btedem mniejszym niz (‘x P Wynika stad np. ze jesli = jest

CIEs)EsyE
,16

= 1,58, to réznica miedzy liczbami x — 2

miarg kata ostrego, czyli 0 <z < 7 < 3 3

1 sinz jest mniejsza niz r— < 1’58 < m < 0,1. Zwiekszenie liczby sktadnikéw o 1, tj.

przyblizanie liczby sin x llczb@ r — ? + £ 5 powoduje zmniejszenie btedu do wartosci

mniejszej niz x— < 1’58 < 0,005 = 200 Widzimy wiec, ze mozemy w miare doktadnie
znajdowac Wartosa hczbowe sinuséw stosunkowo niewielkim kosztem, przy czym mozna
doktadno$é istotnie zwiekszy¢ zwiekszajac liczbe sktadnikéw nieznacznie. Oczywiscie
tego typu oszacowania sg przydatne nie tylko do rachowania, ale réwniez w przypadku
rozwazan teoretycznych. Zwroémy jeszcze uwage na to, ze jesli interesujemy sie liczbami

x bliskimi 0, to btad maleje, réwniez btad wzgledny zmniejsza sie. m

[e.e]

Przyktad 8.66 Z wzoru sinx = x — ’g—? + gg—? - :;—T +.. = Z(—l)”(gz;), wynika
n=0
natychmiast, ze
2 gt 40 o0 ey
cos:v—l—§+z—a+---:§(—l) o)

— po prostu obliczamy pochodne obu stron wzoru (43) , co wolno zrobié dzigki twier-
dzeniu o pochodnej szeregu potegowego. m

Przyktad 8.67 Zajmiemy si¢ teraz dwumianem Newtona. Nie chodzi przy tym o wzor
na obliczanie n-tej potegi sumy dwu liczb, bo ten byt z pewnoscig znany przed Newto-
nem, na pewno znal go Pascal, a prawdopodobnie (wg. N.Bourbaki, Elementy historii
matematyki, PWN, Warszawa, 1980) byt znany Arabom w wieku XIII, a Chinczykom
w wieku XIV. Chodzi o wzér na (1 + x)*, gdzie wykladnik @ nie musi by¢ liczbg na-
turalng — moze by¢ dowolng liczba rzeczywisty, liczba x zas w przypadku dowolnego
wyktadniki nie moze by¢ dowolna, musi mie¢ wartos¢ bezwzgledng mniejsza niz 1.

Rozpoczniemy od zdefiniowania symbolu Newtona. Jesli a € R oraz n € {1,2,...},

to przyjmujemy, ze (?) = ala=D(e=2)..(a=ntl) = 1yoatkowo (2) = 1 dla kazdej liczby

n! 0
rzeczywistej a. 7 definicji tej wynika natychmiast, ze jesli a jest liczba naturalng nie

a)_
n) n'(a n)

rzeniem definicji znanej ze szkoly. Przy okazji wypada stwierdzi¢, ze jezeli a jest liczba

mniejsza niz n, to ( . Oznacza to, ze nasza definicja jest po prostu rozsze-

naturalng mniejszq niz n, to (Z) = 0, bowiem w tym przypadku w liczniku utamka

definiujacego symbol Newtona wystepuje liczba a —a = 0.

Z definicji symbolu Newtona i tego, ze 1+ =% = % wynika od razu, ze

() =n o) e G+ (0 =CY) o

Wykazemy teraz, ze jesli |x| < 1, to dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi wzor
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Newtona:

(1+2)" = (g) + (T)H (;)x2+ (§>x3+ - i (Z)x" (45.N)

n=0

Znajdziemy promien zbieznosci szeregu potegowego wystepujacego po prawej stronie
réwnosci (45.N). Skorzystamy z kryterium ilorazowego d’Alemberta. Obliczamy gra-
nice ilorazu zaktadajac, ze a nie jest liczba naturalna:

(nil)xn_‘—l

(n)="

Stad wnioskujemy, ze w przypadku |z| < 1 szereg jest bezwzglednie zbiezny, nato-

(a—n)z
n+1

= lim = |z|.

n—oo

lim
n—oo

miast w przypadku |z| > 1 szereg jest rozbiezny, bowiem jego wyraz nie dazy do 0

przy n — oo. Obliczymy pochodng ilorazu Z(Z) x”/(l +x)*.  Mamy
n=0

/
0  fa\.n a Yol n(n)an () —a(14x) 1 3000, () an
(S0 (o) /o) =BGy e I G

—a(l )t () S (Tam = o, (2)en) =
=a(l+ x)_“_l(zqiil (Zj)xn_l + > (Zj)xn — Ym0 (Z)mn) =
= a(l+2) " (T () + 302 ()2 = X0k, ()an) =

=a(l+z)" Yy (W) + () = (D))" =a(l+z) 13 0-2"=0.
Wykazalismy, wiec ze pochodna ilorazu réwna jest 0 w kazdym punkcie przedziatu

(—1,1). Stad wynika, ze na tym przedziale ten iloraz jest funkcja stata, wiec jego war-
tos¢ w kazdym punkcie z jest taka sama jak wartos¢ w punkcie 0, a w tym punkcie

0o+
wartos¢ tego ilorazu jest réwna Z(Z) O”/(l +0)* = (8)/(1 +0)* =1 . WykazaliSmy

n=0

wiec, ze dla kazdego x € (—1,1) zachodzi réwno$é¢ (1 + z)* = Z(Z)x”, czyli zreali-
n=0

zowalisSmy nasz plan.

7 . . . . .z , 1 - 1\ n .

auwazmy jeszcze, ze dla a = —1 otrzymalismy wzor - = Z(n)m . Czytelnik

n=0

bez trudu stwierdzi, ze (_nl) = (71)(72# = (—1)", zatem otrzymang réwnosé¢ mo-

zemy zapisaé jako - = Z(—l)”x" = Z(—x)". Widzimy wiec, ze wzor (45.N)

n=0 n=0

mozemy potraktowac nie tylko jako uogoélnienie wzoru dwumianowego pozwalajacego
na zapisywanie w postaci sumy skonczonej potegi o wyktadniku naturalnym sumy 2
sktadnikow, ale réwniez jako uogélnienie wzoru na sume nieskonczonego ciagu geomet-
rycznego (o ilorazie —x). m
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Przyktad 8.68 Zastosujemy wzér Newtona do funkcji- ——— = (1 — 22)~Y/2. Otrzy-

Vi-z?
mujemy
11_m2 =14+ (—11/2) (—a?) + (—12/2) S(—z2)? + (—2/2) S
Mamy tez
() oty = o) oy

(1/2)-(3/2)-(5/2)-((2n—1)/2) n o 135e(2n-1)  on
= 23 (@) = Sieey

/
Stad wynika, ze (71%) - (~2%)" = (57 - e -a*t ) . Konsekwencja tej réw-

noéci, twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego, réwnosci arcsin() = 0 oraz

wzoru (arcsinz)’ = \/11_7 jest réwnosé

1.3-5.-(2n—1
arcsmx—x—l—— 3 —i— —i E 2n+1~ ST 2n) a2t (%)

ktéra zachodzi dla = € (—1,1), bo dla tych = prawa strona jest szeregiem zbieznym —
wynika to tatwo z kryterium ilorazowego d’Alemberta, iloraz dwoch kolejnych wyrazow
ma granice 2.

Troche trudniejszy dowod zbieznosci tego szeregu dla x = +1 opuszczamy liczac na
to, ze czytelnik zastosuje np. kryterium Raabego. Poniewaz dla x ¢ [—1, 1] granica ilo-
razu dwoch kolejnych wyrazoéw rozpatrywanego szeregu jest wigksza niz 1, wiec w tym

przypadku szereg jest rozbiezny. Czytelnik zechce wykazaé¢, ze suma szeregu
o0
1. _3 5 _ 1, 135--@n=1)  2n41
gy @Ayt = § :2n+1 24620 L
n=0

jest funkcja ciagta w punktach —1 i 1 (ciagto$¢ w punktach przedziatu (0,1) wynika

z udowodnionych twierdzen, np. z rézniczkowalnosci), wiec ze réwnosé (x) w rzeczy-
wistosci zachodzi dla wszystkich x € [—1,1] i zadnych innych.
Mozemy wiec zastosowaé réownosé (*) w przypadku 2 = 5. Mamy wigc

1\3 , 1.13 (1)
g—arcsm— ——I—— s (—) +"ﬂ'(§) +....
Oczywiscie przyblizajac liczbe ¢ liczba —+l l (—)3—1—%-£-(%)5 popelniamy btagd mniej-
szy od sumy szeregu geometrycznego, ktorego plerwszym wyrazem jest % . % . (%)7,
a ilorazem — liczba 1, czyliod 1-135.(1)7. 2 = -2~ < 0,0005. Poniewaz mamy do
czynienia z szeregiem zbieznym ,,szybciej” niz szereg geometryczny o ilorazie }l, wiec

wydhuzenie sumy o jeden sktadnik spowoduje przynajmniej czterokrotne zmniejszenie
btedu jaki popelniamy zastepujac sume nieskonczonego szeregu jego sumag czesSciows.
Nie jest to rezultat rewelacyjny, ale jednak znacznie lepszy niz w przypadku szeregu

Leibniza%zl—%+%—%+.... ]

7 pochodnymi wyzszych rzedéw w istocie rzeczy juz spotkaliémy sie. Po prostu
w kilku przypadkach obliczalismy pochodna pochodnej. To oczywiscie zdarza si¢ czesto,
gdy trzeba ustali¢ jakie wtasnos$ci ma funkcja. Przyjmuje sie nastepujace okreslenie.

147



AM 1, czesé 8 Funkcje rozniczkowalne Michat Krych

Definicja 8.69 (pochodnej wyzszego rzedu)
Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze zawierajacym przedzial otwarty I zawie-
rajacy punkt p. Niech f©(z) = f(z) dla kazdego z z dziedziny funkcji f. Zalézmy,
ze funkcja f ma pochodna (n—1)-ego rzedu f Y w kazdym punkcie przedziatu 1.
Jedli funkcja ("~ ma w punkcie p pochodna (£~ (p), to te pochodng nazywamy
pochodna n-tego rzedu funkcji f w punkcie p i oznaczamy symbolem £ (p). Je-
sli pochodna n—tego rzedu jest skoriczona, to mowimy, ze funkcja f jest n—krotnie
rozniczkowalna w tym punkcie. m

Jest jasne, ze f' = f1). Zamiast pisa¢ f® piszemy na ogét f”. Niektérzy mate-
matycy zamiast f® pisza f.

Przyktad 8.70 Niech f(x) = ax + b. Wtedy dla kazdego = mamy f'(z) = a, wiec
f"(z) = 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wobec tego réwniez f©®)(z) = 0, a stad
wynika, ze réwniez f(x) = 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i kazdej liczby
rzeczywiste] . m

Przyktad 8.71 Niech f(x) = ax? + bx + ¢. Wtedy f'(z) = 2ax + b, wobec tego
f"(x) = 2a 1 wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i kazdej liczby rzeczywistej

x zachodzi rownosé f™(z) =0. m

Przyktad 8.72 Niech f bedzie wielomianem stopnia m, tzn. istnieja takie liczby
rzeczywiste ag, aq,...,ay, Przy czym a,, # 0, ze dla kazdego = € R zachodzi réwnos¢
f(z) =ap+ a1 +asx® + ...+ apa™. Wtedy f0(x) = mla,, dlakazdego r € R oraz
f™(x) = 0 dla kazdej liczby naturalnej n > m i kazdej liczby rzeczywistej x.
Twierdzenie to wykazaliSmy juz w przypadku m = 1,2. Zalézmy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego niz m . Wynika stad, ze dla
wszystkich liczb rzeczywistych x zachodzi rownosé
fl(x) =a1+2as + ... + mapx™ 1z,

Poniewaz f’ jest wielomianem stopnia m — 1, wicc (f)™ Y (x) = (m —1)! - ma,, dla
kazdej liczby rzeczywistej x. Poniewaz (f)™1) = f0™ oraz (m — 1)!-m = m!, wiec
dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy f™(z) = mla,,. Stad oczywiscie wynika, Ze

jesli n > m jest liczba naturalna, to f™(z) = 0 dla kazdego z € R. m

Przyktad 8.73 Niech f(z) =e*. Wtedy f(2) = f'(x) = . Wobec tego dla kazdej

liczby naturalnej n i kazdej rzeczywistej = zachodzi réwnosé ™ (z) = e®.

Przyklad 8.74 Niech f(x) = sinx. Wtedy fW(z) = f/(¥) = cosx. Wobec tego

f@(z) = f"(xr) = —sinz = —f(z). Stad wynika, ze & () = —f'(r) = —cosz
i f@(z) = —f"(x) =sinx. Jasne jest, ze od tego momentu beda si¢ kolejno pojawiaé,
cosw, —sinx, —cosx i znéw sinz itd. Mozna wiec napisa¢ f@(z) = (—1)"sinz

oraz f®"*Y(z) = (=1)"cosz dla dowolnego n € {0,1,2,...} iz €R. m

Przyktad 8.75 Podobnie jak w poprzednim przyktadzie mozemu udowodnié, ze praw-
dziwy jest wzor (cos x)?) = (=1)"cosz oraz (cosz)® V) = (—=1)"sinr. =
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Przyktad 8.76 Niech f(z) = Inz. Zachodzi réwnoéé fU (x) = fl(z) =L =a"".
—x

Wobec tego fP(x) = f"(z) = (271 = (=)' = . Nastepna w kolejce

fO(z) = (—272)" = 2273, Stad wnioskujemy, ze f¥(x) = 2(=3)z~* = —3la™*.
Analogicznie f©®)(z) = 4!27° itd. Ogdlnie mozemy napisaé

f(@) = (In(x))™ = (=1)" " (n — Dl
dla kazdej liczby catkowitej n > 1 i kazdej liczby rzeczywistej x. m.

Przyktad 8.77 Obliczymy kilka poczatkowych pochodnych funkcji tangens. Wiemy
juz, ze (tgx) =1+ tg?x. Wobec tego zachodzi réwnosé
(tgx)" = (1 +tg?z) =2tgx(l +tg*x) = 2(tgz + tg® x)

— skorzystaliémy z wzoru na pochodng funkcji ztozonej. Stad wynika, ze

(tgz)® =2(1 4 3tg?x)(1 + tg2x) = 2(1 + 4tg’z + 3tgtz),
a stad

(tgx)® =2(8tgx + 12tg3 x)(1 +tg?w) = 8(2tgx + 5tgdx + 3tg’ x).

Te obliczenia mozna kontynuowac, jednak w tym przypadku nie da sie napisaé rownie
prosto jak w poprzednich przypadkach ogdlnego wzoru na n—ta pochodna funkcji. m

Przyklad 8.78 Znajdziemy teraz wzor na n—ta pochodna funkcji wymiernej ¢ =
3

=—— — = . W tym celu starczy znalez¢ n-ta pochodna funkcji postaci #C Mamy

z+3 33-1—2
(L)’ = —(x + ¢)?. Stad wynika, ze
z+c ’ ’

() =—(-2)(x+c) > =2 +c)?

Rozumujac dalej w ten sam sposéb otrzymujemy

() =6z +¢)* = —6l(z + o)

Bez trudnosci piszemy wzoér ogdlny na n—tg pochodna tej funkcji:

(x%rc)(n) =(=1)"nl(z +c) " .

Stad wnioskujemy, ze (Igg—gc%)(n) = (—1)”n!(3(1’ + 3)™ ! — 2(x + 2)’"*1).
Wypada jednak zaznaczy¢, ze bez roztozenia na czynniki mianownika nasze szanse
na sukces bytyby znikome. m

Przyktad 8.79 WykazaliSmy poprzednio, ze jesli funkcja jest rézniczkowalna na pew-
nym przedziale i jej pochodna jest na tym przedziale réwna 0, to funkcja ta jest stata.
Zatozmy teraz, ze f"(x) = 0 dla wszystkich z € (a,b) C R. Wtedy na mocy poprzednio
wykazanego stwierdzenia funkcja f’ jest stala na przedziale (a,b). Niech f'(x) = A dla
wszystkich = € (a,b). Niech g(z) = f(x) — Az. Zachodzi oczywista réwnosé ¢'(x) =0
dla kazdej liczby x € (a,b). Wobec tego g jest funkcja stata. Oznaczajac jej jedyna
warto$¢ przez B otrzymujemy rowno$¢ B = g(z) = f(x) — Az. Stad od razu wynika,
ze f(x) = Az + B dla kazdej liczby = € (a,b). Wykazaliémy wiec, ze jesli druga po-
chodna jest tozsamosciowo réwna 0, to funkcja jest wielomianem stopnia nie wiekszego
niz 1. Podobnie mozna wykazaé, ze jesli trzecia pochodna jest tozsamosciowo réwna
0 na pewnym przedziale, to funkcja jest na tym przedziale wielomianem stopnia nie
wiekszego niz 2. Jedli bowiem f®)(z) = 0dla kazdego z € (a,b), to na mocy poprzed-
niego stwierdzenia funkcja f’jest wielomianem postaci Az + B. Bez trudu zgadujemy,
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ze (3A2® + Bx) = Az + B. Stad wynika, ze (f(z) — 3422 — Bz)' = 0 dla wszyst-
kich z € (a,b). Teraz mozemy stwierdzi¢, ze funkcja f(x) — %AxQ — Bx jest stala, co
konczy dowdd tego, ze f jest wielomianem, ktorego stopien jest mniejszy niz 3. Jest
catkowicie jasne, ze kontynuujac to rozumowanie wykazemy, ze jesli n—ta pochodna
pewnej funkcji jest rowna 0 w kazdym punkcie pewnego przedziatu, to funkcja ta na
tym przedziale jest wielomianem, ktorego stopien jest mniejszy niz n. m

Przyklad 8.80 Zalézmy, ze f jest funkcja rozniczkowalna na pewnym przedziale oraz
ze dla pewnej liczby rzeczywistej k réwnos$é f'(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich x.
Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieje stata C' € R, taka ze dla kazdej liczby rzeczywistej
x zachodzi réwnosé f(x) = Cek. W celu uzyskania tej réwnosci starczy wykazaé, ze
f(=)

ek

iloraz jest funkcja stata, czyli ze pochodna tego ilorazu jest wszedzie réwna 0.

Mamy (%)’ = f/(x)ekg;;fzemf(x) = f/(gc)e;ff(m) = 0 — ostatnia réwnos¢ wynika z zato-

zenia o funkcji f. Wykazalidmy wiec, ze iloraz jest funkcjg staly. Te staltg oznaczamy

przez C. Jasne jest, ze f(x) = Cek=.

Rozwazymy teraz nieco bardziej skomplikowang zaleznosé. Mianowicie zatozymy, ze
f jest funkcjg dwukrotnie rézniczkowalng w kazdym punkcie prostej?” oraz ze dla kaz-
dej liczby rzeczywistej = zachodzi rownosé f”(x) = f(x). Bez trudu mozna podaé¢ dwa
przyklady funkeji spetniajacych to réwnanie: g(z) = e® oraz h(x) =e~*. Majac dwa,
mozna ich poda¢ o nieskoniczenie wiele. Jesli ¢, d sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi,
to funkcja cg(x) + dh(z) = ce® 4+ de™ réwniez spelnia to réwnanie. Jasne jest, ze jesli
f"(x) = f(x) dla wszystkich z i u(z) = f(x)—cg(x) —dh(x), to réwniez u"(x) = u(z)
dla wszystkich x. Liczby ¢ i d mozna dobra¢ w ten sposob, ze u(0) = 0 = u/(0) —
wystarczy rozwiaza¢ uktad réwnan: f(0) = c+d, f'(0) = ¢ —d traktujac ¢ i d jako
niewiadome, a f(0) i f/(0) jako dane liczby. Otrzymujemy ¢ = £(f(0) + f’(0)) oraz
d = %( f£(0) — f(0)). Poszukujemy wiec dwukrotnie rézniczkowalnej funkeji u, takiej
ze dla kazdego x zachodzi réwnosé u”(x) = u(x) oraz u'(0) =0 = u(0).

Wykazemy, ze u jest funkcja zerowa. Zauwazmy najpierw, ze u”u’ = uu', i wo-
1
2

wiec jest stata. Poniewaz (u/(0))? — u(0)* = 0, wigc funkcja (u')? — u? jest zerowa,

bec tego (3(u')?)" = (3u?)’. Stad wynika, ze funkcja (u)? — u* ma zerowg pochodna,
czyli o/ (2)? = u(z)? dla kazdej liczby rzeczywistej x. Zatézmy, ze funkcja u przyj-
muje w pewnym punkcie p warto$¢ rézna od 0. Sa dwie mozliwosci: u/'(p) = u(p) # 0
lub «/(p) = —u(p) # 0. Poniewaz obie funkcje u i «’ sa ciagle, wiec w pierwszym
przypadku réwnosé u'(z) = u(x) zachodzi dla wszystkich x dostatecznie bliskich p,
zas w drugim przypadku dla wszystkich x dostatecznie bliskich p zachodzi rownosé
u'(x) = —u(x). Dostatecznie bliskich oznacza w tym przypadku dla wszystkich = z do-
wolnego przedziatu przedzialu [ zwierajacego punkt p, na ktérym funkcja u nie ma
pierwiastkow. Z pierwszej rownosci wynika, ze istnieje taka stata C', ze dla wszystkich
x € I zachodzi wzér u(x) = Ce®. Z drugiej réwnosci wynika istnienie takiej stalej C',
ze dla wszystkich x z przedziatu I zachodzi réwno$¢ u(x) = Ce™™.

20Nie jest istotne, ze dziedzina jest prosta, moze byé¢ dowolny przedzial.
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Mozna zatozy¢, ze I jest maksymalnym przedziatem, ktéry zawiera punkt p i w kto-
rym funkcja u nie ma pierwiastkéw. Oczywiscie 0 nie lezy w przedziale I. Wobec tego
miedzy p i 0 lezy koniec g przedziatu [, drugi koniec przedziatu [ znajduje si¢ po
przeciwnej stronie punktu p i nie jest wykluczone, ze jest nieskoniczonoscia. Jest jasne,
ze u(q) = 0 — gdyby tak nie byto, to przedzial I siegalby poza punkt ¢. Poniewaz
funkcja w jest ciagta i na calym przedziale I obowiazuje wzér u(x) = Ce® lub wzdr
u(x) = Ce™®, wicc w punkcie ¢ mamy u(q) = Ce*?. Jednoczesnie u(q) = 0. Z dwbch
ostatnich stwierdzen wynika, ze C' = 0, a to oznacza, ze whrew uczynionemu zalozeniu
u(p) = Ce*? = 0. Wykazali$my wiec, ze u jest funkcja zerowsa, a to oznacza, ze funkcja
f jest postaci ce® +de™™. m

Przyktad 8.81 Wykazaliémy wczeéniej, ze réwnosci f(z) = 0, f'(z) =kf(z),
f"(z) = f(x) spelnione w kazdym punkcie przedzialu wymuszaja, by funkcja f wy-
razata sie prostym wzorem. Omoéwimy jeszcze jeden przyklad tego typu. Zalézmy
mianowicie, ze dla wszystkich punktéow pewnego przedziatu [ spelniona jest zalez-
nos¢ f’(zr) = —f(x).2! Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieja liczby a,b € R, ta-
kie ze dla kazdej liczby x € I zachodzi réwno$¢ f(x) = acosz + bsinz. Niech p
oznacza dowolny punkt przedziatu . Jasne jest, ze w kazdym punkcie przedziatu
I zachodzi réwnosé (acosx + bsinx)” = —(acosz + bsinx), tzn. funkcja postaci
acosx + bsinx spelnia rozpatrywane rownanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by
mialy miejsce réwnosci f(p) = acosp + bsinp oraz f'(p) = —asinp + bcosp, tzn.
a = f(p)cosp— f'(p)sinp oraz b = f(p)sinp+ f'(p) cosp. Zdefiniujemy nowa funkcje
u wzorem u(x) = f(x) —acosxz — bsinz. Jest jasne, ze u”’(z) = —u(z) dla kazdej
liczby x € I oraz ze u(p) = 0 = u/(p). Stad wynika, ze
(' (@) + (u(2))?)" = 2(u"(@)u (z) + ' (x)ulz)) =0,
wiec funkcja (v/(z))* + (u(x))? jest stata na przedziale I, zatem
(u'(2))* + (u())* = (u'(p))* + (u(p))® =0

dla kazdego = € I. Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest réwna 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy obie te liczby sa zerami. Wobec tego dla kazdego x € I zachodzi réw-
no$¢ u(x) = 0, a zatem f(x) = acosz + bsinz dla kazdego = € I. Okazalo sig, ze
rowniez w tym przypadku mozna tatwo opisa¢ wszystkie funkcje spetniajace réwnanie
f" = —f. Tego typu rownania nazywane sg rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.
[stnieje obszerna teoria réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Jest ona stosowana row-
niez w wielu dziedzinach poza matematyks, przede wszystkim w fizyce i w technice.
Roéwniez w ekonomii. Réwnaniom rézniczkowym poswiecony jest oddzielny wyktad na
drugim roku studiéw. m

Znajdowanie pochodnych wyzszego rzedu polega na obliczaniu pochodnych rzedu
pierwszego, wiec wlasciwie juz sie z tym zapoznalismy. Jesli chodzi o wzory ogdlne, to
oczywistym — i w zasadzie nie wartym wspomnienia — jest wzor na n—ta pochodna
sumy dwu funkcji n—krotnie rézniczkowalnych:

1 Taka zaleznoéé, a dokladniej f” = —4f pojawia si¢ przy analizowaniu ruchu wahadla mate-
matycznego o dlugosci | przy zalozeniu, ze amplituda jest tak mala, ze przyblizenie f & sin f
jest dostatecznie dokladne, g to przyspieszenie ziemskie.
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Leibniz zauwazyt, ze jedli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne, to zachodzi wzor
bardzo podobny do wzoru dwumianowego Newtona:

(f-9m=3" (”> FO=0) ) (Leibniz)
=0

Prosty dowdd tego wzoru wykorzystujacy wzoér na pochodng iloczynu dwu funkcji
i znang réwnosé (7;) + (jzl) = (7;1'11 ) , dzieki ktérej wspotezynniki dwumianowe mozna
oblicza¢ za pomocy trojkata Pascala, pozostawiamy czytelnikom w charakterze bardzo
tatwego ¢wiczenia. Wzory na n—tg pochodng ztozenia i funkcji odwrotnej sg na tyle
skomplikowane, ze wtasciwie w ogole nieprzydatne, zreszta trudno je znalezé w litera-
turze (ale pono¢ dla chcacego nic trudnego).

Przejdziemy teraz do sformutowania jednego z najwazniejszych wzoréw analizy ma-
tematycznej, tzw. wzoru Taylora. Pierwsza pochodng funkcji wprowadziliémy po to,
by moéc przyblizy¢ funkcje w poblizu interesujacego nas punktu wielomianem stopnia
pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wyzszych rzedéw pojawity sie w kilku miej-
scach w zwiazku z bardziej szczegétowym badaniem funkcji . Okazuje sie, ze definicje
pochodnej, zwigzana z przyblizaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub ze-
rowego, mozna uogolni¢. Tym zajmiemy si¢ teraz. Efektem bedzie zapowiadany wzor
Taylora.

Poprzednio btad przyblizenia miat by¢ maly w pordéwnaniu z pierwsza potega
zmiany argumentu. Teraz zazgdamy, by byt maly w poréwnaniu z wyzszymi pote-
gami h. Niestety nie bedzie to mozliwe przy uzyciu wielomianéw stopnia nieprzekra-
czajacego 1 — bedziemy zmuszeni do uzycia wielomianéw stopnia wyzszego.

Zalozmy, ze 0 < |h| < 1. Wobec tego |h| > h? > |h|> > h* > ... . Jasne jest tez, ze
jesli h jest bardzo blisko 0, to h? jest znacznie blizej zera niz h, h® znacznie blizej niz

. m . ’ 7
lim 22 = 0. Mozna mysle¢
h—0 "

h? itd. Jest tak, bo }115%%2 = 0 i ogdlnie, jesli m > n, to
o tym tak: jezeli h jest bardzo mate i m > n, to liczba A™ stanowi znikoma czes¢
liczby h™, oczywiscie obie sa wtedy bardzo mate, ale jedna jest istotnie mniejsza niz
druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, réznica dwu funkcji f i g bedzie mata, jesli
bedzie dazy¢ do 0 po podzieleniu przez h™ | gdzie oznacza liczbe naturalng. Nastepujacy
lemat podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by dwie funkcje byty w tym sensie

jedna drugiej.
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Lemat 8.82 (o funkcjach $cisle przylegajacych)

Jesli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne w punkcie 0, to lim —f(x) —9(@) =0

z—0 xn

wtedy i tylko wtedy, gdy pochodne funkcji f i g w punkcie 0 sa rowne do n-tego
rzedu wlacznie: fU)(0) = ¢¥(0) dla j € {0,1,...,n}.
Dowéd.  Zalézmy, ze lim {29 — 0 Niech r(z) = f(z)—g(z) . Trzeba udowodnic,

z—0 z"
ze r(0) = 7"’(0) =7"(0) = --- = r™(0) = 0. Zatézmy najpierw, ze 0 < j < n. Mamy

wtedy hm = hr% é hn%) 2"/ = 0, bo pierwsza granica jest réwna 0, a druga 0 lub
T—>

1w zaleznosa od tego, czy 7 < n czy tez j = n. Mamy lin% r(x) = 0. Stad i z tego,
z—

ze funkcja r jest ciagta w punkcie 0, jako rézniczkowalna, wynika, ze r(0) = 0. Mamy

0= hrr(l) (;‘) liH(l) M = r'(0). Wykazalismy, ze 7'(0) = 0. Teraz wykazemy, ze
z— z—
r"(0) = 0 (zakladamy oczyW1SC1e zen > 2). Stosujemy teraz regute de I’'Hospitala:
0 =lim °% = lim ;(x) = iy 7@—O 3r"(0).
z—0 z? z—0 z—0 x

Wykazemy teraz w taki sam sposob, ze réwniez trzecia pochodna réwna jest 0:
r(z) r'(z) (@) _

0= }QL% = hg(l) B2 hr% 6z liﬂw = 57%(0).
Jasne jest, ze te procedure mozna kontynuowac.
Wykazemy teraz, ze jesli 7(0) = r/(0) = 7"(0) = --- = r™(0) = 0, to 31011)1%% =0.
Stosujemy regule de I’Hospitala:
iy 0 = iy 20— iy == g
Mamy dalej hm r(n—l)(x) = 9161_% T(n_l)(x):(n_l)(o) = 7™ (0) = 0 Dowéd lematu zostat

zakonczony. m

Whiosek 8.83 (z dowodu)
Jesli funkcja r jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie 0 i zachodza kolejne réwnosci

1(0) = (0) = 17(0) = FD(©0) =0, to lim ") — U0
z—

n!

7 lematu o funkcjach Scisle przylegajacych wynika, ze jesli chcemy przyblizy¢ funk-
cje w otoczeniu punktu p wielomianem w tak, by btad przyblizenia byt maty w pordw-
naniu z A", to pochodne, do n—-tego rzedu wtacznie, wielomianu w w punkcie 0 musza
by¢é réwne odpowiednim pochodnym funkcji f w punkcie p, tzn.: fU0)(p) = w0 (0) dla
7 €1{0,1,2,...,n} . Jezeli w(z) = ag + a1x + azx® + ... + a,z" dla kazdego = € R,

to wl)(0) = jla; dla j = 0,1,2,...,n. Stad wynika, ze powinno by¢ a; = —f(j;!(p) . To

motywuje wprowadzenie nastepujacego okreslenia.

Definicja 8.84 (wielomianu Taylora i reszty)
Zatozmy, ze funkcja f ma w punkcie p pochodng n—tego rzedu. n—tym wielomianem
Taylora funkcji f w punkcie p nazywamy wielomian

1! (3) (n)
f(p> + f/(p)h + fz(!p)hQ + f 3!(p)h3 4+ f n!(P)hn
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zmiennej h. n—ta reszta nazywamy roznice

" (3) (n)
f2(| )h2 f33!(p)h3—i—...+ f n!(p)hn>

ra(h) = f(p+h) = (£(p) + f' (P +

Oczywiscie wielomian Taylora okreslony jest dla wszystkich liczb h, natomiast reszta

tylko dla takich A, dla ktérych punkt p+ A znajduje sie¢ w dziedzinie funkcji f. Jasne

jest tez, ze po to, by méc méwié o pochodnej f™ (p) trzeba zalozy¢ istnienie pochodnej

f=1) oraz wszystkich pochodnych nizszego rzedu w pewnym otoczeniu punktu p.
Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 8.85 (G.Peano)

Jesli f jest funkcja n—krotnie rézniczkowalng w punkcie p, to hr% ’;L(nh) =0.

ROwnos¢ f(p+h) = f(p)+f/(p)h+ L3202 4 L5003 o 4 LW g g (h) nazywana
bywa wzorem Taylora z reszta Peano, Jesh dodamy 1nformaCJQ zawarta w twierdzeniu

Peano. m
Twierdzenie wynika natychmiast z lematu o funkcjach $cisle przylegajacych.

Roéwniez z tego lematu wynika, ze innego wyboru nie ma, jesli chcemy mie¢ tak
doktadne przyblizenie i nie chcemy zwigksza¢ stopnia wielomianu ponad niezbedne
minimum.

Twierdzenie 8.86 (o jednoznaczno$ci wielomianu Taylora)

Jesli funkcja f jest m—krotnie rézniczkowalna w punkcie p i w jest wielomianem
stopnia nie wiekszego niz n, tzn. istnieja takie liczby ag, ai,...,a,, ze dla kazdej
liczby rzeczywiste] x zachodzi réwno$¢ w(x) = ag + a1 + ax® + ... + a,z" oraz

}llirr(l] w =0, to dla kazdego j € {0,1,2,...,n} zachodzi fU(p) = jla;, a wiec
%

w jest wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p. m

Nadmieni¢ wypada, ze Taylor byt wspotczesny Newtonowi, wzor Taylora znalezio-
no od razu. Idea przyblizania doktadniejszego niz liniowe byta obecna w omawianej
teorii od samego poczatku! Rowniez wspotezesny Newtonowi byt Szkot o nazwisku
Maclaurin, ktorego nazwiskiem opatrywany jest wzér Taylora, gdy p = 0. Zaznaczmy

jeszcze, ze z wzorem Taylora wiaze si¢ szereg Taylora funkcji: Zf Dpn Jego pro-
n=0
mien zbiezno$ci moze by¢ dodatni lub zerowy. Po to, by w ogdle mozna byto o nim

moéwic trzeba zatozyé, ze funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rzedow. Jednak
nawet wtedy moze mie¢ on zerowy promien zbieznosci lub mie¢ sume rézna od f(p—+h).
W przypadku p = 0 méwi sie zazwyczaj o szeregu Maclaurina. Czytelnik poznat juz

oo
o . . . .o . . . n
rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji wykladniczej o podstawie e: e* = T
n=0
(0.9]
.o . . 2n+1
. — n_x
funkcji sinus: sinx = E (—1) eTESVIE funkcji kosinus:
n=0
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oo oo
2n

cosxT = Z( —1)"= (2 r, funkeji arkus tangens: arctgx = Z(—l)”"’;n—;1 oraz rozwiniecie
n=0 n=0

w szereg Taylora funkcji In wokét punktu p = 1: In(1 + z) = Z(—l)” L2 funkcji

n=0
oo

potegowej o wyktadniku a € R wok6t punktu p = 1: (1 +z)* = Z(Z)ZB", réwniez
n=0

funkcji arkus sinus 1 funkeji 5.

Definicja 8.87 (lokalnego ekstremum)

Mowimy, ze funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym przedziat I o $rodku w punk-

cie p ma w tym punkcie lokalne maksimum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki prze-

dziat J C I o $rodku w punkcie p, ze jeSli x € J, to f(z) < f(p). Jesli nier6wnosé jest

ostra dla x # p, to méwimy, ze lokalne maksimum jest wtasciwe. Analogicznie okre-

slamy lokalne minimum oraz lokalne minimum wtasciwe. Jedli funkcja ma w punkcie p

lokalne maksimum lub lokalne minimum, to méwimy, ze ma w tym punkcie lokalne

ekstremum. m

Jasne jest, ze funkcje 22, x*,2% ... maja w punkcie 0 minima, natomiast funkcje

przeciwne —z?, —x*,—2% ...maja w punkcie 0 maksima. Funkcje =, 2®, 2°...nie
maja w punkcie 0 ekstreméw, nawet lokalnych. Udowodnimy teraz twierdzenie pozwa-
lajace w wielu przypadkach tatwo stwierdzi¢, czy funkcja n-—krotnie rézniczkowalna

w punkcie p ma w nim lokalne ekstremum.

Twierdzenie 8.88 (o lokalnych ekstremach)
Zalozmy, ze funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p oraz ze zachodza
réwnoséci 0= f'(p) = f"(p) = --- = f™ Y(p) i nieréwnosé ™ (p) # 0. Wtedy

a. jesli n jest liczba nieparzysta, to funkcja f nie ma w punkcie p lokalnego ekstremum
— w dowolnie matym otoczeniu punktu p przyjmuje zaréwno wartosci wigksze niz
w punkcie p jak i wartosci wicksze niz w punkcie p,

b.jesli natomiast n jest liczba parzysta, funkcja to f ma w punkcie p lokalne ekstre-
mum wiaéciwe: minimum, gdy f™(p) > 0, maksimum — w przypadku f™(p) < 0.
Dowéd. Skorzystamy z wzoru Taylora:

f'(p) f”() S0Py ),
1 h + h% + +mh +Th

flp+h)=f(p)+ +7n(h)

Wobec zatozen o pochodnych funkcji f w punkcie p mozemy napisac

B ™) ., _ W (F70) | ra(h)
Fo+h) = ) + 20 4 ra(h) = f(p) + (P )
Poniewaz hn% h(n = 0, wiec istnieje taka liczba § > 0, ze jesli 0 < |h| < 4, to

rn(h)

hn

. Znak sumy dwu liczb jest taki sam jak znak tej z nich, ktorej wartosé

FARI()
<[5
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bezwzgledna jest wicksza. W przypadku sumy %qﬂ’"h—(ﬂh) jest on wiec, przy zalozeniu,

ze 0 < |h| < §, taki jak znak liczby f™(p) (n! nie ma wptywu znak). Jesli n jest liczba
nieparzysta, to znak iloczynu A" (% + “}l—(nh)> zmienia sie wraz ze zmiang znaku h.
Jesli n jest liczba parzysta, to znak ten jest niezalezny od znaku h: w przypadku
f™(p) < 0 liczba h"(% + Tg—@) jest ujemna, zaé w przypadku f™(p) > 0 —

dodatnia. Stad teza wynika od razu. m

Podany przed chwilag dowdd ilustruje, jak stosowany jest wzor Taylora: Pewna wta-
snos¢ przystuguje wielomianowi Taylora, reszta nie jest w stanie tego zmienié, bo jest
za mata. Oczywiscie istotnym zalozeniem jest f((p) # 0 — bez niego nie mamy pod-
staw do twierdzenia, ze reszta jest mata w poréwnaniu z wielomianem Taylora funkcji
f(z) — f(p), przeciwnie w takim przypadku wszystkie informacje o zachowaniu sie
funkcji w poblizu punktu p zawarte sa w reszcie, o ktorej niewiele wiemy! Wypada
podkresli¢, ze méwimy tu jedynie o zachowaniu sie funkcji w poblizu punktu p, na
nic wiecej nie mozemy liczy¢, bo zatozenia, ktére uczyniliSmy dotycza jedynie pochod-
nych w tym jednym punkcie! O wielkosci liczby 0 réwniez nic nie mozemy powiedziec,
jesli w konkretnej sytuacji musimy co$ konkretnego o niej powiedzie¢, to wymaga to
dalszego badania konkretnej funkcji.??

Przykiad 8.89 Zdefiniujmy funkcje f wzorem f(x) = 3z* — 2823 + 842% — 962. Ma-
my wtedy f/(x) = 1223 — 8422 + 168z — 96 = 12(2® — T2* + 14z — 8) =
=12(z — 1)(x — 2)(x — 4). Pochodna f’ zeruje sie jedynie w punktach 1,2,4. Druga
pochodna jest rowna f”(z) = 36x? — 168z + 168 = 12(3z% — 14z + 14). Wobec tego
f7(1) >0, f"(2) <01i f’(4) > 0, wiec z twierdzenia o lokalnych ekstremach wynika, ze
w punktach 114 funkcja f ma lokalne minima, a w punkcie 2 ma lokalne maksimum.

Z tego twierdzenia juz wiecej nic nie jesteSmy w stanie wywnioskowaé. Natomiast
z twierdzenia o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych wynika, ze na kazdym z prze-
dziatéw (—o0,1], [1,2], [2,4] oraz [4,400) funkcja f jest $cisle monotoniczna, bo-
wiem w ich punktach wewnetrznych pochodna f’ funkcji f nie zeruje sie. Zacho-
dzi wzér f(1) = =37 < =32 = f(2) oraz f(4) = —64 < —32 = f(2). Wiemy
wiec, ze funkcja f na przedziale [1,2] rosnie, na przedziale [2,4] maleje. Obliczyw-
szy f(0) =0> —37 = f(1) stwierdzamy, ze na przedziale (—oo,1] ta funkcja maleje
(wezesniej juz stwierdziliSmy, ze f jest na tej polprostej $cisle monotonicznal). Analo-
gicznie z tego, ze f(5) = —5 > —64 = f(4) wynika, ze na pélprostej [4, +o00) funkcja f
jest Scisle rosnaca. Z tego wszystkiego wynika, ze f(4) = —64 jest najmniejsza warto$-
cig funkcji f na calej prostej, f(1) = —37 jest jej najmniejsza wartoscia na przedziale
(—00,2] (to nie jest maksymalny przedzial, na ktérym ta warto$é jest najmniejsza, ale
ustalenie maksymalnego wymagatoby dalszych rozumowan, np. rozwigzania réwnania

f(z) = f(1) w przedziale [2,4]). m

22 W wielu podrecznikach stowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja lokalne maksimum,
lokalne minimum, lokalne ekstremum. ZdecydowaliSmy sie na nieco dtuzsze terminy, by uniknaé
czestych nieporozumien zwigzanych z krétszymi, wielu studentéw, zwlaszceza stabiej przygoto-
wanych, myli np. lokalne maksima z globalnymi, co moze prowadzi¢ do zupelnie bezsensownych
wnioskow.
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Przyktad 8.90 Zajmiemy sie tg samg funkcja, ktérg badaliémy w poprzednim przy-
ktadzie: f(x) = 3x* — 282°% + 8422 — 962 . Teraz ustalimy jaka jest najwieksza wartosé
tej funkcji na przedziale [1,5]. Pochodna w tym przedziale zeruje sie w punktach 1,
2, 4, w punktach 1 i 4 druga pochodna jest dodatnia, wiec funkcja ma w nich lokalne
minima wlasciwe, wiec na pewno nie ma tam wartos$ci najwiekszej.

Poniewaz f jest ciagta i rozpatrujemy ja na przedziale domknietym i ograniczonym,
wiec w pewnym punkcie tego przedziatu przyjmuje wartosé najwieksza (sposrod przyj-
mowanych na tym przedziale). Standardowy btad polega na stwierdzeniu, ze poniewaz
jedynym punktem zerowania sie¢ pochodnej oprocz punktow, w ktorych funkcja ma
lokalne minima, jest 2, wiec f(2) = —32 jest wartoscia najwieksza funkcji f na prze-
dziale [1,5]. W rzeczywistosci po ustaleniu, gdzie pochodna sie zeruje nalezy rozwazy¢
jeszcze konce przedziatu oraz punkty, w ktérych pochodna nie istnieje (w tym przy-
padku istnieje wszedzie). Wartosé najwieksza musi by¢ przyjmowana w jednym z tych
punktow. Wobec tego w naszym przypadku jest jeszcze jedna mozliwosé x = 5, drugi
koniec przedziatu juz zostal rozwazony, bo w punkcie = 1 pochodna jest réwna 0.
Mamy f(5) = =5 > —32 = f(2), wiec najwieksza wartoscig funkcji f na przedziale
[1,5] jest liczba —5 = f(5). Dodajmy, ze ten przyktad jest bardzo prosty, bo chodzi
jedynie o przedstawienie roli poszczegdlnych twierdzen w badaniu funkcji. m

Przyktad 8.91 Pokazemy teraz jak mozna stosowa¢ wzor Taylora do obliczania granic

(In(cos ))®
(x2—sin? x)(tg2 z)(cos x—cos(2z)

funkcji. Obliczymy mianowicie granice ilorazu 7 przy @ — 0.

Oczywiscie licznik i mianownik daza do 0, wiec mozna sprébowaé zastosowaé regute
de I'Hospitala. Jednak licznik i mianownik wygladaja dosy¢ nieprzyjemnie i mozna
spodziewaé si¢, ze po zrozniczkowaniu nie beda wygladac lepiej. Wobec tego nalezy
zadac sobie pytanie: jak szybko licznik dazy do 0. Potem to samo pytanie nalezy odniesé¢

do mianownika. Doktadniej: dla jakiej liczby naturalnej n granica hII(l) M
T—

jest

skonczona i rézna od 0. Jesli taka liczba istnieje, to bedziemy moéwi¢, ze licznik

dazy do 0 tak szybko jak z". Wiemy, ze In(1+y) = y+7(y), gdzie r jest taka funkcja,

ze lirr(l]L;) =0 — wynika to z wzoru Taylora zastosowanego do funkcji In w punkcie
Y—

=11in =1, czyli z wzoru na pochodng logarytmu. Jednoczesnie zachodzi rownosé

cosx ==1— %x2 + o(x), gdzie o jest taka funkcja, ze hm (2) = 0 — znéw stosujemy

wz6r Taylora, tym razem chodzi o funkcje kosinus w punkme 0, n = 2.2 Stad wynika, ze
In(cosz) = In (1 —12240(z)) =In (14 (—322+0(2))) = —1x2+g( )+r(—322+o(x)).

—iz x . or(—iz z —*CE .
Mamy hm =01 lim T(ijﬂ = lim "Cpm @) mprtrel) (—3) =0, wicc

z—0 z—0 *%xQ‘FQ(I) z2

lim ln(cos x)

1 = —1. Wykazalismy wiec, ze licznik zachowuje si¢ jak (2%)® = 2'°. Teraz
T

zajmiemy sie kolejno poszczegdlnymi czlonami mianownika. Zaczniemy od 22 — sin®z.

Mamy sinxz = z — é—f + 7(x), gdzie % —0>0. Wobec tego otrzymujemy réwnosé
: T—

2

23 Poniewaz In(1 +y) = %y2 +..., wiee 7(y) = % + y; — .... Analogicznie stosujgc wzor
1:4 4

+
cosa;:l—fg—?—l—

IG

%1 — ... otrzymujemy réwnoé¢ o(x) = Gy — G + .. ..
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2 —sin’r = 2% — (z -4 + 7’(:5))2 = 202 +7(x), gdzie przez 7(x) oznaczylismy sume
wszystkich niezredukowanych sktadnikéw tj. —(é—?)Q — (7(x))? — 2x7(x) + 22—?77@).

r(:p 22 —sm T 2 1 —

Jasne jest, ze hn% =0. St@d tatwo wynika, ze hm % Mamy tez,

7e lim 8%

= 1. Pozostal ostatni czynnik mianownika. Zastosujemy
z—0 T z—0

wz6r Maclaurina do funkcji kosinus i n = 2. Mamy cosz = 1 — ’”—2 + o(x), gdzie ¢ jest
takg funkcjg, ze hm 2 = 0 (w rzeczywistosci dzieki temu, ze wiemy jak przedstawié

mozna funkcje kosmus w postaci sumy szeregu potegowego, mozemy napisacé, ze g(x) =
4

&5 - ’é—? +...). Wobec tego
cosx —cos(2x) =1— 2% —i— o(z) — (1 — (2;,)2 + @(2$)) = %1’2 +0(z),

gdzie p jest takg funkcja, ze glcll)r(l)% = 0. Wobec tego iﬂw = 2, wicc
1\5
}:iil’(l) (Cosm_;+(2m))2 = 2. Pozostalo stwierdzi¢, ze szukana granica to (§ 12)9 = — - .Poste-

powanie nasze polegalo tu na tym, ze zastepowaliSmy funkcje sinus, kosinus, logarytm
naturalny wielomianami odpowiedniego stopnia, co utatwiato obliczanie granicy. Mozna
zastosowac regute de I'Hospitala zamiast wzoru Taylora, ale wzoér Taylora czesto jest
wygodniejszy i nie wymaga wiekszego namystu. m

W ostatnim przyktadzie pojawialty sie w duzych ilosciach funkcje, ktérych doktadne
definicje nie mialy zadnego znaczenia: r, o, 7, 0, T, 0. Istotne byto jedynie to, ze
po podzieleniu przez odpowiednia potege funkcji = granicg kazdej z nich przy x — 0
byta liczba 0. Zwykle nie wprowadza si¢ tylu oznaczen. Stosowany jest symbol o.
Przyjmujemy mianowicie nastepujaca umowe: piszemy f(x) = o(g(x)) przy x — p

wtedy i tylko wtedy, gdy hm ng 0. Mozna wiec napisa¢ np. In(1+y) = y + o(y)

przy y — 0, bo hr% M = 0. Mozna tez napisa¢, ze z'° = o(e®) przy x — +00,
%
bo lim "’% = 0. Mamy réwniez sinz = x — g + o(2?), cosz =1 — é—? + o(z?) — to

T—00

sg oczywiste wnioski z wzoru Taylora. Przy uzyciu wtasnie wprowadzonego oznaczenia
mozna zapisa¢ twierdzenie Peano w nastepujacy sposob:

przy h — 0. Jasne jest, ze jesli f(z) = o(z*) przy © — 0, to 2" f(z) = o(z"*)
przy * — 0. Jesli f(z) = o(z*) przy * — 0 i g(x) = o(z") przy z — 0 , to
f(x)g(x) = o(z*™) przy * — 0 oraz f(z) + g(z) = o(a') przy  — 0, gdzie
[ = min(k,n). W przypadku sumy rezultat nie jest oczywiscie ,dokladny”. Moze sie
zdarzy¢, ze suma dazy do 0 ,szybciej”, bo czlony decydujace o predkosci zbieznosci
mogg sie zredukowac przy dodawaniu lub odejmowaniu. Pokazemy teraz jak przy uzyciu
symbolu o mozna opisa¢ rozwigzanie zadania przedstawione w ostatnim przyktadzie.

(In(cos x))?®
0 (z2—sin? z)(tg? =)(cos z—cos(2x))?

Przyklad 8.92 Mamy znalezé granice hm . Skorzystamy

z nastepujacych rownosci
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In(l1+42z) =x+o(z), tgr =z +o(x),
51nx—x——+0( 3, cosx—l——+0( 2)
przy * — 0. Z nich wynika, ze przy * — 0 zachodzi wzoér
In(cosz) = In(1 — Z + o(2?)) = =% + o(z?) + o(—% + o(2?)) = =2 + o(a?)

_a? 2
— ostatni wzér wynika stad, ze 31613(1) %(z) = —% # +00. Rozumujac dalej w taki

sam sposob otrzymujemy
2? —sin’z =2 — (z — —+0( ))2 = 2% — (2? —2x§—?+0(m4)) = %—1—0(:174)
— nie jest oczywiscie istotne, czy piszemy o(z?) czy tez —o(z*). Poniewaz
tgx = w+o(z), wige tg2z = (x+0(x))2 = 224+2x0(z)+(0(2))* = 22 +0(x?) . PrzejdZzmy

do ostatniego etapu: cosx = 1 — ’g—? + o(z?), wobec tego mozemy napisaécos2z =

(2;)2 +0((2z)?) = 1 — 22% + o(z?). Odejmujac dwie ostatnie réwnosci stronami
otrzymujemy: cosz — cos(2z) = (— 5 + 2)2? + o(2?) = 322 + o(2?). Stad za$ wynika,
ze

(cosz — cos(2x))? = (322 + o(2?))? = 22 + 3220(2?) + (0o(x?))? = 22 + o(z?).
Wobec tego

5
(In(cos z))® : (7ﬁ+0(12))
il_I)% (z2—sin? x)(tg2 x)(cos x—cos 2z)2 9161_{% ( (1,4)) (:c22+o(x2)) (%x4+o(1’4))
)

:z:lo( i+ ;’22 )5

= P ) (e ) ()
= lim ( G >)5 _ (=3 1
P ) () (o)

x

W ten sposob tatwiej jest operowaé¢ wzorem Taylora, oblicza¢ granice itp. Jed-

nak trzeba pamietaé¢ o tym, ze symbol o nie jest normalnym symbolem oznaczaja-
cym funkcje — to jest skrot zdania méwigcego, ze iloraz dwu wielkosci jest zbiezny
do 0, np. z réwnosci (prawdziwej) x — sinz = o(z?) przy * — 0 wynika réw-
no$¢ x —sinx = o(x) przy x — 0, ale z tej drugiej réwnosci pierwsza nie wynika:

r— s1nx

pierwsza rOWnNos¢ oznacza bowiem, ze lim = 0 i z niej wynika oczywiscie, ze

z—0

hr% = Sx“” =0, bo hH(l) I i“” = hH(l) (w—;# . x) = 0. W przeciwna stron¢ wnioskowac
T— T—> T—

nie mozna. Trzeba réwnosé hn%
Tr—r

sz _ () yzasadni¢ inaczej, mozna np. skorzystaé

z wzoru Maclaurina dla funkcji x —sinz i n = 2, druga pochodna tej funkcji w punk-
cie 0 jest réwna 0, wiec pierwszy wielomian Taylora w punkcie 0 pokrywa sie z drugim
wielomianem Taylora w punkcie 0. Ogélnie jesli f(x) = o(z?) przy z — 0, to réwniez
f(z) = o(z) przy © — 0. Na odwrdt by¢ nie musi: In(1 + z) — z = o(x), natomiast
nie jest prawda, ze In(1 + ) — z = o(z?)!

Warto stosowa¢ symbol o, ale trzeba umie¢ si¢ nim postugiwaé, wigc studentom
ktorzy maja ktopoty z analizg matematyczng polecam go z duzymi zastrzezeniami,
ci ktorzy dobrze zrozumieli pojecie granicy nie powinni mie¢ z nim problemoéow, pod
warunkiem starannego przesledzenie kilku rozumowan.
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e—(14-2)/=

Przyktad 8.93 Znajdziemy raz jeszcze granice lir% —
z—

Mamy (1 + ;p)l/w — o/2)In(1+z) — o(1/2)(z—2?/2+0(z?)) — pl-z/2+0(x) —

=e-e /2@ = e(1 -2 4 o(z) + o(—% +0(x))) = e(1 — £ + o(x)).
Wobec tego

lim =)
z—0 z z—0

napisaliSmy o(x) zamiast —e-o(x), ale ta operacja jest dozwolona, bo po pomnozeniu

— lim 2D gy (g 4 o)) e
funkcji, ktorej granica jest 0, przez liczbe, otrzymujemy znéw funkcje, ktorej granica
jest 0. m

Zajmiemy sie teraz przez chwile wypuktoscia funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych.
Przypomnijmy, ze funkcja rézniczkowalna jest wypuklta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna jest niemalejaca, Scisle wypukta - wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest
Scisle rosnaca. Korzystajac z twierdzenia o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych
stwierdzamy natychmiast prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 8.94 (o wypuklosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych)
Jesli funkcja f jest okreslona na przedziale otwartym i jest dwukrotnie rézniczkowalna
w kazdym punkcie tego przedziatu, to jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej druga
pochodna f” przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja okreslona na przedziale otwartym jest Scisle wy-
pukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej druga pochodna f” jest nieujemna i w kazdym
przedziale zawartym w jej dziedzinie znajduje sie co najmniej jeden punkt, w ktérym
druga pochodna f” jest dodatnia. m

W istocie rzeczy badajac wypuktosé funkcji w poprzednim rozdziale juz stosowa-
liSmy to twierdzenie. W niektérych przypadkach uzasadnienia wypuklo$ci mogtyby
zosta¢ nieznacznie skrécone, gdybysmy powotywali si¢ wprost na twierdzenie o wy-
puktosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych. Zachecamy czytelnika do ponownego
przesledzenia podanych wczesniej przyktadéw. Teraz natomiast sformutujemy twier-
dzenie, ktore w wielu przypadkach pozwala na tatwe znajdowanie punktow przegiecia
funkcji wielokrotnie rézniczkowalnej.

Twierdzenie 8.95 (o punktach przegiecia funkcji wielokrotnie rézniczkowalnych)

1. Jesli p jest punktem przegiecia funkcji f, ktéra jest dwukrotnie rézniczkowalna
w tym punkcie, to f”(p) = 0.

2. Jesli funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p, n > 2 oraz 0 = f"(p) =
=fO(p) = --- = fOD(p) i fM(p) # 0, to jedli n jest liczba nieparzysta, to p
jest punktem przegiecia funkcji f, jesli natomiast liczba n jest parzysta, to p nie
jest punktem przegiecia funkcji f.

Dowdéd. 1. 7 definicji punktu przegiecia wynika, ze istnieje taka liczba 6 > 0, ze

na jednym z przedziatow (p — 6,p|, [p,p + ) f jest funkcja wypukla, a na drugim

— wklesta. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze na przedziale (p — d,p|] funkcja f jest

wypukla, a na przedziale [p,p + 0) — wklesta. Poniewaz f jest dwukrotnie rézniczko-

walna w punkcie p, wigc jest rézniczkowalna w punktach pewnego przedziatu o srodku
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w punkcie p. Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze tym przedziatem jest (p—d, p+9).
Wobec tego na przedziale (p—d, p] pochodna f” funkcji f jest niemalejaca i wobec tego
jej pochodna, czyli f”, jest nieujemna w kazdym punkcie, w ktérym jest okreslona,
w szczegblnosei f”(p) > 0. Na przedziale [p, p+ ) funkcja f jest wklesta i wobec tego
J"(p) < 0. Poniewaz ["(p) <0< f"(p), wiec f"(p) =0.
2. Zastosujemy wzoér Taylora do funkcji f” w punkcie p. Mamy
o+ h) = /() + L5244 EEB (k) = e (£ 4 a0

EARIOI!
(n—=2)! °

rn—2(h)
hn—Q

Niech ¢ > 0 bedzie taka liczba dodatnia, ze jesli 0 < |h| < §, to <

Liczby Jgﬁ%’? + T';L;"’_(f ) {Zﬂ%’? majg wiec taki sam znak. Jedli liczba n jest nieparzysta,

to liczba h™2 jest dodatnia dla dodatnich A i ujemna dla h ujemnych. Wobec tego

liczba f"(p+ h) = h"? ({:ﬁg? + TZﬁ@) jest na jednym z przedziatéw (—4,0), (0,0)

dodatnia, a na drugim — ujemna. Wobec tego na jednym z przedziatéw (p — 9, p],

[p,p + 0) funkcja f jest écisle wklesta, a na drugim — Sci$le wypukta. Wynika stad,
ze p jest punktem przegiecia funkcji f. Jezeli natomiast liczba n jest parzysta, to
wtedy funkcja f” ma w punkcie p lokalne ekstremum witasciwe, wiec albo na catym
przedziale (p—4,p+3) z wyjatkiem punktu p funkcja f” jest dodatnia, albo na catym
przedziale (p — d,p + §) funkcja f” jest ujemna. W pierwszym przypadku funkcja f
jest Scisle wypukla na calym przedziale (p — d,p + d), a w drugim — $cisle wklesta.
W zadnym z tych przypadkéw p nie jest punktem przegiecia funkcji f. Dowdd zostat
zakonczony. m

Roéwniez to twierdzenie dobrze ilustruje schemat rozumowania przedstawiany w tym
rozdziale: funkcja f zachowuje sie w dostatecznie malych otoczeniu punktu p tak

jak funkcja %h“ w otoczeniu 0 (reszta jest za mata, by mieé¢ istotny wptyw na

zachowanie sie funkcji!).

Przyktad 8.96 Niech f(z) = z?*(x — 6)?. Sporzadzimy wykres funkcji f. W tym
celu ustalimy, na jakich przedzialach funkcja rosnie, na jakich maleje, na jakich jest
wypukta, na jakich jest wklesta, gdzie ma lokalne ekstrema, gdzie punkty przegie-
cia i znajdziemy asymptoty — oczywiscie czes¢ wymienionych obiektéw moze nie ist-
nie¢. Obliczymy kolejne pochodne: f'(z) = 2z(z — 6)(x + z — 6) = 4(2> — 922 + 18z),
f"(z) = 12(2* — 62 +6) i f®(x) = 24(x — 3). Pierwiastkami pierwszej pochodnej sa
liczby: 0, 3, 6; drugiej: 3 — /3 i 3+ /3 i wreszcie trzeciej: 3. Widaé od razu, ze
w punktach zerowania sie pierwszej pochodnej druga przyjmuje wartosci rézne od 0,
wobec tego we wszystkich tych punktach f ma lokalne ekstrema wtasciwe: w punkcie 0
i w punkcie 6 — lokalne minima wtasciwe (bo f”(0), f”(6) > 0), a w punkcie 3 — lo-
kalne maksimum wtasciwe (bo f”(3) = —3 < 0). Poniewaz na przedziatach (—o0, 0],
[0,3], [3,6] i [6,00) funkcja f jest SciSle monotoniczna, bo w ich punktach wewnetrz-
nych pierwsza pochodna jest r6zna od 0, wiec na przedziatach (—oo,0] i [3,6] funkcja
f maleje, a na przedziatach [0,3] i [6,00) — rosnie. Podkreslmy, ze cho¢ to bardzo
tatwe, to jednak nie badaliSmy znaku pierwszej pochodnej, bo uktad lokalnych eks-
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treméw wymusza stwierdzenia na temat wzrostu i spadku wartosci funkcji. Oczywiscie
w ostatecznym rozrachunku wiemy, jaki jest ten znak (pochodna jest r6zna od 0 w punk-
tach przedzialu (—o0,0), funkcja maleje na tym przedziale, wiec pochodna musi by¢
ujemna, ale ten wniosek wyciggneliSmy stosujac ogélne twierdzenia o zachowaniu sie
funkcji). Oczywiscie z definicji funkcji wynika natychmiast, bez oblicznia pochodnych,
ze wszystkie jej wartosci sa nieujemne, wiec 0 = f(0) = f(6) jest nie tylko lokalnie
najmniejsza wartoscia funkcji, ale rowniez najmniejsza ze wszystkich w ogéle. Inaczej
jest z liczba 81 = f(3). W tym przypadku mamy do czynienia z minimum lokalnym:
w f(9) = 81-9 > 81, zatem 81 nie jest najwicksza wartoscia funkcji, jest nia, jesli ogra-
niczymy dziedzing¢ do dostatecznie krotkiego przedziatu zawierajacego 3, zachecamy do
sprawdzenia, ze najwiekszym przedziatem, na ktéorym funkcja f przyjmuje swa naj-
wieksza warto$¢ w punkcie 3 1 w zadnym innym, jest (3 — 3v2,3 + 3\/5) Poniewaz
w punktach zerowania sie drugiej pochodnej trzecia przyjmuje wartosci rozne od 0, wiec
punkty 3 — /3 oraz 3 + v/3 sa punktami przegiecia funkcji f. Oczywiscie pierwszy
z nich znajduje sie miedzy 0 i 3, a drugi miedzy 3 i 6. Na potprostej (—o0,3 — /3]
funkcja f jest $cisle wypukla, na przedziale [3 — /3,3 + /3] — Scisle wklesta, a na
pétprostej [3 + V3, +00) znéw écisle wypukla. jasne jest, ze funkcja nie ma asymp-
tot pionowych (jest ciagta w kazdym punkcie prostej). Nie ma tez ani poziomych ani

ukosnych, bo linIEl (z*(x — 6)* — axr — b) = +oo niezaleznie od wyboru liczb a, b.
T—r00

Zakonczylismy badanie funkcji i jestesmy juz w stanie narysowac jej wykres. m

Przykiad 8.97 Teraz zbadamy funkcje v'1 — e~**. Wzér ten okreéla jg na catej pro-
stej, wiec jest ona ciggta. Jest tez rozniczkowalna we wszystkich punktach x # 0, bo

dla takich punktéw zachodzi nieréwnoé¢ 1—e™*" > 0, a na polprostej (0, +00) funkcja

2

. . . ya . . . / -
pierwiastek kwadratowy jest rézniczkowalna. Pierwsza pochodna jest réwna \/me——Q
l—e—®

Jasne jest, ze ten wzor nie dziata w przypadku x = 0. Sprobujmy obliczy¢ pochodna
w punkcie 0 korzystajac bezpoérednio z jej definicji. Mamy
lim (x = lim /=" -
r—0+ z—0+ z~>0+
bo pierwiastek kwadratowy jest funkcja ciagla (przedostatnia réwnosé) oraz zachodzi

[@-1(0) _

wzOr hrr(l) — =1 (ostatnia réowno$¢). Analogicznie lim —1. Oznacza to,

z—0~
ze funkcja nie ma pochodnej w punkcie 0, bowiem jednostronne pochodne sg rézne.

Oznacza to, ze w punkcie 0 wykres ,zatamuje sie”, lub tez: ,ma ostrze”. Znajdziemy
druga pochodna:

/
@) = (== ) = (e
= (1 —e )V - 2% (1 — o) V2 g2 (1 —e )3/2 =
—3/2
— 20 (1 — 6*9”2) <ex2(1 —22%) — 1+ x2> :

Wykazemy, ze dla kazdego x # 0 zachodzi nieréwnosé¢ f”(z) < 0. Wystarczy wy-

:):2(1 _ 6712)71/2>/ —
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kazaé, ze jesli y > 0, to e¥(1 —2y) — 1 +y < 0, piszemy y zamiast z?. Mamy
(ey(1—2y)—1+y)/ =e¥(1—-2y) —2e¥+1 =2y —e?+1 <0 dlay >0, bo
—e¥+1 < 0 w przypadku y > 0. Poniewaz pochodna funkcji e¥(1 —2y) — 14y jest
ujemna na poélprostej (0,+00), wiec funkcja ta jest malejaca na potprostej [0,00),
a poniewaz jej wartoscia w punkcie 0 jest 0, wiec jej wartosci w punktach dodatnich sa
ujemne.?* Z tego, ze druga pochodna jest ujemna na kazdej z pétprostych (—oo,0) oraz
(0, +00) wynika, ze na kazdej z pétprostych (—o0,0], [0,+00) funkcja f jest cisle
wklesta. Nie jest jednak ona $cisle wklesta na catej prostej, choé¢ jest ciggla w punk-

cie 0. Jesli 6 > 0, to odcinek taczacy punkty (— 0,vV1— 6*52> i ((5, V1-— 6*52> lezy

nad wykresem (z wyjatkiem koncéw) funkeji f zamiast pod wykresem. Musiatoby byé
odwrotnie, gdyby funkcja byta Scisle wklesta lub tylko wklesta na calej prostej lub
cho¢by na przedziale [—0d,4d]. m

Przyktad 8.98 ,Naszkicujemy” teraz wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem f(z) =

_ 5/72%2-3
T\ 9x2—4

zdefiniowanej dla x # j:%. Zadanie to mieli rozwiaza¢ studenci zaoczni we

wrzesniu 1996. Poza definicja funkcji podane byty wzory na pierwsza i druga pochodna
tej funkcji:
fi(z) = =04z (927 — 4) % (722 = 3) 77

F'(x) = 0,24(3152* — 912% — 20) (927 — 4) /7 (722 — 3)™*°

Studenci zostali poinformowani, ze druga pochodna przyjmuje warto$¢ 0 wtedy i tylko

91++/33481
630

f(—=z) = f(x) dla kazdej liczby x z dziedziny funkcji f. Wobec tego jej wykres jest sy-
metryczny wzgledem pionowej osi uktadu wspotrzednych. Wystarczy wiec badaé¢ f na

wtedy, gdy * = =+ ~ 0,659458. Jasne jest, ze f jest funkcja parzysta, tzn.

jednej z potprostych (—oo, %) , (%, oo) oraz na jednym z przedziatow (—%, 0} , [0, %) .
Trzeba wiec ustali¢ na jakich przedziatach funkcja f rosnie, na jakich przedziatach
maleje, na jakich przedziatach jest wypukta, a na jakich — wklesta. Wyjasni¢, w jakich
punktach dziedziny funkcja ma pochodna, a w jakich jej nie ma oraz obliczy¢ granice
funkcji f, f', f” w koncach przedzialéw sktadajacych si¢ na ich dziedziny. Réwniez

ustali¢, gdzie sg lokalne ekstrema i punkty przegiecia. Z wzoru na pierwsza pochodng
wynika, ze jest ona okre$lona dla z # :i:%, + %, przy czym nieistnienie pochodnej

w punktach j:% wynika z tego, ze te punkty sg poza dziedzing funkcji f i juz to
wystarcza, by nie miato sensu rézniczkowanie funkcji w tych punktach. W punktach

:t\/g funkcja jest okredlona, wiec teoretycznie nie ma przeszkod dla istnienia pochod-

nej, jednak wzér nie dziata, bo nie mozna podnie$é¢ liczby 0 do potegi o wykladniku

24 Mozna udowodnié, ze e¥(1 —2y) — 1 +y < 0 dlat++ y > 0 innymi metodami. Np. mozna
wykorzystac¢ wzor e¥ = 3 ° % — otrzymamy po prostych rachunkach szereg, ktérego wszystkie
wyrazy w przypadku y > 0 sa ujemne. Jeszcze naczej: jesli y < 1, to e¥ < ﬁ, zatem dla
wszystkich y € R mamy e¥(1—y) < 1, wobec tego e¥(1—2y)—1+y =e¥(1—y)—y(e?—1)—1 <
<—yley —1) <0 dla y#0.
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ujemnym . Z wzoru na pochodng wynika jednak od razu, ze  lim__ f'(z) = +oo oraz
3/7
lim  f'(x) = —oo. Stad, z definicji pochodnej i twierdzenia Lagrange’a o warto$ci
3/7

sredniej wynika, ze f'(4+/3/7) = Foo. Znaczy to, ze funkcja f nie jest w tych punk-
tach rézniczkowalna, bo choé¢ pochodna istnieje, to jest nieskoniczona. W szczegdlnosci
w tych punktach wykres ma stycznag, tyle ze — pionowa. Funkcja f jest wiec Scisle ro-
snaca na potprostej (—oo, —%) oraz na przedziale (—%, 0} . Na przedziale [0, %) oraz
na potprostej (%,oo) funkcja f jest $cisle malejaca. Podkreslmy: funkcja rosnie na
kazdym z dwoch przedziatow, ale nie na ich sumie o czym przekonamy sie za chwile.
Zacznijmy od oczywistego stwierdzenia: § < 4 . Wobec tego funkcja f przyjmuje war-

tosci dodatnie na potprostej ( —2) oraz na przedziale (— ). Mamy

i o[ T — 3 LT —=3/a? \[

im

T——00 922 — x—) 0 9— 4/1‘2
Dalej hrn f(x) =400, bo f(x) > 0 napdlprostej (—oo, —%) ilicznik dazy do liczby
z——2"
réznej od 0, za$ mianownik do 0. Nastepnie lim f(z) = —oo, bo tym razem funkcja
z——2

jest ujemna, a licznik dazy do liczby réznej od 0, podczas gdy mianownik — do 0. Zaj-
miemy sie teraz wypuktoscig funkcji f. W tym celu ustalimy, gdzie jej druga pochodna
f" jest dodatnia, gdzie — ujemna. We wzorze na f” wyrazenia 7x* — 3 oraz 92% — 4
podnoszone sa do nieparzystych poteg, nastepnie z otrzymanych wynikéw wyciagany
jest pierwiastek stopnia nieparzystego. Wynika stad od razu, ze na kazdym z kolejnych

1/ 2 2 914/33481 914+/33481 3\ ; 3
przedzialow (—oo,—g), (_57_‘/T)7 <— T7_\/;) i <_\/;0>

pochodna f” ma inny znak: na pierwszym z wymienionych przedzialéw jest dodatnia,
na drugim — ujemna, na trzecim — dodatnia i wreszcie na czwartym — ujemna. Wy-

nika stad, ze na potprostej ( — 00, —%) i na przedziale {— 9”63%348 \/g] funkcja

f jest wypukla, a na kazdym z przedzialéow (—2 — ./ Pv33481 V?’?’m} i [— \/g, O] —

3 630
wklesta.
Wobec tego punkty —i/HHE548L | —\/g sq punktami przegiccia funkeji f, —2

punktem przegiecia nie jest, bo lezy poza dziedzing funkcji f (poniewaz nie istnieje

granica lim2 f(x), wiec nie mozna sensownie dookresli¢ funkcji w tym punkcie!). In-
T——3
nych punktéw przegiecia nie ma: jedynym punktem, ktory jeszcze nie zostat zbadany

jest 0 — mozna by pomysleé¢, ze z wklestosci funkcji f na przedziale [— \/g, O] oraz

s . . s 7 .o . 3 3 .
z parzystosci wynika wklestos¢ funkcji na przedziale [— \/; /5|, tak jest, ale trzeba

sie jeszcze wyraznie powotaé na rézniczkowalnosé funkeji f w punkcie 0 (poréwnaj
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z przyktadem poprzednim), jednak takiego twierdzenia nie udowodnili$émy i prosciej
jest skorzysta¢ z tego, ze na przedziale otwartym (—\/;, %) druga pochodna f”
funkcji f jest ujemna. Z tego, co do tej pory udato sie nam ustali¢, wynika, ze pro-
sta pozioma y = \s/g jest asymptota poziomg funkcji f przy x — Fo0, zas proste

pionowe x = i% sg obustronnymi asymptotami pionowymi funkcji f przy x — j:%.
Uwaga: w istocie rzeczy nie trzeba w tym zadaniu wykonywaé¢ zadnych obliczen

s . 2 914++/33481 3 s s . . .
swiadczacych o tym, ze § > /=L > \/; ta nierownos¢ wynika z tego, ze

. / _ . . / _ . . 2 3

hrr;r fil(x) = 400 i lim . f'(z) = +o0, wiec na przedziale ( — 3,—\/;) po-
T—=—3 T—— %
chodna f’ musi najpierw maleé¢, a potem rosngé, co oznacza, ze druga pochodna musi

przynajmniej w jednym punkcie tego przedziatu przyja¢ warto$¢ 0. Jedyny kandydat

to punkt — QHG— 3%3481. Zachodzi przyblizona réwnosé \/g ~ 0,654653 , wigc roznica

miedzy punktami \/g i %303‘% jest mniejsza niz 0,01, zatem moze by¢ przeoczona
przez program komputerowy rysujacy wykresy funkeji (jesli nie zazadamy odpowied-
niej doktadnosci w tej okolicy!) . Poniewaz f(0,67) ~ 1,288, f(0,66) ~ —0,908, wiec
w tym przypadku zmiana wartosci argumentu o 0,01 powoduje zmiane wartosci funkcji
o okoto 2,196, wiec ponad 200 razy wigksza niz zmiana argumentu. Rysujac wykres na
papierze, przyjmujac np. ze jednostka to 1 cm musimy zwraca¢ uwage na przedziaty
dhugosci 0,1 mm, co jest mato realne ze wzgledu na grubosé otéwka, linie na rysunku
komputerowym tez musza mie¢ jakas grubos¢, wiec jedyna rada, to obserwowac okolice
punktéw przegiecia w duzym powiekszeniu i uzyciu odcinkow jednostkowych o réznych
dhugosciach na osiach: na osi argumentéw odcinek jednostkowy moze by¢ np. okoto 200
razy dtuzszy niz odcinek jednostkowy na osi wartosci funkcji. m

W ostatnio prezentowanych przyktadach wida¢ byto, ze w licznych przypadkach
mozna omija¢ rozne obliczenia stosujac odpowiednie twierdzenia o charakterze ogol-
nym. Duza role w tych rozumowaniach odgrywa wzér Taylora. Nasuwa sie naturalne
pytanie: czy nie mozna powiedzie¢ czegos wiecej o reszcie r, przynajmniej w sytuacji,
z ktora czesto mamy do czynienia, mianowicie w przypadku funkcji, ktéra ma wie-
cej pochodnych w otoczeniu punktu p niz n. Okazuje sie, ze co$§ powiedzie¢ mozna,
ale jednak niezbyt duzo. Podamy przyktad twierdzenia tego typu, jest ich oczywiscie
wigcej. Stwierdzi¢ jednak wypada, ze pozytek z nich na ogét nie jest zbyt wielki, zasad-
niczo rzecz biorac twierdzenie Peano to wszystko, co w przypadku ogolnym powiedzie¢
mozna.
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Twierdzenie 8.99 ( Lagrange’a o reszcie we wzorze Taylora)

Niech f bedzie funkcjg, ktéra ma pochodng rzedu n + 1 w kazdym punkcie pewnego
przedziatu otwartego zawierajacego p. Wtedy dla kazdego punktu x z tego przedziatu
istnieje punkt y, lezacy miedzy punktami x i p, dla ktérego zachodzi rownosé

(n+1) x n
ra(w = p) = T (@ — p)n .

Dowdéd. Niech
’ (n) .
p(t) = fla) = f() =GR —t) = .. = L@ —0" i w(t) = (@ -
Mamy ¢'(t) = —(n + 1)(x —t)" # 0 dla t # = oraz ¢(z) = 0 = ¢(z). Poniewaz
w przedziale o koncach z,p funkcja f ma (n + 1)—a pochodna, wiec funkcja ¢ jest

rozniczkowalna na tym przedziale, wigc mozemy zastosowaé twierdzenie Cauchy’ego o
wartosci sredniej. Istnieje wiec taki punkt 1y, lezacy wewnatrz przedziatu o koncach x,

p, ze zachodzi rOWnos¢
O (ye) _ p@)—p) _ o)

V(yz) — Y(x)—d(p) — b(p)’
-1(p). Po zrézniczkowaniu funkcji ¢ i uproszczeniu otrzy-

¥’ (y=)

¥ (Ya)
mujemy wzor: ¢'(t) = —W(x — t)". Wobec tego zachodzi réwnosé: ¢(p) =

i wobec tego ¢(p) =

¢ (Ya) (p) = F ) (ya)

T ) (x — p)"*1. Z niej wnioskujemy, ze zachodzi wzér

FU 0 (y,)
(n+1)!

(z —p)"*!

czyli wlasnie ten, ktory chcieliSmy otrzymac¢. m

Podkreslmy raz jeszcze: pozornie dzieki temu wzorowi wiemy cos wiecej o reszcie.
Ktopot polega jednak na tym, ze o punkcie y, wystepujacym we wzorze Lagrange’a
nie wiemy nic, oprocz tego, ze lezy miedzy p i x. To bardzo ogranicza mozliwosé
wyciggania wnioskow idacych dalej niz te, ktére wynikaja z wzoru Peano. Oczywi-
Scie czasem jest to mozliwe. Jesli np. f(z) = sinz, to dla dowolnego n € N mamy
|f+)(2)| < 1, bowiem z doktadnoécia do znaku pochodna dowolnego rzedu to si-
nus lub kosinus. Stad w szczegélnosci wynika, ze w przypadku funkcji sinus zachodzi
nieréwnosé |r,(h)| < ﬁ\hﬁ“. Otrzymalismy wiec konkretne oszacowanie, jakiego
z pewnoscig nie da sie uzyskaé¢ z wzoru Peano. Przeczy to ostrzezeniom wypowiadanym
przed chwilg, ale tylko pozornie. W tym konkretnym przypadku istota byta dodatkowa
wiedza o pochodnych dowolnego rzedu badanej funkcji i to ona w potaczeniu z wzorem

Lagrange’a pozwolita na wyciggniecie dalej idacych wnioskdw.

Przyktad 8.100 Zdefiniujmy funkcje f wzorami

e~ Vrif x> 0;
o]

0, ifr <0.

Oczywiscie w kazdym punkcie, by¢ moze z wyjatkiem punktu 0, funkcja ta ma pochodne
wszystkich rzedow, czyli jest rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy.
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W punkcie 0 sytuacja nie jest jeszcze jasna, bo z prawej jego strony funkcja jest
zdefiniowana inaczej niz z lewej, co mogtoby powodowaé¢ ktopoty z ciggtodcia lub
rozniczkowalnoscia. Wykazemy za chwile, ze w rzeczywistosci funkcja f rowniez w punk-
cie 0 jest rézniczkowalna nieskoficzenie wiele razy oraz ze f(™(0) = 0 dla kazdej liczby
naturalnej n. Wyniknie stad, ze wielomiany Maclaurina tej funkcji sa funkcjami ze-
rowymi, wiec dla kazdego naturalnego n zachodzi réwnosé f(x)=r,(x), oczywiscie
chodzi tu o reszte we wzorze Maclaurina, czyli

ra(z) = f(z) = f(0) = £ - S2Q,2 SO0 n

Oznacza to, ze w tym konkretnym przypadku pomijanie reszty moze by¢ pozbawione
sensu, bo w niej sa zawarte wszystkie informacje o funkcji f! Przykltad ten omawiamy
po to tylko, by przestrzec czytelnikow, ze kazda metoda ma swoje ograniczenia, ze stosu-
jac twierdzenia poprawnie, tj. wtedy, gdy ich zatozenia sg spetnione mozemy dochodzic¢
do dziwnych wnioskow lub ma wnioskéw mato interesujacych. Po tych pesymistycznych
uwagach zajmiemy sie wykazaniem réwnosci f™(0) = 0.

Dla n = 0 réownos¢ ta jest bezposrednim wnioskiem z okreslenia wartosci funkcji
f w punkcie 0: f(©(0) = £(0) = 0. Jest tez jasne, ze lim f(r) =0 —dla z <0

z—0~
T

jest f(z) = 0. Mamy tez 1iI(I)1+ f(z) = lim e/ = 0. Wykazali$my, ze funkcja f
z—

z—07F
jest ciggta w punkcie 0. Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego x < 0 i dowolnej liczby

naturalnej n zachodzi réwnoéé f™(z) = 0, pochodna funkcji stakej jest réwna 0, war-
tos¢ pochodnej w punkcie zalezy jedynie od zachowania sie funkcji w otoczeniu tego
punktu, w naszym przypadku rozpatrujemy chwilowo funkcje f na pétprostej (—oo,0).
Teraz przeniesiemy sie na potprosta (0,00). W tym przypadku mamy f(z) = e~ /%,
flz) = He /o, ') = (& — Z)e Vo, fOa) = (& -5+ S)e /7, .. Jas-
ne jest, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian w, stopnia 2n, taki ze
f(@) = w, (e " np. wi(y) = v?, waly) = y* — 2%, ws(y) = y5 — 6y° + 6y*.
Stad od razu wynika, ze
. " Wy,
Jig, 1) = tim #5320,

7, definicji pochodnej i twierdzenia Lagrage’a o wartosci Sredniej wynika razu, ze

1(0) = EL%M = algr(l) f'(cz) =0, gdzie ¢, jest punktem lezacym miedzy 01 x,

w szczegblnosei |c,| < |x|. Analogicznie korzystajac z juz otrzymanego wyniku wnios-
kujemy, ze f”(0) = 0 itd. Dowdd zostal zakoriczony. m

Uwaga 8.101 Funkcja opisana w ostatnim przyktadzie moze wydawac si¢ nieco dziwna.
Warto zaznaczy¢, ze takie zachowania sie funkcji nie sg mozliwe w przypadku tzw. funk-
cji analitycznych, tj. takich funkcji nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych, ktore
w pewnym, dostatecznie matym otoczeniu dowolnie wybranego punktu dziedziny sa
rowne sumie swego szeregu Taylora. W takim przypadku zerowanie sie wszystkich po-
chodnych w pewnym punkcie powoduje, ze funkcja jest stata w otoczeniu tego punktu,
co jak wida¢ z poprzedniego przyktadu nie musi mie¢ miejsca w przypadku funkcji
rozniczkowalnej nieskonczenie wiele razy. Istnienie takich funkcji nieskonczenie wiele

167



AM 1, czesé 8 Funkcje rozniczkowalne Michat Krych

razy rozniczkowalnych zauwazone zostato nie od razu, pdzniej staty si¢ one istotnym
narzedziem wspotczesnej matematyki. m
Informacja: wzér z reszta ogblniejszej postaci (Schlémilcha—Rocha) znajduje sie w ksiazce
G.M.Fichtenholza, ,Rachunek rézniczkowy i catkowy”, tom 1. Sg tam tez inne postacie
reszty we wzorze Taylora.

Na tym koniczymy przeglad zagadnien zwigzanych z wielokrotnym rézniczkowaniem
funkcji.
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