Wtasnosci funkcji ciggltych, funkcje wypukte
Tekst poprawiony 8 lipca 2025

Przyklad 7.1 Rozwazymy sume tzw. szeregu potegowego, tj. szeregu postaci Z apx" .

n=0

Wykazemy, ze jesli dla pewnej liczby ¢ # 0 szereg Z anxy jest zbiezny i |z| < |xo|, to

n=0

szereg Z a,nfx™ jest bezwzglednie zbiezny dla kazdej liczby naturalnej k. Mamy bo-
n=0

o o o
. n . . o . n
wiem g la,nFan| = g ]anx6‘|-nk‘§—o‘ . Ostatni szereg jest zbiezny bo szereg E nk|§—0‘
jest zbiezny, a ciag (|anx8|) jest ograniczony, bo jest przeciez zbiezny do 0 (warunek

konieczny zbieznosci szeregu).

Wykazemy, ze funkcja przypisujaca liczbie x liczbe Z a,x" spelia warunek Lip-
n=0
schitza w zbiorze {z: |z| < r}, gdzie r € (0, |xo|). Zatézmy, ze |z|,|y| < r. Mamy

wtedy

o0 (o]
’ E anx" — E any"

= ’ Zan(x” —y")
n=1

= |z - yl‘ Zan(x"_l +a" Py "By by YY) | <
n=1
) LTSRS
n=1 r n—1
Wykazalismy wiec, ze spelniony jest warunek Lipschitza ze stala % . Zn|an|r” (za-
n=1

lezng od r !). Nie twierdzimy, ze jest to najmniejsza stata. Z tego, co udowodnilismy

wynika, ze funkcja przypisujaca liczbie x liczbe Z a,x" jest ciagta w kazdym punkcie
n=0
zbioru {z: |z| < |xo|}

Funkcje nieciggle pojawiajg sie w réznego rodzaju modelach matematycznych. Nie
bedziemy si¢ nimi zajmowac prawie wcale. Pierwszym naszym celem jest zaznajomienie
sie z podstawowymi wtasnosciami funkcji ciggtych okreslonych na porzadnych dziedzi-
nach. Z naszego punktu widzenia najporzadniejszymi mozliwymi dziedzinami sg prze-
dziaty. Rozpoczniemy od intuicyjnie oczywistego twierdzenia nazywanego czesto myl-
nie twierdzeniem Darboux. Wydaje sie, ze pierwszymi, ktérzy je udowodnili, zreszta
niezaleznie, byli Bolzano i Cauchy.
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Twierdzenie 7.2 (o przyjmowaniu wartosci posrednich)
Jesli f jest funkcja ciagla w kazdym punkcie pewnego przedzialu P i dla pewnych
punkéw z, z przedziatu P zachodzi nieréwnosé f(x) < C' < f(z) , to miedzy punktami
x i z znajduje sie taki punkt y, ze C'= f(y).
Dowéd. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze x < z. Niech
y=sup{t € [x,z]: f(t) <C}.
Oczywiscie © € {t € [z,z]: f(t) <C} iz ¢&{tex,z]: [f(t) <C}. Wobec tego
liczba y zostala zdefiniowana poprawnie. Udowodnimy, ze C' = f(y). Zalézmy, ze tak
nie jest. Wtedy albo f(y) < C albo f(y) > C. Z ciagtosci funkcji f w punkcie y
wynika, ze istnieje taka liczba 0 > 0, ze jesli [t —y| < J, to |f(t) — f(v)| < |f(y)—C].
W pierwszym przypadku oznacza to, ze
F@) = fly) <If6) = fWl <[fly) = Cl=C = [fly),
wiec f(t) < C, ale stad wynika, ze y nie jest ograniczeniem gérnym rozpatrywanego
zbioru {t € [x,z]: f(t) < C}. W drugim przypadku mamy
fy) = F@) <[f(t) = fW)l < [fly) = Cl = fy) = C,

zatem C < f(t), ale to oznacza, ze kazda liczba M € (y — §,y) jest ograniczeniem
gérnym zbioru {t € [z,z]: f(t) < C}, wiec réwniez w tym przypadku liczba y nie
jest jego kresem goérnym. Dowodd zostat zakonczony. m

Typowym zastosowaniem twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich jest wy-
kazywanie, ze funkcja ciagta w kazdym punkcie przedziatu, przyjmujaca w pewnym
punkcie tego przedziatu wartos¢ dodatnia, a w innym — ujemng, ma miedzy tymi punk-
tami pierwiastek. Mozna go przybliza¢ skracajac przedziat dwukrotnie: sprawdzamy
jaki znak ma warto$¢ funkcji w srodku przedziatu i zastepujemy wyjsciowy przedziat
dwa razy krétszym, na ktorego koncach funkcja przyjmuje wartosci réznych znakéw.
Daje to w miare rozsadng metode przyblizania pierwiastkéw.!

Poniewaz moéwimy od czasu do czasu o wielomianach, wiec nalezy przypomnieé
definicje funkcji wielomianowej.

Definicja 7.3 (wielomianu)

Wielomianem nazywamy funkcje w :: R — R (lub w : C — C), dla ktérej istnieja
takie liczby ag, ay, . .., a,, ze rtownosé¢ w(zr) = ag+ ajx + asx® 4 - - + a,xr™ ma miejsce
dla kazdej liczby rzeczywistej (zespolonej) x. m

Lemat 7.4 (o wspétczynnikach wielomianowej funkcji zerowej)

Jesli dla kazdej liczby z zachodzi réwnos$é ag + a1z + agz? + -+ + a,z™ = 0, to
ap=ar=a=---=a, =0.

Dowéd. Zatézmy, ze s, # 0. Niech |z| > 1+ laol Hlaa[Hlazl b Flanoal  Namy wtedy

lan|
1< x| < z? < |z]* < -+ < Jz|* < |2]™. Stad i z nieréwnodci trojkata wynika, ze
a0 + a2 + aza? + -+ + a,2"| = |ana”| = [ao + a1z + a2? + -+ apa2"H >
> |anz™| — (Jao| + a1 - |2] + |ag| - [2]> + - + |an_| - |2]*) =
> |anxn| - (|a0| + |a1| + |CLQ| + -+ |an_1|) . |:E|n_1 =

! Istnieja lepsze, ale bardziej skomplikowane.

89



AM 1, czesé 7 Wrtasnosci funkeji ciaghtych, funkcje wypukte Michat Krych

lao|+|aiaz|+-+|an—1]

lan|

a, = 0. Jednak wtedy a,, =0 itd. (indukcja). m

= |an| - |z["7t (|| - ) > |an| - |z["' > 0, wbrew zaloze. Wobec tego

Whiosek 7.5 (o jednoznaczno$ci wspdélczynnikéw)
Jesli dla kazdego x zachodzi réwnosé
ap + a1 + asx? ... 4 apx™ = by + bix + box? + ...+ ba™,

to ap = by, a1 = by, ay = by, ... (przyjmujemy, ze 0 = Gpy1 = Api2 = Apyz = ...
oraz 0 =0byu11 =bpio =bpig=...)
Dowéd. Przyjmujemy co = ag— by, ¢ = a3 —by,co = ag — by, .... Po przeniesieniu

wszystkiego na lewg strong otrzymujemy réwnosé co+cix+cox? +- - -+ c,x™ = 0, ktora
zachodzi dla kazdego x. Wynika stad, ze 0 = ¢y = ¢; = ¢o = ---, a to stwierdzenie
jest rownowazne tezie. m

Uwaga 7.6 (o slabszych zalozeniach)

Na GAL-u pojawi sie (lub juz pojawil sie) tzw. wyznacznik Vandermonde’a. Wtedy
bedzie mozna udowodnié, ze z tego, ze réwno$¢ ag + ayx + asx® + -+ + a,z” = 0
zachodzi dla n + 1 réznych liczb x wynika, ze ag = a1 =ays =---=a, =0.

Podamy teraz inny dowod wtasnie wykazanego lematu przy zatozeniu, ze réwnosé
ap+a1x; + @x? + - +ayx} =0 zachodzi dla liczb g, 71, ..., z,, 0 ktorych wiemy, ze
x; # xj dla i # j. Nie uzyjemy ani wyznacznikéw, ani granic. Zaczniemy od dowodu
dla n =1. Wiemy, ze ag + a1x9 =0 i ag + ayx; = 0. Odjawszy te réwnosci stronami
otrzymujemy aj(xo — 1) = 0, wiec a; = 0. Wobec tego 0 = ag + a1z9 = ag. Udowod-
nilismy twierdzenie w tym wypadku. Zatézmy teraz, ze teza zachodzi dla dowolnych

liczb ag, aq, ..., 0,1, %0, 21, .., Tn_1 Przy zatozeniu, ze liczby g, 1, ..., 2,1 sg rdézne
(2; # &; dla i # j). Zalézmy teraz, ze dane sg takie liczby ag, ay, ..., an_1,a, 1162n€
liczby xg,21,...,2,, ze

—1

ap + a1zo + asxi + azrd + -+ a1y + apal =0,
—1

ap + a1z1 + asxt + azrt + -+ a, 27 + axt =0,
—1

ap + a1Te + asTi + azrs + -+ a2y + axy =0,

ap + a1y + asx? + azrs + -+ ap_ 12"+ apat = 0.

Odejmiemy teraz pierwsze réwnanie od drugiego:
0 =ay(r; — x0) + ag(2? — 22) + az(2 — 23) + ap_1 (27 — 2071 + a, (2} — aB) =
= (1 — 20) (a1 + az(z1 + x0) + as(ai + 1o + 23) + -+ - +
a1 (@72 + a2 e+ 2l ) a2 2t P+ 2 h).

Poniewaz x; —x¢ # 0, wiec
(ay + aswo + asz + - + ap_12h 2+ anxl ) + (ag + azwo + - -+ anxy oy +

+ (a3 + a0 + - + anxl )22 4+ - (Apoy + Gpzo)2T T+ anai Tt
W taki sam sposob otrzymujemy rownosci:
(ay + aswo + azz2 + -+ + ap_12h 2+ anxl ) + (ag + azwo + - - + anxy )Ty +

+ (a3 + a0 + -+ anxl )22+ -+ (Apy + Gpzo)2y 2+ anah Tt
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(ay + aswo + agz + - - + an,le*Q + anngl) + (ag + agxwo + -+ + anxg’Q)xn +

+ (a3 + aso + - + anx )aE 4+ + (@G- + anxo)2? 2+ anat Tl

Przyjmujemy ag = a; + asxg + agxg +---+ an_lxg_Q + anxg_l ,

a1 = ay + asro+ -+ + an_1x8_3 + anxg_Q,

Gy = a3z + -+ @120+ auay 3,

CAlnf2 = Qp—1 1+ apxo,

CALn—l = Qn,
Mamy wigcag + a125a923 + - -+ + G2y = 0 dla j =1,2,...,n. Z zalozenia induk-
cyjnego wynika, ze ap =0, a; =0, a; =0, ..., a,_1 = 0. Stad kolejno wnioskujemy,
ze zachodza réwnosci a, =0, a,_1 =0, ..., a; = 0. Stad i na przyktad z rownosci

ag + a1 o + agx? + azxd + -+ ap_ 12 + a,al = 0 wynika, ze réwniez ag = 0. m

Po tych twierdzeniach mozemy juz zdefiniowa¢ stopien wielomianu.

Definicja 7.7 (stopnia wielomianu)
Jedli w(z) = ap+ a1z +asx®++ - +a,x" i a, # 0, to méwimy, ze stopniem wielomianu
w jest liczba naturalna n, piszemy degw = n. Przyjmujemy, ze stopniem wielomianu
zerowego jest —oo. H

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze w tej sytuacji prawdziwe sa wzory

deg(wy - wy) = degw; + degwy oraz deg(w; + wy) < max(degwy, degws).

Wspbélezynnik a,, (przy najwyzszej potedze zmiennej) nazywamy wspotezynnikiem

kierujacym wielomianu.

Twierdzenie 7.8 (o istnieniu pierwiastkéw wielomianéw stopnia nieparzystego)
Kazdy wielomian stopnia nieparzystego, tj. funkcja w: R — R postaci

w(z) = ag + a1z + agr? + -+ - + a,z",
gdzie symbole ag, ay, as,...,a, oznaczaja liczby rzeczywiste, przy czym a, # 0, za$
n jest liczbg naturalna nieparzysta, ma pierwiastek rzeczywisty, tzn. istnieje liczba zg,
taka ze w(xg) =0.

Dowdd. lirf % = 0, zatem zachodzi réwnosé
T—r1=00
. w(x . Ap—
lim = i (3 g ) = o
X [o.¢] X oo

Zaloézmy, ze a, > 0 — przypadek a, < 0 mozna sprowadzi¢ do poprzedniego przez za-
stapienie wielomianu w wielomianem przeciwnym —w. Stosujac twierdzenia
o granicach stwierdzamy, ze z jednej strony zachodzi

. . o w(x
lim w(z) = lim z" - lim wiz) =400 - a, = +00,
T—00 T—00 z—o00 M
a z drugiej strony
. ) ) w(x
lim w(z)= lim z"- lim (z) = —00-a, = —00.
T——00 T——00 r——00 I

7 tego wnioskujemy, ze wielomian w przyjmuje zarowno wartosci dodatnie jak i ujem-
ne: je$li = jest dostatecznie duza liczba dodatnia, to w(x) > 0, jesli |x| jest dosta-
tecznie duza liczba dodatnia i z < 0, to w(xz) < 0. Stad za$ wynika, ze wielomian
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ten przyjmuje w pewnym punkcie wartos¢ 0, czyli ze ma pierwiastek. Dow6d zostal
zakonczony. m

Powyzsze twierdzenie nie oznacza, ze umiemy znajdowaé pierwiastki takiego wielo-
mianu w sposéb podobny do stosowanego w szkotach dla wielomianéw kwadratowych.
Zmaleziono w XVI wieku wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia trzeciego i czwar-
tego, sa one znacznie bardziej skomplikowane od wzoréw na pierwiastki rownania kwa-
dratowego. Na przetomie osiemnastego i dziewigtnastego wieku udowodniono? (Ruffini
1799, Abel 1824, Galois 1830), Ze nie istnieja wzory na pierwiastki réwnan stopnia
piatego i wyzszego. Jest to wynik negatywny, teoretyczny, ale metody rozwiniete dla
jego osiagniecia znalazty znacznie p6zniej zastosowania réwniez poza matematyka, np.
w fizyce i w chemii. Z punktu widzenia tego wyktadu nie ma to wiekszego znaczenia.
Moéwimy o tym jedynie po to, by uswiadomié czytelnikom, ze w wielu przypadkach
wypisywanie doktadnych wzoréw jest niemozliwe, czasem jest mozliwe, ale mato sen-
sowne, bo wzory sg tak zawite, ze ich wypisanie niewiele daje, natomiast mozna uzywac
wzoréw przyblizonych, ktére w wielu przypadkach daja wystarczajace rezultaty.

Teraz wykazemy twierdzenie, ktore wlasciwie wszyscy uwazaja za oczywiste. Jego
dowdd jest bardzo prosty, ale tez dtuzszy niz mozna spodziewaé sie. Zachecamy do
uwaznego przyjrzenia mu si¢ i ewentualnego skrocenia, jesli si¢ da.

Twierdzenie 7.9 (o monotonicznoéci réznowartosciowej funkcji ciagtej)
Jezeli f jest roznowarto$ciows funkcjg ciggly okreslong na przedziale P, to f jest
funkcja $cisle monotoniczng.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze jeSli z,y,2 € P oraz v < y < z, to f(y) lezy
miedzy punktami f(z) i f(z). Sa dwie mozliwosci f(z) < f(z) 1 f(z) > f(z). Druga
mozliwos¢ mozna sprowadzi¢ do pierwszej przez zastgpienie funkcji f funkcja prze-
ciwna —f. Wystarczy wiec zajaé sie pierwsza. Jesli f(y) nie lezy miedzy f(z) i f(2),
to albo f(y) < f(z), albo f(2) < f(y). W pierwszym przypadku, na mocy twierdzenia
o przyjmowaniu wartosci posrednich, istnieje punkt z’ lezacy miedzy y i z, taki ze
f(z) = f(a'). Przeczy to roznowartosciowosci funkcji f. W drugim przypadku miedzy
x 1 y znajduje sie punkt 2’| takize f(z) = f(2'), co znéw przeczy réznowartosciowosci
funkcji f.

Teraz przejdziemy do wlasciwego dowodu. Zaldézmy, ze dla pewnych punktéw r, s prze-
dzialu P zachodza nieréwnosci r < s oraz f(r) < f(s). Udowodnimy, ze jesli u < v,
to réwniez f(u) < f(v) Z tego co juz udowodnilisSmy wynika, ze jesli u < r, to
f(r) < f(u) (dla dowodu rozwazamy trojke © =u, y=r, z=s),jesli r < u < s,
to f(r) < f(u) < f(s) (tym razem =z =r, y = u, z = s) i wreszcie jesli s < u,
to f(s) < f(u). To samo dotyczy oczywiscie f(s). Punkty r,s dziela przedzial P na
trzy podprzedziaty. Jesli u,v znajduja sie w roznych podprzedziatach, to teza wynika
7 tego, co juz stwierdzilismy. Jesli np. u < v < r, to poniewaz f(u) < f(r) i f(v) lezy
miedzy f(u) i f(r), to f(u) < f(v) < f(r). Pozostate przypadki rozpatrujemy w
identyczny sposéb. Dowdd zostat zakonczony. m

2 Malo kto rozumial wéwczas te wtedy nowatorskie prace. Wéréd tych, ktérzy je docenili byt
A.Cauchy.
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Wykazemy teraz twierdzenie pozwalajace stwierdza¢ ciaglosé¢ funkcji odwrotnej.

Twierdzenie 7.10 (o cigglosci funkcji odwrotnej)
Jedli f jest funkcja $cisle monotoniczng okreslong na pewnym przedziale P, to funkcja
odwrotna f~! przeksztalcajaca obraz przedzialu P na przedzial P jest ciggla.
Dowdéd. Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o ciggtosci funkcji monoto-
nicznej, ktore udowodniliSmy juz wezeéniej: funkcja monotoniczna, ktérej obraz jest
przedzialem jest ciggla i tego, ze funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest mo-
notoniczna. Dowod zostal zakonczony. m

7 tego twierdzenia wynikajg udowodnione juz poprzednio twierdzenia o ciggtosci
logarytmu, funkcji arcsin i funkcji arctan, pierwiastkéow jako funkcji odwrotnych do
funkcji wyktadniczej, funkcji sinus ograniczonej do przedziatu [—7, 7], funkcji tangens

-5, 5) i funkcji potegowych ograniczonych w razie po-

trzeby do zbioru liczb nieujemnych.

ograniczonej do przedziatu (

Zauwazmy, ze w twierdzeniu tym nie wystepuje zalozenie ciaglodci funkcji f! Ono
nie jest potrzebne, zamiast niego wystepuje monotonicznosé wyjsciowej funkcji. W sy-
tuacji ogodlnej, gdy dziedzina funkcji nie jest przedziatem funkcja odwrotna ciagta by¢
nie musi.

Nastepne twierdzenie okaze sie¢ bardzo przydatne do znajdowania najmniejszych
i najwiekszych wartosci funkcji. Szczegélnie duze znaczenie mie¢ ono bedzie w przy-
padku funkcji rzeczywistych wielu zmiennych. Bedziemy je stosowaé¢ w przypadku funk-
¢ji jednej zmiennej rzeczywistej miedzy innymi po to, by pézniej, w przypadku wigkszej
liczby zmiennych, tatwiej mozna byto przesledzi¢ rozumowania wykorzystujace pozor-
nie catkowicie abstrakcyjne twierdzenia.

Twierdzenie 7.11 (Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw)

Zatozmy, ze funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a,b].
Wtedy w przedziale [a,b] znajduja sie takie punkty p, q, ze dla kazdego punktu = € |a, b]
zachodzi nieréwnosé¢ f(p) < f(z) < f(q), tzn. f(p) jest najmniejsza wartoscia funkcji
f na przedziale [a,b], za$ f(q) jest najwieksza wartoscig funkeji f .

Dowéd. Niech M bedzie kresem gérnym funkeji f na przedziale [a,b]. Istnieje
ciag (x,) punktéw przedziatu [a,b], taki ze nh—glo f(zn) = M. Z twierdzenia Bol-

zano — Weierstrassa wynika, ze z ciagu (z,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (zy, ).

Niech ¢ = lim =z, . Poniewaz dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
n—oo

a < xg, < b, wiec w granicy otrzymujemy a < ¢ < b. Funkcja f jest ciagta w kazdym
punkcie przedziatu [a,b], w szczegdlnosci w punkcie ¢. Wynika stad, ze

fla) = lim f(zy,) = lim f(2,) = M.
Wykazali$my, wiec ze sup f = M = f(q), co oznacza, ze f(q) jest najwieksza war-
toscia funkcji f na przedziale [a,b]. Istnienie punktu, w ktérym funkcja f przyjmuje
swa najmniejsza warto$é¢, wnioskujemy stosujac twierdzenie o wartosci najwiekszej do
funkcji —f. Dowdd zostat zakonczony. m
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Twierdzenie 7.12 (Cantora-Heine’go o jednostajnej cigglosci)

Jedli funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a, b], to jest ona
ciggta jednostajnie na tym przedziale.

Dowéd. Zatézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje wtedy liczba ¢ > 0,
taka ze dla kazdej liczby 6 > 0 istnieja takie liczby z,y € [a,b], ze |z —y| < o
i jednoczesnie |f(z)— f(y)| = . Niech x,,y, beda takimi liczbami z przedziatu [a, b],
ze Ty —yo| < & = 1 jednoczesnie |f(z) — f(y)| = €. Z twierdzenia Bolzano —
Weierstrassa wynika, ze z ciagu (z,) mozna wybra¢ podciag zbiezny (xy, ). Oznaczmy
jego granice przez g. Mamy wiec g = nh_)rrolo Ty, , a poniewaz [T, —y,| < =, wigc réwniez

g = lim yg, . Oczywiscie g € [a,b]. Wobec tego funkcja f jest ciagta w punkcie g,
n—oo

zatem f(g) = lim f(xy,) = lim f(yg,), whrew temu, ze |f(zx,) — f(yr,)| =€ > 0.
n—oo n—oo

Dowdd zostal zakonczony. m

Twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich, o przyjmowaniu kreséw i o jed-
nostajnej cigglosci wyrazajg najwazniejsze wtasnosci funkcji ciggtej okreslonej na prze-
dziale. W pierwszym przypadku jest to przedzial absolutnie dowolny, w dwdch nastep-
nych domkniety i ograniczony. W dowodach dwdch ostatnich twierdzen korzystaliSmy
z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa. Twierdzenia te mozna uogoélni¢ nie zmieniajac ich
dowodow zaktadajac nieco mniej o dziedzinie funkcji. Podamy definicje.

Definicja 7.13 (zbioru zwartego)
Zbior K C C jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciagu punktow zbioru K
mozna wybra¢ podciag zbiezny do punktu p€ K. m

Zbiorem zwartym jest kazdym przedzial domkniety — to wlasciwie tres¢ twier-
dzenia Bolzano—Weierstrassa. Przedzial otwarty (0,7) nie jest zwarty, jesli bowiem
a, =7 — %, to a, € (0,7) i nlljg() a, =7 ¢ (0,7). Wynika stad, ze kazdy podciag tego

ciagu jest zbiezny do 7 ¢ K . Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze kazdy zbiér skoniczony
jest zwarty, ze suma skonczenie wielu przedziatéw domknietych jest zwarta.

Przyktad 7.14 Zbiér Cantora jest zwarty, bo jest ograniczony, wiec z kazdego ciagu
punktéw ze zbioru Cantora mozna wybra¢ podciag zbiezny do granicy skonczonej. Ta
granica nie moze znajdowaé sie poza zbiorem Cantora, bo jego dopelnienie R\ C' do
calej prostej to suma przedzialéw otwartych:

R\ C = (=00,0) U (L +00) U (1.2) U (1.2 U (3 D) U (2. 2) U (4. 2) ...
Jesli granica ciagu znajduje sie¢ w pewnym przedziale otwartym, to poza tym przedzia-
tem otwartym jest jedynie skonczenie wiele wyrazéw tego ciggu. Granica kazdego ciggu

punktéw zbioru Cantora musi by¢ punktem zbioru Cantora. m

Przyktad 7.15 Prostokat jest zbiorem zwartym. Wykazemy prawdziwos¢ tego stwier-
dzenia w przypadku prostokata, ktorego boki sa réwnoleglte do osi uktadu wspotrzed-
nych. Taki prostokat mozna opisa¢ za pomocg pary nieréwnosci podwojnych:

P={(z,y): a<z<bic<z<d}.Punkt (a,b) tolewy dolny wierzchotek tego
prostokata, punkt (c,d) to prawy gérny. Wykazemy, ze zbiér P jest zwarty. Niech
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((#n,yn)) bedzie dowolnym ciagiem punktéw prostokata P. Ciag ((z,)) jest ograni-
czony, wiec na mocy twierdzenia Bolzano—Weierstrassa mozna z niego wybra¢ podciag
(2, ) zbiezny do pewnej granicy p. Z tego, ze klim Ty, = p 12z tego, ze dla kazdego
—00
numeru n zachodzi nieréwnos¢ a < z, < b wynika, ze a < p < b. Ciag ((ynk)) jest
ograniczony, wigc mozna zen wybra¢ podciag yn, zbiezny do pewnej liczby ¢. Oczy-
wiscie ¢ < ¢ < d. Ciagg (a:nkl) jest zbiezny do p jako podcigg ciggu zbieznego do p.
Poniewaz }Hilfnkz =pi lligloynkl = ¢, wiec E};(m”kwynkz) = (p,q) € P. Zakonczyli-
smy dowdd zwartosci prostokata P. Mozna w zasadzie w taki sam sposob wykazac, ze

dowolny prostokat jest zwarty. Nie robimy tego od razu tylko dlatego, by nie zaciemnia¢
dowodu formalnym opisem dowolnego prostokata. m

Przyktad 7.16 Kolo (domknigte) o $rodku (a,b) i promieniu r > 0, czyli zbiér
K = {(z,y): (x —a)* + (y — b)* < r?} jest zbiorem zwartym. Wykazemy to.
Niech ((25,yn)) bedzie dowolnym ciggiem punktéw kola K. Dla kazdej liczby na-
turalnej n speliona jest wigc nieréwnosé¢ (z, — a)? + (y, — b)> < r?. Wobec tego
|z, —al <7, aztego wynika, ze ciag (xn) jest ograniczony. Mozemy wiec wybraé zen
podciag zbiezny (xnk) Niech jego granica bedzie liczba p. Réwniez ciag (ynk) jest

ograniczony, wiec z tego ciggu tez mozna wybraé¢ podcigg zbiezny (ynkl) . Oznaczmy

jego granice przez ¢. Mamy wiec llim \/(:cnkl —p)?+ (Yn,, —@)* = 0, a to oznacza,
— 00
ze llim (xnkl,ynkl) = (p,q) . Poniewaz dla kazdego numeru [ spelniona jest nieréwnosé
—00

(@ny, = a)* 4 (Yn,, —0)? < 7%, wige (p—a)® +(¢—0)* <r?, tzn. (p,g) €K. =

Uwaga 7.17 (o zbiorach zwartych na plaszczyznie)
Czytelnik bez trudu moze uogdlni¢ rozumowania z dwoch ostatnich przyktadow i wy-
kaza¢, ze zbior C' C R? jest zwarty, gdy spelnia nastepujace dwa warunki:

(i) zbiér C jest ograniczony, tzn. istnieje liczba d > 0 taka, ze odlegtos¢ dowolnych
dwoch punktow zbioru C' nie przekracza liczby d;

(ii) zbiér C jest domkniety, tzn. jesli ciag (p,) punktéw zbioru C' ma granice p, to
rowniez ta granica jest punktem zbioru C'.

Dowod tego twierdzenia to nie jest trudny, ale nie bedziemy go uzywac¢ w tym roku
w sytuacjach réznych od opisanych w przyktadach poprzedzajacych t¢ uwage. m

Zadanie dla miltosnikéw teorii mnogosci Wykazac¢, ze réznych podzbiorow
zwartych prostej jest tyle, ile wszystkich liczb rzeczywistych. m

Jest jasne, ze w twierdzeniach Weierstrassa o osigganiu kresow i w twierdzeniu
Cantora—Heinego o jednostajnej ciaglosci mozna zakladaé, ze dziedzina funkcji jest
zbiér zwarty, niekoniecznie przedzial domkniety. Dowody nie ulegaja zadnym zmianom
poza kosmetycznymi. Pokazemy teraz nieco inny dowdd twierdzenia o ciggtodci funkeji
odwrotnej do danej funkcji ciagte;j.
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Twierdzenie 7.18 (o cigglosci funkcji odwrotnej do réznowarto$ciowej funkcji
cigglej okreslonej na zbiorze zwartym)

Jedli K jest zbiorem zwartym a f: K — R (albo f: K — C) funkcja ciagla

réznowartosciowa, to funkcja odwrotna f~1': f(K) — K jest ciagla.

Dowéd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje taki ciag (y,) iy € K, ze y, € f(K)

dla kazdej liczby naturalnej n, 7}1_)1{)10 Y, = v i nie jest prawda, ze 7}1_{1;10 Yy, = fy)

(granica moze nie istnie¢, a jesli istnieje, to nie jest rtéwna f~1(y)). Niech z,, = f~(y,),
r = f~!(y). Poniewaz x nie jest granicg ciagu (z,), wiec istnieje taka liczba & > 0
i taki $cisle rosnacy ciag (ng) liczb naturalnych, ze |z, — x| > ¢ dla k=1,2,3,....
Z definicji zwartosci wynika, ze z ciagu (z,,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (:L‘nkl).
Niech 7 = lliglox"kz . Oczywiscie & € K. Poniewaz |z,, — x| > ¢ dla kazdego [, wigc

|z — x| > e > 0. Poniewaz funkcja f jest ciagla w punkcie 7, wiec
f(@) = lim f(zp, ) = limy,, = lim g, =y = f(z),

zatem T = x, whrew wykazanej nieréwnosci |z —z| > >0. m

Czytelnik z pewno$cig zauwazyt, ze w tej wersji twierdzenia o ciagtosci funkcji od-
wrotnej nie ma w ogdle mowy o monotonicznosci. Dotyczy to tez dowodu. To twierdze-
nie stosuje sie réwniez do zwartych podzbioréw plaszczyzny! Gdy K jest np. kotem,
o monotonicznosci w ogéle nie moze by¢ mowy, bo w zbiorze punktéw ptaszczyzny
(liczb zespolonych) nieréwnosé zdefiniowana nie zostata!

Przyktad 7.19 Funkcja odwrotna do funkcji lipschitzowskiej nie musi by¢ jednostaj-
nie ciagta. Funkcja /x spelnia na potprostej [1,00) warunek Lipschitza ze stala %,

bojesli 1 <z <y, to Jy— o = \/g;i”/g < 5. Przeksztalca ona potprosta [1,00)

na siebie. Funkcja odwrotna do niej, to 22, ktéra jak to wezesniej wykazalismy, nie jest
jednostajnie ciagta na tej potprostej, w rzeczywistosci na zadnej potprostej. m

Przyktad 7.20 Kazdy rzeczywisty wielomian parzystego stopnia o dodatnim wspot-
czynniku kierujacym przyjmuje najmniejszg wartos¢. Niech n bedzie stopniem wielo-
mianu. Jesli n =0 , to wielomian jest funkcja stala, wiec kazda jego wartosé jest naj-
wieksza (i jednoczesnie najmniejsza), wiec dowodzi¢ nie ma czego. Zatézmy, ze n > 0
2|ao|+]a1|+]az]+F]an—1] _.

lan|

Wtedy, podobnie jak w dowodzie lematu o wspétczynnikach wielomianowej funkcji ze-

jest liczba parzysta i ze a,, > 0. Zalézmy, ze |z| > 1+ m.
rowej, mamy
ap + a1 + agx? + - + a2 = apx™ — |ag + a1 + asr? + -+ a2 >
> 107 - [an - fo] — (Jaol + laa| + Jaz] + - + a-a])] > Jao] = [w(©)] > w(0).

Na przedziale domknietym [—m,m| funkcja ciagla w przyjmuje swa najmniejsza
warto$¢. Zatdzmy, ze w punkcie p € [—m,m|. Mamy wiec w(p) < w(x) dla kazdego
x € [-m,m]. Jesli |z| > m, to w(z) > w(0) > w(p). WykazalisSmy, ze wielomian w
przyjmuje swa najmniejsza (na calej prostej) wartos¢ w punkcie p. m

Przyktad 7.21 Niech w bedzie wielomianem o wspoétczynnikach zespolonych i niech
degw > 1. Wykazemy, ze funkcja przypisujaca liczbie z liczbe |w(z)| ma najmniejsza
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wartos¢ w pewnym punkcie ptaszczyzny C.
2lag|+|a1|+|ag|++lan—1] _

|an]

Zatézmy, ze |z| > 1+ : m. Wtedy, podobnie jak w poprzed-
nim przyktadzie, mamy
lag + a1z + a22? + -+ - + a,2"| = |anz"| — lag + a1z + agz® + -+ ap_12" 7 =
> 571 [Janl - |21 = (Jaol + laa] + las] + -+ + ans])] > laol = w(0).

Koto o $rodku w punkcie 0 jest zbiorem zwartym, wiec funkcja ciagta |w| przyj-
muje swa najmniejsza wartos¢ w pewnym jego punkcie p. Nieréwnosé |w(p)| < |w(z)|
zachodzi wiec dla kazdego z, dla ktérego |z| < m. Jesli |z| > m, to |w(z)| > |w(0)| >
> |w(p)|, a to oznacza, ze liczba |w(p)| jest najmniejsza wartoscia funkeji |w| nie tylko
w kole o promieniu m i srodku w punkcie 0, ale tez w calej ptaszczyznie. m

Twierdzenie 7.22 (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Kazdy wielomian o wspoétezynnikach zespolonych, stopnia wiekszego (ostro) od 0, ma
co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Dowdéd. Niech |w(z)| bedzie najmniejsza wartoscia funkeji z — |w(z)| — jej ist-
nienie wykazaliémy w poprzednim przyktadzie. Wykazemy, ze w(zp) = 0. Przyjmijmy,
ze z = zp + h. Wtedy piszemy w(z) = w(zo + h) = by + bih + boh® + ... + b,h™,
gdzie by = ag+ar1zo+. ..+ a2 = w(z), by = ay+2as20 +. ..+ na,zy '=w' (2), ...,
b, = a, = %w(”)(zo). Poniewaz stopien wielomianu réwny jest n, wiec 0 # a, = b,.
Niech m > 1 bedzie najmniejsza taka liczba®, ze by, # 0 iniech 3; = ;—jn Mozemy za-
tem napisaé¢ w(z) = b, (Bo—i—zm—i—ﬂmﬂzm“ +.. .—l—an”) . Zatézmy, ze w(zg) # 0, wiec
Bo # 0. Z uczynionych zalozen wynika, ze |Sy| < ‘50 +R" A+ B AT .—i—ﬁnh”} dla
kazdego h € C. Niech By = |By|-€? dla pewnego ¢ € R (¢ to argument liczby zespo-

Z"P-F‘ﬂ'

lonej [y ). Niech bedzie takg liczba dodatnia, ze o <11 o < %|ﬁo| iniech h =p-e""m .

Wtedy zachodza réwnosci

B0 + h™| = ||Bo| - € + o™e' @t | = ||Bole — o™e?| = ||Bo| — o™||e™?| = |Bo| — 0™
Zatozmy dodatkowo, ze o(|Bmi1| 4 |Bmie| + ... +|Bal) < 3. Mamy wtedy

|80 + Bh™ + Bt K™ 4L+ Bk <

< |Bo + Buh™| + | Brnpr ™+ 4 Bub™| = 6o — @™ 4 | Brpr T - 4 Buh| <
< 1Bol = @™ + (1Bl [A™ 4+ |Bul[A]") < 1Bo] = @™ + A" (|Brsa | +- -+ 1Bal) =
= 1Bol = 0™ + 0™ (|Brnsa] + -+ 1Bal) < |Bo] — 0™ + 30™ = |bo| — 30™ < |bo]-
Przeczy to temu, ze To konczy dowdd tego, ze [y = 0, wiec w(zg) = 0. Twierdzenie
zostato wiec wykazane. m

Duza role odgrywaja (nie tylko w matematyce) tzw. funkcje wypukte. Przypom-
nijmy, ze zbior nazywany jest wypuktym wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z kazdymi
dwoma punktami zawiera tez odcinek, ktory je taczy. Zbiorami wypuktymi sg proste,
plaszczyzny, cata przestrzen trojwymiarowa, koto (ale nie okrag), kula (ale nie jej po-
wierzchnia zwana sfera), kwadrat (ale nie jego brzeg), trojkat (ale nie jego brzeg). Czy-
telnicy zapewne pamietajg ze szkoly sredniej, ze wielokat jest wypukty, jesli jego katy

3 byé moze m =n
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wewnetrzne sg mniejsze niz 180°, czyli m radiandéw. Jest jasne, ze jedynymi podzbio-
rami wypuklymi prostej sg przedziaty, ewentualnie zdegenerowane do punktu. Moga to
by¢ przedziaty otwarte, domknicte, otwarto-domkniete, domknigto-otwarte, skonczone
lub nieskoniczone.

Definicja 7.23 (funkcji wypuktlej)
Funkcje f okreslong na zbiorze wypukltym P nazywamy wypukta, jesli dla dowolnych
punktéw z,y € P i dowolnej liczby ¢ € (0,1) zachodzi nier6wnosé

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —=1)f(y).*
Jezeli nieréwnosé ta jest ostra w przypadku z # y, to méwimy, ze funkcja jest $cisle
wypukta. Jesli funkcja —f jest wypukta, to méwimy, ze funkcja f jest wklesta, jesli
funkcja —f jest Scisle wypukta, to funkcja f nazywana jest Scisle wklesty. m

Przyktad 7.24 Jesli f(x) = ax+b, to funkcja f jest jednoczesnie wypukla i wklesta,
nie jest Scisle wypukta. Stwierdzenie to wynika natychmiast z definicji:

fltz+(1=t)y) = a(tz+(1—t)y)+b=t(ax+b)+(1—1t) (ay+b) = tf(x)+(1—1t)f(y),
wiec w przypadku funkcji liniowej nierownos¢ wystepujaca w definicji funkeji wypukte;j
staje sie rownoscig. m

Przyklad 7.25 Jesli f(z) = x%, to f jest funkcja $cisle wypukla na calej proste;.
Uzasadnimy to stwierdzenie. Dla 0 < ¢t < 1 mamy

tf(@)+ (L= f(y) — fltz+ 1 —t)y) =ta2+ (1= )2 — (tr + (1 —t)y)” =
=t(l1—t)(x—y)* >0,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x =y. m

Przykiad 7.26 Funkcja f(x) = \/z jest Scisle wklesta — wynika to tatwo ze Scistej
wypuklosci funkeji kwadratowej: nieréwnosé /tx + (1 —t)y > ty/x + (1 —t)\/y jest
roéwnowazna nieréwnosci
(tu+ (1 —t)v)* < tu® + (1 —t)?, gdzie u= /7, v=\/y. m

Przed podaniem nastepnych przyktadéw skomentujemy definicje funkcji wypuktej
i podamy kryterium pozwalajace stwierdza¢ wypukto$é niektérych funkeji. Funkcja
jest wypukta jesli potaczywszy dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek, ktorego
wszystkie punkty leza nad wykresem funkcji lub na jej wykresie. Funkcja jest Scisle
wypukla, jesli wszystkie punkty wewnetrzne odcinka taczacego dwa punkty wykresu
leza nad wykresem funkcji. Jest tak dlatego, ze w przypadku 0 < ¢t < 1, x < y
zachodzi nier6wno$¢ = < tr + (1 — t)y < y. W przykladzie pierwszym pokazalismy,
ze punkt (tz + (1 —t)y, tf(z) + (1 —t)f(y)) lezy na wykresie funkcji liniowej, ktorej

f)—f(=z)
y—x

oraz b = f(x). Nieréwnos¢ f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) z definicji funkcji
wypuklej, to stwierdzenie, ze punkt (tz+(1—t)y, f (tz + (1 — t)y)ig) znajduje sie pod
punktem (tz + (1 —t)y,tf(z)+ (1 —t)f(y)) . Oznacza to, funkcja jest wypukla wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiér punktéw znajdujacych sie nad jej wykresem jest wypukty.

wykres przechodzi przez punkty (x, f (:IJ)) oraz (y, f (y)) , przyjmujemy a =

4 Definicje te stosuje sie w niezmienionej formie réwniez w przypadku funkcji wielu zmiennych.
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Twierdzenie 7.27 (o wypuklosci funkcji ciggtej)

Funkcja f ciagta w kazdym punkcie zbioru wypuktego P jest wypukta wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych z,y € P zachodzi nieréwnos¢ f (%ﬂ) < w, Scisle
wypukta, gdy ta nierownosé jest ostra w kazdym przypadku, w ktorym = # .
Dowéd. Jesli f jest wypukla, to przyjmujac w definicji wypuktosci ¢t = % otrzymu-
jemy warunek podany w tym twierdzeniu, co konczy dowdd koniecznosci tego warunku.

Zajmiemy sie¢ teraz dowodem w ,druga” strone.

Niech z,y beda dowolnymi punktami zbioru P. Mamy f (%) < [@)+1@) ) . Poniewaz
nieréwno$¢ ta zachodzi dla dowolnych punktéw x,y zbioru P, wiec mozemy zastapic
punkt y Srodkiem odcinka taczacego punkty x,y. Mamy 3 (g; + ”y) = :%x 4 Llly,

Wobec tego mamy tez
f(Gr+ty) <5 (F@) +F(20)) <5 (F)+ L2HD) = 37(0) + L1 (y).
3

Wykazaliémy wiec, ze nieréwno$¢ definiujaca wypuklo$¢ ma miejsce, gdy ¢t = <.

4
Stosujac to samo rozumowanie do punktow ‘T—;’y oraz y otrzymujemy nier6wnosc¢

f(Gz 4+ 3y) < 1f(x) + 2f(y), a wigc nieréwnoé¢ z definicji wypuktosci w przypadku

= %. Rozwazajgc kolejno pary punktéow z i %x + iy, %x + }Ly i %(x +v), %(:1: +v)
i sx+3y oraz to+3y iy otrzymujemy nieréwnosé kolejnodla t =1, =3, t=3
i t= %. Otrzymalidémy nieréwnos¢ dla 7 wartosci t¢: é, g, g, g, g, % % W takl
sam sposob mozemy otrzymac¢ nieréwnos¢ w przypadku t = potem w przypadku
t =2 itd.

Teraz skorzystamy z ciagtosci funkeji f. Kazda liczba t € (0,1) jest granica ciagu

16’

(tn) liczb postaci 2% € (0,1). Dla tych liczb nieréwnosé jest juz udowodniona.Mamy
wiec f(tpz+ (1—t,)y) < tof(x) + (1 —t,)f(y). Przechodzac do granicy (wolno,
bo f jest ciagla w kazdym punkcie, w szczegélnosci w tx + (1 — t)y ) otrzymujemy
flz+(1—1t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y), a to konczy dowdd wypuktosci funkeji f.
Nalezy jeszcze wykazaé, ze w przypadku ostrych nieréwnosci funkcja f jest Scisle
wypukta. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieja takie liczby x,y € P oraz t € (0,1),
zex <y i fltx+ (1 —t)y) =tf(z)+ (1 —1¢)f(y). Zalézmy, ze 0 < s <t < 1. Wtedy®
tf(z) + (1= t)f(y) = fltz+ 1= t)y) = f(=o + = (sz+ (1 -s)y) <
SEEf(r)+ = f(sz+ (1—s)y) < 22 f(0) + =2 (sf(x+ (1= 5)f(y) =
= tf(x)+ (1 =) f(y).
Wobec tego, ze ten ciag nieréwnosci zaczyna si¢ i konczy tym samym wyrazeniem,
wszystkie nieréwnosci sa réwnosciami, w tym f(sx + (1 — s)y) = sf(z) + (1 —s)f(x),
a to przeczy zalozeniu, bo oczywiscie s moze by¢ liczba postaci 2% |
Ostatni fragment tego dowodu moze wygladac nieco sztucznie, ale stanie sie jasniej-
szy po zapoznaniu sie z twierdzeniem charakteryzujacym funkcje wypukte. W tej chwili
wypada stwierdzié¢ jedynie, ze jesli trzy punkty lezace na wykresie funkcji wypuktej leza
na jednej prostej, to wykres tej funkcji zawiera najmniejszy odcinek domknietym, ktory
je zawiera, a ostatni fragment dowodu w istocie rzeczy to pokazuje. By to dobrze zro-

5 Mamy wiec <tz + (1 —t)y<sr+ (1—s)y<y.
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zumied trzeba pojaé, ze jesli 0 < s <t < 1, to punkt tx+ (1 —1t)y lezy blizej punktu x
niz punkt sz + (1 — s)y, nastepnie narysowa¢ sobie to wszystko biorac pod uwage to,
ze zaden punkt wykresu funkcji wypuktej nie moze sie znalez¢ nad odcinkiem taczacym
dwa punkty tego wykresu.

Bez zalozenia cigglodci powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe, ale przyklady
o tym $wiadczace sg bardzo nienaturalne — wymagaja uzycia pewnika wyboru, o kto-
rym co$ zapewne studenci styszeli lub ustysza na wstepie do matematyki.

Przyklad 7.28 Funkcja wyktadnicza o podstawie dodatniej i r6znej od 1 jest Scisle
wypukta. Wykazemy, ze ma miejsce nieréwnosé a®+¥)/2 < %(a‘” +a¥), przy czym
staje sie ona réwnoscia jedynie wtedy, gdy x = y, bowiem

a® + a¥ — 2aH/2 = (g7 — ay/z)?
Stad teza wynika natychmiast. m

Przyklad 7.29 Funkcja In jest Scisle wklesta. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze
In (%¥) > 1 (Inz + Iny) oraz ze réwnos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy z =y.
Nierownos¢ ta jest rownowazna nastepujacej:

(elnz 4 61ny> /2 _ I2ﬂ > 6(1nz+lny)/2’

ktora wynika natychmiast ze Scistej wypuktosci funkcji wyktadniczej o podstawie e. m

Przyktad 7.30 Funkcja sinus jest $cisle wypukta na przedziale [—, 0] i $cisle wklesta
na przedziale [0,7]. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze

jedli —m <z <y <0, to sin ZF¥ < 1 (sinz + siny)
oraz ze
jesli 0 <z <y <7, to sin "Hy > = (Sinx+siny).
Poniewaz sin(—z) = —sinz, wiec wystarczy wykazac jedng z tych nieréwnodci. Za-

+y

tozmy, ze 0 < x < y < 7. Mamy (smx—{—smy) = sin ¥ z+y cos 5¥ < sin ¥ — ta

ostatnia nierownos¢ wynika z tego, ze —3 < E T < 0, wiec O < cos T <l. m

Przyktad 7.31 Funkcja tangens jest Scisle wypukta na przedziale ( — %,O] i cisle

wklesta na przedziale [O, 2) Podobnie jak w przypadku funkcji sinus wystarczy zajac
si¢ jednym z tych dwoch przedziatow. Zatézmy , ze 0 < v < y < 7. Wykorzystamy

zmany wzor: tga —tg 5 = % Mamy

s(tgr +tgy) —tg 5 = 3 ((tgy — tg *3¥) — (tg *3* — tgx)) =
1 sin Y57 sin 5% _ sin Y57 (cos z—cos y) 0
— 2 cosycoam - cosxcos%ﬂl " 2coszcosycos IH’

— ostatnia nieréwnos$¢ wynika z tego, ze funkcja kosinus maleje na przedziale [O ]

) 2] .
Przyktad 7.32 Niech f(z) = |z|. Wykazemy, ze [ jest funkcja wypukla, ale nie $cisle.
Tym razem skorzystamy bezposrednio z definicji. Jedli x,y sa liczbami rzeczywistymi
i0<t<1,tootrzymujemy |tz + (1 —t)y| < t|z] + (1 — t)|y| — skorzystalidmy
z nieréwnosci trojkata, przy czym réwnosézachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zy > 0. m
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Przyktad 7.33 Niech f(z) = el*l. Wykazemy, ze funkcja ta jest $ciéle wypukta. Po-
niewaz jest ciggla, wiec mozna zajmowac sie jedynie przypadkiem t = % Zatézmy,
ze © # y. Mamy w tej sytuacji el*™¥l/2 L ell=Hh/2 L (el#l 4 elvl) | prazy czym je-
sli pierwsza nierowno$¢ staje sie réwnoscia, to xzy > 0 i wobec tego, ze = # y, ma
miejsce nieréwnosé |z| # |y| i wobec tego druga nieréwnosé musi by¢ ostra (funkcja
wyktadnicza jest Scisle wypukta). Dowdd zostal zakoniczony. m

Przyktad 7.34 Funkcja ||+ |z —1|+|x—2|+|z—3| jest wypukta jako suma czterech
funkeji wypuktych. Nie jest ona $cigle wypukta, bo na przedziale [1,2] jest stala, zreszta
na kazdym z przedziatéw (—oo,0], [0,1], [1,2], [2,3], [3,+00) jest liniowa, wykres
tej funkcji sktada sie z trzech odcinkéw i dwu poétprostych. m

Przyktad 7.35 Niech f(x) = —\/m. Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja ta nie jest
wypukta na calej prostej:

PG (D 45 1) = £(0) > 1= L (F(=1) + 1(1)).
Jest ona wypukta na kazdej z pétprostych (—oo,0], [0,+00) — wynika to tatwo z tego,
ze — jak pokazaliSmy wezesniej — funkcja /  jest Scile wklesta. m

Przyktad 7.36 Wykazemy, ze je$li a > 1 lub a < 0, to funkcja x%, zmiennej x, jest
scisle wypukta na pétprostej (0,00). Jesli 0 < a < 1, to funkcja z® jest Scisle wklesta
na poétprostej [0, 00).

To rozumowanie pokazujemy tylko po to, by dowodzac pdzniej to samo stwier-
dzenie za pomocg rachunku rézniczkowego studentom byto tatwiej zrozumieé site me-
tod analizy matematycznej. Mozna tego nie czytac, wystarczy sprawdzié¢ jego dtugosé,
ewentualnie pomysle¢, czy przypadkiem nie mozna tego istotnie skrocic.

Wykazemy najpierw, ze dla dowolnych liczb dodatnich a # b i dowolnej liczby

naturalnej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(a";—b")l/n < (a"+1—2i-bn+1)1/(n+1) ‘

Dowod bedzie indukeyjny. Dla n = 1 mamy udowodni¢, ze “T“) < (a2—;rb2)1/ ? . Podno-

szac ja stronami do kwadratu i mnozac przez 4 otrzymujemy nieréwnosé¢ roOwnowazna.:
(a+b)* < 2(a®+ %), czyli 0 < (a —b)?, wiec prawdziwa.
arabn\1/n_ (qnt iy 1/ (nD)
7o) < (=)
naturalnej n. Zalozenie to jest rownowazne (podnosimy obie strony do potegi n(n+1))

an;bn)n—l—l < (a"“'l;rb’”'l)n’ tzn.

(an + bn)nJrl < 2(an+1 + anrl)n‘ (1)

Zal6ézmy, ze nieréwnosé ( zachodzi dla pewnej liczby

temu, ze (

Wykazemy, ze (—“nﬂ;rbnﬂ)l/(nﬂ) < (—“nﬂgbnw)l/(nﬁ) czyli, ze
(an-i-l + bn+l)”+2 < 2(an+2 + bn+2)”+1' (i)
Dla dowodu wystarczy udowodnic, ze
n+1+bn+1 n+2 n+2+bn+2 n+1
(a (an_i_bn)n#)»l ((Zan+l +bn+)1)n . (111)

Wtedy nier6wnosé (ii) otrzymamy jako iloczyn nieréwnosci (i) — zatozenie indukcyjne
i nieréwnosdci (iii). Ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci

101



AM 1, czesé 7 Wrtasnosci funkeji ciaghtych, funkcje wypukte Michat Krych

(an—i—l + bn+1>2n+2 < (an + bn)n+1(an+2 + bn+2)n+17
a ta nieréwnosci
(an—i—l + bn—l—l)? < (an + bn)(an—l—Q + bn+2)’

czyli 2a" T < @b 4 "2 . Ostatnig nieréwno$é otrzymujemy mnozac oczywi-
stg nier6wnoéé 2ab < a® + b? przez a"b". Zakonczylismy dowdd nieréwnodci

n_pn 1/n n+l g pntl 1/(n+1)

(=) " < (=)

7 niej wynika, ze jesli 1 < n < m sg liczbami naturalnymi, to

(=) 7 < (=) (*)

x__,_y)l/n < (xm/n+ym/n)1/m

Podstawiajac a = /" i b = y*/" w (*) otrzymujemy (% .

Y

(%)m/n < w, a to oznacza, ze funkcja ™™ jest écile wypukta. Pod-

()i < ()

czyli
stawiajac a = ¥/z i b= x/y w (*) otrzymujemy czyli
wn/m_,'_yn/m
2
Wiemy juz wiec, ze funkcja potegowa o dodatnim wyktadniku wymiernym jest $cis-

< (’”—;ry)n/m, a to oznacza, ze funkcja z™/™ jest $cigle wklesta.

le wklesta, gdy wyktadnik jest mniejszy niz 1 i Scisle wypukta, gdy wyktadnik jest
wigkszy od 1.
Jedli a > 1, to istnieje taki ciag liczb wymiernych (w,), ze a = lim w, i w, > 1

n—oo
dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Wynika stad, ze
(534)" = Jim (55)"" < Jim =0 = =500,
a to oznacza, ze funkcja z* jest wypukta.
Analogicznie dowodzimy wklestos¢ funkeji % dla a € (0,1).
Teraz zalézmy, ze a < 0 oraz 0 < z <y . Wtedy
(x__gy)a _ ea.ln[(:z:—i—y)/2] < 6[a(lnx)—l—a(lny)]/Q < %[ealn:p + ealny] _ %[xa + ya]

— pierwsza nieréwno$¢ wynika z tego, ze funkcja alnx jest Scisle wypukta, bo a < 0
i z tego, ze funkcja wyktadnicza o podstawie e jest $cisle rosnaca, druga nierownosé
— 7 tego, ze funkcja wyktadnicza o podstawie e jest $cidle rosngca.

Jak wida¢ ostatni rozwazany przypadek byt bardzo tatwy, skorzystaliSmy po prostu
z tego, ze ztozenie dwu funkcji $cisle wypuktych jest Scisle wypukte, jedli zewnetrzna
funkcja jest $cisle monotoniczna. m

Przyktad 7.37 Cena biletu kolejowego w ustalonej klasie jest funkcjg wklesta od-
legtosci na jaka jest wystawiany.® Uzasadnimy to tak: przyrost ceny biletu spowo-
dowany wydtuzeniem sie trasy jaka zamierzamy przejecha¢ o ustalong wielkos$¢ jest
tym mniejszy im dtuzszy dystans zamierzamy przeby¢. Zapiszemy to za pomocag sym-
boli matematycznych. Niech p(z) oznacza cene biletu pozwalajacego na przejecha-
nie x kilometréw. Niech h oznacza dowolng liczbe dodatnig i niech z < y. Wtedy
p(z + h) —p(x) = ply + h) — p(y) . Wykazemy, ze ten warunek, w przypadku funkcji
ciggtej okreslonej na przedziale, jest rownowazny wklestosci funkeji. Zaktadamy oczy-

6 Zakladamy, ze bilet moze by¢ wystawiony na dowolng odlegtoéé, co w rzeczywistoéci nie jest
prawda. W rzeczywistosci funkcja ta nie jest wklesta, bo dziedzina nie jest przedzialem, lecz
sklada sie wytacznie z liczb catkowitych i w dodatku funkcja jest przedzialami stata: w wiekszo-
$ci przypadkow wydluzenie podrézy o 1 km nie zmienia ceny biletu. My rozpatrujemy pewna
idealizacje sytuacji rzeczywistej.
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wiscie, ze nieréwnos$¢ ma miejsce dla dowolnych liczb x,y, h przy zalozeniu, ze h > 0
iz<y.Nechr<siz=r, h=3(s—r), y=3(s+r).

Nier6wnosé p(xz + h) — p(z) = p(y + h) — p(y) przepisa¢ mozemy w nastepujacej
postaci: p(5(s +7)) —p(r) = p(s) = p(5(s + 7)), czyli p(5(s +7)) = 5(p(r) +p(s)),
co pocigga za sobg wklestosé funkcji cigglej p.

W dalszym ciggu zaktadamy, ze funkcja p jest Wkl(gsla Niech u < v < w beda
trzema punktami dziedziny funkcji p. Mamy v =

WUy U — ] zatem p(v) = 2=2p(u) +

w—

“p(w). TQ ostatniad nieréwnos$¢ mozemy

przepisaé na trzy rézne sposoby:
p(v)— p(u) > pwl— p(U) : p(u)— p(v) > pwl— p(v) i pW=p(w) > pl ) p(w)

(ﬂc+h)—p(w) > plyth)— p(y)
z+h—2x = y+h—y

plzth)=p(z) ~ plz+h)—p(y)
+h—2 = z+h—y

Stosujac te nieréwnosci wnioskujemy, ze — jesli np.

xr <y < x4+ h, to stosujemy najpierw nierownos¢ trzecia:

p(z+h)—p(y) > p(y+h)—p(y)
z+h—y y+h—y

Koncowka ostatniego przyktadu wymaga wyjasnienia. UdowodniliSmy tam, ze w przy-

a potem — druga: . Dowdd zostat zakonczony. m

padku funkcji wklestej p i trzech punktow jej dziedziny u < v < w zachodza nierow-

nosci:
p(v)—p(u) > p(w)—p(u) p(u)— p(v) > p(w)— P(v) i p(u)—p(w) > p(v) p( ) _

Kazda z nich moze by¢ potraktowana jako formalna interpretaqa stwierdzenia: iloraz

M jest funkcjg nierosngcg, w pierwszym przypadku zmiennej v, w drugim zmien-

p(u) p(w

nej u, w trzecim chodzi o wyrazenie jako funkcje zmiennej u. Kazde z tych

trzech stwierdzen jest rownowazne Wkl@SlOSCl funkcji p. Wyrazenie ’% nazywane

jest ilorazem réznicowym funkcji p. Pokazuje ono jaka byta wzgledna zmiana wartosci
funkcji p. Stwierdzenie, ze funkcja jest wklesta oznacza wiec, ze ro$nie ona coraz wol-
niej. Analogicznie funkcja wypukta rosnie coraz szybciej. Rezultaty te sa wazne, wiec
zapiszmy je raz jeszcze w formie twierdzenia tym razem sformutowanego w przypadku
funkcji wypukte;j.

Twierdzenie 7.38 (charakteryzujace funkcje wypuktle)
Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze wypuktym P. Nastepujace warunki sg
roOwnowazne:

(i) funkcja f jest wypukla;

ii) jesli x < y < z sa punktami zbioru P, to

fW-fx) - f()-f(2).
%_$ <

Z— ’

f(@)—1(y) < fE)-fW) .

(
(iii) jesli = < y < z sa punktami zbioru P, to
(

T—y z—y ’
iv) jesli < y < z sa punktami zbioru P, to f(xgi:i(z) < f(y;:f(z) . m

W przypadku funkeji $cisle wypuktych nieréwnosci wystepujace w warunkach (ii) —
(iv) sa ostre.

Twierdzenie to bedziemy stosowaé¢ pozniej badajac wypuktos¢é funkcji za pomocy
pochodnych. Zakonczymy rozwazania o funkcjach wypuktych nieréwnoscig Jensena. Ma
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ona wazne zastosowania. Jest to dobre narzedzie do uzyskiwania réznych oszacowan.
Ma wazne zastosowania w rachunku prawdopodobienstwa. Rozpoczniemy od $rednich
wazonych.

Definicja 7.39 (Sredniej wazonej)
Srednig wazong liczb 1, @2, 3,. .., Tn z wagami pi, ps, Ps,..., pn Nazywamy liczbe
D1T1 + P22 + P33 + -+ Py
pod warunkiem, ze 0 < py, 0<p2, 0<ps, ..., 0<p, i pr+po+ps+---+p,=1. 1
W przypadku, gdy wagi sa rowne, wiec réwne % , Srednia wazona zwana jest srednig
arytmetyczng, a czasem po prostu $rednig. Jesli np. policzono srednie ptace dla roz-
nych grup ludnosci i mamy policzy¢ srednig ptace w kraju, to ze wzgledu na to, ze np.
ministréw jest istotnie mniej niz pielegniarek (przynajmniej w chwili pisania tego tek-
stu), to ich placa zostanie uwzgledniona z mniejsza waga niz pltaca pielegniarek. W obu
przypadkach waga bedzie iloraz liczby cztonkéw danej grupy przez liczbe wszystkich
zatrudnionych w kraju. Inny przyktad sytuacji, w ktorej pojawia sie srednia wazona,
to proba przewidywania swej wygranej przez uczestnika gra hazardowej. Wie on, ze za
uzyskanie wyniku j otrzymuje on kwote z; (ta liczba moze by¢ ujemna, wtedy ha-
zardzista placi, bo przegrywa). Jesli wynik j uzyskiwany jest z prawdopodobienstwem
pj , to nalezy spodziewac si¢ wygranej w wysokoSci p121 +poxo +psxs+. .. +ppxy, , tzn.
grajac wielokrotnie srednio uzyskiwaé¢ bedziemy kwote pixq + poxs + p3rs+ ...+ puly, .
Przyktady mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego robic.

Twierdzenie 7.40 (Nieréwnosé Jensena)
Jesli funkcja f jest wypukta, to dla dowolnych jej argumentow zq, ,xo, z3,...,2,
i dowolnych wag pi, pa, ..., pn zachodzi nieréwnosé:

f(p1&1 + pazo + psxs + - + ppxn) < PLf(21) + pof(22) + paf(23) + - + puf(an).
Nieréwnos¢ ta w przypadku funkeji Scisle wypuktej, dodatnich wag py, po, ..., p, i przy-
najmniej dwoch réoznych argumentéw sposréod zy, xo, ..., x, jest ostra.

Dowd6d Dla n =1 musi by¢ p; = 1 i nieréwno$é staje sie oczywistg rownoscig.
Dla n = 2 mamy p; = 1 — p; i nieréwnos¢ jest ta nieréwnoscia, ktéra wystepuje
w definicji funkcji wypuktej. Zatézmy, ze dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla
wszystkich mozliwych wyboréw n argumentéw funkeji f i n wag. Niech liczby xq, o,

.., Tp,Tpy1 beda dowolnymi argumentami funkcji f, a pi,pa, ..., Pn, Prnr1 dowolnym
uktadem n + 1 wag, tj. liczb nieujemnych, ktorych suma réowna jest 1. Jesli ktorakol-
wiek z wag jest rowna 0, to nieréwnos¢ z n + 1 argumentami i n + 1 wagami jest
prawdziwa na mocy uczynionego zatozenia (argument odpowiadajacy zerowej wadze

jest nieistotny), bo w nieréwnosci faktycznie nie wystepuje. Zatézmy teraz, ze wszyst-

— PnTntPnt1Tnl
Pn +pn+1

kie wagi p1,p2, ..., Pn, Pni1 sa dodatnie. Niech p/ = p, + ppi1 1 2,

=Py, + oy 1. Zachodzi réwnosé
p’n, pn
P1%1 + Doy + -+ Puly + Ppi1Tpt1 = D121 + PaZo + -+ Dpo1Tp_1 + DXL, .
7 zatozenia, ktore uczynilismy wynika, ze
f(p1x1 + pazo+ -+ + Pp1@n +D2)) <
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j28
=pif(z1) +paf(@2) + -+ paci f(@n1) + puf (@) + P f(Tn41)
— druga z tych nieréwnosci jest bezposrednim wnioskiem z wypuktosci funkcji f.

<prf (@) + pof (02) + -+ Puor f (1) + 9 (B F () + 222 fl@nin) ) =

Zakonczylismy indukcyjny dowdd nieréwnosci Jensena. m
Pokazemy teraz jej najprostsze zastosowania. Rozpoczniemy od klasycznej nieréw-
nosci miedzy Srednimi.

Twierdzenie 7.41 (Nieréwno$é Cauchy’ego miedzy klasycznymi $rednimi)
Dla dowolnych liczb dodatnich aq,as, ..., a, zachodzi:
Nierownos¢ ta staje sie rownosciag wtedy i tylko wtedy, gdy a; =as =--- = a, .
Dowdéd. Zastosujemy nieréwnosé Jensena do funkcji wypuktej —In, ktorej wypuk-
tos¢ wykazaliSmy wezesniej. Mamy
_1nw — _In (%a1+%a2+...+%an) <

< Y(=In)(a1) + L(=In)(as) + -+ + (= In)(a,) = =% (Ina; + Inas + - + Ina,).
Stad In@tetetan > L(lng 4 Inay + -+ +1Ina,) i wobec tego

a;+ag+---+a 1
- no_ln ((a1+a2+ +an)/n) > e(lna1+1na2+ +nan)/n _ » U10s . G .

Réwnosé w tych nierownosciach ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby
ai, as, . ..,a, sgrowne, bowiem funkcja —In jest Scisle wypukta.Dowodd zostat zakon-
czony. B

7 kilku dowoddéw nieréwnosci o Sredniej arytmetycznej i geometrycznej znanych
autorowi podany wyzej jest najkrotszy.

Twierdzenie 7.42 Nier6éwnos¢ Holdera
Dla dowolnych liczb nieujemnych ay,as,...,a,, by, bs, ..., b, i dowolnych liczb dodat-
nich p,q takich, ze % + % = 1 zachodzi nierownos¢:

arby 4 asby + - 4 anby < (af + a4+ -+ a?) P (BT 4 b+ - 4 b1)1

Dowéd. 7 réwnosci %+% = 1 wynika, ze p > 1, ¢ > 1 oraz % = 1—% = ;%1'
Poniewaz p > 1, wiec funkcja P jest $cisle wypukta, jak to wykazaliémy wczesniej.
Mozemy wiec zastosowaé nierownosc Jensena do tej funkcji. Bez straty ogolnosci mozna

zatozy¢, ze wszystkie liczby by, by ,. .., b, sa dodatnie, gdyby dla pewnego j byto b; =0

wykazalibySmy nieréwnos¢ dla n—1 liczb a1, ..., aj—1, ajy1, ..., an, b1, ..., bj_1,
bjt1, ..., by, a wiec z ta samg lewa strong a prawa by¢ moze mniejszg (gdy a; > 0)
pp/ (P=1)

niz docelowa. Przyjmijmy p; = Mamy wtedy

J
D pp/ (p=1) *
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n P n p
5 1p/(p-1)
(o] (gt
j=1 _ | i= Y .pr/(p—n <

n p/a
X bf/(p_l) i=1
P I >

p/(p—l)
b /P 1) ] n

b, =

i=1
a ta nieréwnosé¢ jest rownowazna dowodzonej. Dla p = g = 2 otrzymujemy nieréw-

j=1
<

no$¢ Schwarza, tzn. stwierdzenie, ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw (aq,as, ..., ay)
i (b1,ba,...,by,) jest nie wiekszy niz iloczyn ich dtugosci. m

Przyklad 7.43 Wykazemy, ze sposrod 5-katéow wpisanych w okrag o promieniu 1
najwiekszy obwod ma pieciokat foremny.
Niech 2aq, 209, 2a3, 2ay4, 2a5 beda katami srodkowymi opartymi na bokach pie-
ciokata.”. Wtedy jego bokami sg liczby 2sina;, 2sinay, 2sinasz, 2sinay, 2sinas
— wynika to z definicji funkcji sinus, wobec tego potowa obwodu pieciokata réwna jest
sin o + sinap + sin ag + sinay + sin as. Oczywiscie spetnione sa kolejne nierownosci
O<ay<m,0<a<m, 0<az<m, 0<ay<m, 0<as<mx.Na przedziale [0, 7]
sinus jest funkcjg Scisle wklesta, wiec mozemy zastosowaé nieréwnosé Jensena:
sin aip + sin o + sin a3 + sinay + sinay =
=5 ( sin oy + —smag + —smag + —sma4 + —51na5) <

< Bsin (faq + fan + tas + tay + Las) = bsin ateatastastos — fgip T

Wielkos¢ 5sin £ to polowa obwodu pieciokata foremnego wpisanego w okrag, wiec

5
twierdzenie jest udowodnione. Wypada doda¢, ze poniewaz funkcja sinus na przedziale

[0, 7] jest Scisle wklesta, wiec pieciokaty nieforemne maja obwody mniejsze niz piecio-
kat foremny wpisany w ten sam okrag. W ten sam sposéb mozna wykazaé, ze dtugosé
n—kata wpisanego w okrag jest nie wigksza niz dhlgoéé n—kata foremnego Wpisanego

w ten sam okrag, a stad i z rownosci lim 2nsin 7 = 27 oraz nier6wnosci sin - < %
n—oo

wynika, ze kresem gérnym tamanych wpisanych w okrag o promieniu 1 jest liczba 2.
Ona jest wiec dhugoscia tego okregu. m

Zadanie 7.1 Wykazaé, ze sposrod pieciokatéw opisanych na okregu o promieniu 1
najmniejszy obwdd ma pieciokat foremny.

Zadanie 7.2 Wyjasni¢, czy istnieje taka funkcja f: R — R, ze dla kazdego p € R
zachodzi réwnos$¢ lim f(z) = oo

T—p
Zadanie 7.3 Niech ¢y, co, ... beda kolejnymi cyframi rozwiniecia tréjkowego liczby
x € C, gdzie C' oznacza zbiér Cantora, przy czym w ciagu (¢,) nie wystepuje cyfra 1.

7 Wierzchotek kata jest $rodkiem okregu, ramiona przechodza przez konice boku.
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Niech f(x) bedzie liczba, ktérej kolejnymi cyframi w ukltadzie tréjkowym sa: 2 — ¢,
2—co,.... Wykazaé, ze funkcja f jest dobrze zdefiniowana na catym zbiorze Cantora.
Czy f jest ciagta? Czy f jest monotoniczna?

Zadanie 7.4 Dane sg takie kota Ky, Ky, K3, ..., ze dla kazdej liczby naturalnej n
kota Ky, K,,. .., K, mozna utozy¢ w kwadracie () tak, by nie mialty wspoélnych
punktéw wewnetrznych. Dowie$é, ze w kwadracie () mozna utozy¢ wszystkie kota K7,
Ky, Kj, ... tak, by nie miaty wspolnych punktéow wewnetrznych.

Zadanie 7.5 Dowies¢, ze jesli zbior A C nie jest zwarty, to istnieje
a funkcja ciggla f: A — R, ktéra nie jest ograniczona z gory;
b funkcja ciggta f: A — R, ktéra nie jest ograniczona ani z géry ani z dotu;

c funkcja ciggta f: A — R, ktéra nie jest jednostajnie ciggta.

Zadanie 7.6 Wykazaé, ze jesli a,b € R i funkcja f: (a,b) — R jest jednostajnie
ciggla, to istnieje taka funkcja ciagla f: [a,b] — R, ze dla kazdego = € (a,b) zachodzi
réwnosé f(x) = f (x), tzn. funkcje jednostajnie ciagla na przedziale otwartym mozemy
przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na przedziale domknietym o tych samych koncach.

Zadanie 7.7 Dowiesc, ze dla kazdego wielokata wypuktego istnieje prosta, ktora dzieli
jednoczesnie obwodd i pole tego wielokata na potowy.

Zadanie 7.8 Niech f: R — R bedzie funkcja ciggla i niech f" = fo fofo---of.

n razy f

Wykazad, ze jesli istnieje taka liczba ¢ € (0,1), ze |f"(x)— f"(y)| < c|Jr—y|, to istnieje
doktadnie jedna liczba rzeczywista p taka, ze f(p) =p.

Zadanie 7.9 Wyjasénié, czy istnieje jednostajnie ciagta funkcja f: [0,00) — R, ktéra
przeksztalca pélprosta [0, 00) na cala prosta. Czy taka funkcja f: [0,00) — R moze
by¢ réznowartosciowa?

Zadanie 7.10 Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b, ¢, z ktorych przynaj-
mniej dwie sg roézne, zachodzi nieréwnosé
<a2a—:_bl)2:6c2 )a+b+c > aabbcc > (a-&-é)—i—c)a—&—b—l—c_

Zadanie 7.11 Wykazaé, ze (3x + 2y) -tg@ <3z-tgr+2y-tgy dla 0<z,y <3

oraz wyjasni¢, kiedy zachodzi réwnosc¢.

Zadanie 7.12 Wykaza¢, ze jedli a,b > 0, to (2—v/3)a>"V3 + (24 v/3)b2V3 > 4v/ab,
dla jakich a,b zachodzi réwnos¢?

Zadanie 7.13 Dowies¢, ze jesli prosta ma trzy rézne punkty wspoélne z wykresem
funkcji wypuktej f, to ma z nim wspdélny odcinek i f nie jest funkcja Scisle wypukia.
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Zadanie 7.14 Wykazaé, ze dla dowolnych parametréw a, b € R réwnanie tgx = ax+b
ma co najwyzej trzy rézne rozwigzania w przedziale ( -5 g) .

Zadanie 7.15 Wykazac, ze jesli funkcja Scisle wypukta jest ciggta i nie jest mono-
toniczna, to ma warto$¢ najmniejsza i ta najmniejsza wartos¢ jest przyjmowana w
doktadnie jednym punkcie, przy czym jest to punkt wewnetrzny dziedziny funkcji.

Zadanie 7.16 Wykaza¢, ze jesli funkcje f i g sa wypukte, funkcja ¢ jest niemalejaca,
to funkcja go f jest wypukla, jesli natomiast ¢ jest nierosnaca, to ztozenie go f moze
by¢ funkcja wklesta, wypukta lub nawet mie¢ punkty przegiecia.

Zadanie 7.17 Wykaza¢, ze jesli funkcja f jest wypukla na kazdym z przedziatéw

[a,b] 1 [b, c] oraz rézniczkowalna w punkcie b, to jest wypukta na [a, ¢]. Podaé przyktad
sSwiadczacy o tym, ze bez zatozenia rézniczkowalnosci teza nie jest prawdziwa.
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