Analiza 1, czes¢ 5— szeregi o wyrazach dowolnych, dwumian Newtona
Tekst poprawiony 8 lipca 2025

Szeregi o wyrazach dowolnych znakéw, dwumian Newtona

Twierdzenie 5.1 kryterium Abela — Dirichleta
Niech (a,) bedzie nierosnacym ciagiem liczb dodatnich.

D. Jesli lim a, = 0 i ciag sum czeSciowych szeregu Y b, jest ograniczony, to szereg
n—oo

> anby, jest zbiezny.

A. Jedli szereg > b, jest zbiezny, to szereg Y a,b, tez jest zbiezny.
W obu przypadkach zaktadamy, ze b, € C dla n=0,1,2,....
Dowéd. Niech s, = bg+ by + by + ...+ b, . Zachodzi réwnosé
p1bni1 + apiobpio + .o+ Gppkbpir =

= (Sn+1 = Sn)nt1 + (Sny2 = Sni1)@ny2 + o+ (Snpk — Snih—1)Anik =
=(Sn41 = 8n)(Ant1 — @nya) + (Snr2 = 8n)(Ang2 — Gnys) + ... +

+ (Sntk-1 = 80)(@nsk—1 = Anik) + Angk(Sntk — Sn) -

Jesli |s;] < M dla kazdej liczby j € N i jliraloaj =0, to

|an410n4+1 + Angabpgo + .o+ Gpyibpyr| < QM(‘anJrl — Any2| + |Gngo — Gnys| + ...+

+ |angr—1 — an+k|) +2Mayn4, = 2May, —>—>0’

zatem spetniony jest warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregu > a,b,, , co koniczy dowdd
twierdzenia w przypadku Abela.
Jesli szereg > b, jest zbiezny a e jest liczba dodatnia, to dla dostatecznie duzych
liczb naturalnych n nieréwnosé |s,i; — s,| < € zachodzi dla j = 1,2,... (warunek
Cauchy’ego). Wobec tego
|ant1bn1 + Gnpobnyo + . A Gpgrbngr| <

< 5(|an+1 — Apyo| + |Gpto — apys| + ..o+ |apir—1 — an+k|) + EUpyg = EApyt -
Wynika stad, ze szereg Y a,b, spelia warunek Cauchy’ego, jest wiec zbiezny. m

Uwaga 5.2 Kryterium Dirichleta to rozszerzenie poznanego juz wczesniej kryterium
Leibniza. By przekona¢ sie o tym wystarczy przyja¢ b, = (—1)". =

Przyktad 5.3 Dla kazdej liczby z # —1 takiej, ze |z| = 1 szereg Z# jest
zbiezny. Wynika to z kryterium Dirichleta, bowiem ciag (z — 2% + ... 4+ (=1)""'z"),

czyli ciag (%) jest ograniczony przez |12

[1+2]
do 0.

Doda¢ wypada, ze jesli |z| < 1, toszereg > % jest zbiezny bezwzglednie, wynika

a ciag (%) jest malejacy i zbiezny

. . , —1)n—1yn . .. , .
to natychmiast z kryterium poréwnawczego: |()—Z‘ < |z|™ i zbieznoSci szeregu
n
geometrycznego o ilorazie mniejszym niz 1. m

Definicja 5.4 (symbolu Newtona)
Dla kazdej liczby zespolonej a przyjmujemy (8) =1i (Z) = W dla kazdej

liczby naturalnej n > 0. m
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Stwierdzenie 5.5
Dla kazdej liczby zespolonej a i kazdej liczby naturalnej n > 0 zachodza réwnosci
a a\ _ (a+1\ : [a+1\ __ a+1 a
(n—1)+(n)_(n) 1 (n)_T(n—l) u
Dowdd tego stwierdzenia to banalne sprawdzenie z definicji (dla osob, ktére potrafia
dodawaé utamki), wiec pomijamy ten rachunek.

Przyktad 5.6 Szereg Z(Z)z" jest zbiezny bezwzglednie dla kazdej liczby a € C,
n=0
(nfa) !

(n)="

fla) =3, (Z) 2", z jest teraz ustalong liczbg zespolong, ktorej wartos¢ bezwzgledna

jesli |z|] < 1. Zachodzi bowiem wzor - z| —— 2| < 1. Niech
n—oo

— }a—n
n+1

jest mniejsza niz 1. Z twierdzenia Cauchy’ego o mnozeniu szeregéw wynika, ze praw-
dziwy jest wzor
0o a\ _n oo b\ _n 00 n a b n
f(a)f(b) = ano (n)Z ’ ano (n)z - ZTL:O (ijo (]) (nfj)> =
=Xl ()" = fla+b),
. n a b _ (a+b
bowiem ijo (j> (n—j) = ( n )

Wykazemy, ze ta rownosé¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb zespolonych a,b.
Gdy a i b sa liczbami naturalnymi wiekszymi od n, to poniewaz dla kazdej liczby
rzeczywistej = zachodzi réwnosé (14 )%+ (1+ x)° = (1 + 2)*™® (dla zespolonych tez,
ale z tego nie skorzystamy), zatem wspo6tczynniki po obu stronach przy z™ otrzymane
po podniesieniu do poteg i wymnozeniu sa rowne.

Obie strony réwnosei 7 (j) (nij) = (“:b) mozna potraktowaé jako wielomiany
zmiennej a, stopnia < n, ich wartosci pokrywaja si¢ w nieskoniczenie wielu punktach,
zatem te wielomiany sg réwne. Wobec tego Z?:o (‘;) (nf]) = (“:b) dowolnej liczby
a € C,oile b jest liczba naturalng > n. Teraz traktujemy obie stron jako wielomiany
zmiennej b, liczbe austalamy. Znéw obie strony sa wielomianami stopnia < n, ktérych
wartosci pokrywaja sie w nieskorniczenie wielu punktach (b > n, naturalne) i wobec tego
pokrywaja si¢ zawsze.

Teraz przedstawimy dowod indukceyjny tej réwnosci, by uniknaé korzystania z twier-
dzenia o jednoznaczno$ci wspotezynnikéw funkeji wielomianowej, ktorego jeszcze nie
wykazalismy. Mamy (agb) =1=1-1= (8) . (g) Zatézmy, ze twierdzenie zachodzi
dla kazdej liczby naturalnej & < n dla dowolnych liczb zespolonych a,b. Wykazemy

rOWnosé (“+b) = (8)( b ) + (‘11)( b ) ot ( ¢ )(11’) + (“) (8) . Skorzystamy w dowodzie

n+1 n+1 n—1 n—1 n
z tatwej do udowodnienia réwnosci (j + 1)(jfr1) = c(cgl), ktéra zachodzi dla kazdej

liczby naturalnej j i kazdej liczby zespolonej ¢. Mamy wigc

(n+1)(°7) = (a+b)(7F0Y) = a(*F07Y) 4 p(ert) —Lloeme,

" " indukcyjne
- GZ (a}l) (ni]) + bZ (j) (Z:E) - ZU +1) (jil) (nﬁj) + Z(n —Jj+1) (j) (nf_l;+1) -
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=IO ) Y = DO =
(n+1 n+1 +Z n+1 n+li j)+<n+1)(g)(ni1) <n+1)2( )(n+2 ])

Dowdd zostal zakonczony. m

Przyktad 5.7 Obliczymy granice lim fla)-1

flan)—1

an

Oznacza to, ze wykazemy, ze jesli hm a, =01 V,a, # 0, toistnieje granica lim
n—oo

i ta granica nie zalezy od Wyboru ciagi (ay). Jesli a # 0, to

-1 :Z+Z(a71)(a722i..(afn+l n _Z+Z (1—a)(2— a) (n—1— a)(_l)n_lzn.
=2

Na tzw. ,chtopski rozum” powinna wiec zachodz1c rownosé

ligg M4 = 3 S = 1) !
n=1

Udowodnimy te hipotetycznag (na razie) réwnosé. Jesli |a| <11in > 1, to

‘(1—‘1)(2—‘173!---("—1—‘1)(_1)n712n < Ut @la)oltlal i ¢ 28eom ) |y,
o o0
1—a)(2—a)...(n—1— _ k+1
zatem Z (1—a)( ayzl (n a)(_l)n Ln| Z || = Ilz\_|zl
n=k+1 n=k+1

Stad wynika, ze jezeli € > 0, to istnieje takie k > 1, ze zachodzi nier6wnosé (przy-
pominamy: z nie zmienia si¢ i |z] < 1):

o0
1—a)(2—a)...(n—1—a n—1.n n S|E+1
$° [t o] ¢ 30 2 5 <
n=k+1 n=k+1
Stad i z tego, ze lim(l_a)@_azi“(”_l_a) =1 dlan =23,....k, wynikaja kolejne

a—0
nieréwnosci

‘z X 2(1_@(2_@2;..@_1_@) (1) 1am — Z(_ly;—lzn -
n=2 n=1

k
1—a)(2—a)...(n—1—a n—1.n
< T ) (el 1) (1t
n=2

jesli tylko liczba 6 > 0 jest dostatecznie mata i |a| < §. Oznacza to, ze

y{%% — Zw = L(Z)
n=1

7, twierdzenia o jednoznacznosci zespolonej funkcji wyktadniczej wynika, ze réwnosé
f(a) = e*®) ma miejsce dla kazdej liczby zespolonej a. Podstawiajac a = 1 otrzy-
mujemy e“*) = f(1) =1+ 2z, zatem L(z) = In(1 + z). Jedli liczba z jest rzeczywista,

L Autor przypuszcza, ze w niektérych wsiach niektérzy chlopi (rolnicy) moga nie mie¢ pogladu
w tej kwestii, np. z braku zainteresowania nia. Zauwazmy jeszcze, ze limg_, oo (limy, 00 nLHC) =
=1 # 0 = limy, o0 (limg— 00 HLM) Pokazalismy, ze kolejnos¢ przechodzenia do granicy moze
wplywaé na warto$é¢ granicy, a wladnie z takim problemem mamy teraz do czynienia.
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to mamy do czynienia z logarytmem dobrze znanym, rzeczywistym. Jesli natomiast
liczba z rzeczywista nie jest, to jest to jedna z nieskonczenie wielu mozliwych wartosci
logarytmu zespolonego. OtrzymaliSmy wiec wzor

22 2,'3 e nln
n(l4z2)=2— =+ -2
n(l+z)=z-5+7 + ;

oraz

Z (a) S — f(a) _ eaL(z) _ ealn(1+z) — (1 + Z)a ]
n

n=0

7 tych réwnosci wynika miedzy innymi, ze jesli |z| < 1, to e™(1+2) =1 4 2. Doda¢
nalezy, ze rownoéé e*m(+2) = (1 4 2)% jest twierdzeniem w przypadku rzeczywistej
liczby 2z, jezeli liczba z nie jest rzeczywista, to nalezy te réwnos¢ potraktowaé jako
definicje potegi o podstawie 1 + z. Ogoélnie przyjmujemy, ze 2z = ewlnz gdzie Inz
oznacza dowolng liczbe zespolong, dla ktérej zachodzi wzér z = e Kwestlaml tymi
nie bedziemy sie zbyt doktadnie zajmowac¢, bo na ogdél uzywana jest potega o pod-
stawi e, inne bywaja uzywane, ale nieporéwnanie rzadziej.

Udowodnimy jeszcze, zwykle niedowodzone na I roku studiow,

oo
1)n—1
Twierdzenie 5.8 o wartosciach sumy szeregu g )—

n=1

Jedli |z| < 1, to zachodzi nieréwnosé

)

Dowéd. Zaltézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje taka liczba zg, ze |z9| < 1 oraz

Im (i _(_1)?;—14; )

n=1

22 23 24 us
Im (L(2))| = :‘Im<z—7+g—z+...)‘<5.

= 75 . Definiujemy:

9(s) = [Im(L(s2))| = |Im (520 — §(s20)* + $(s20)® — 3(s20)* +...)|.
Niech t = inf{T >0: g(r) > 5}. Udowodnimy, ze t jest najmniejsza liczba dodatnia,
dla ktérej g(t) = Z, co jest prawie oczywiste.?
Poniewaz ¢(1) = |Im(L(zO))| > 7,
Niech r = |zg| < 1. Oczywiscie r = |zp| > 0. Jesli |z1] < r i |2z] <7, to
|L(z1) — L(22)| = |21 — 22| - |1 — (21 + 22) + 5(27 + 2120 + 23) —
— fracdl4(23 4+ 2320+ 2122+ 25) +. .. | < |z — 2| (L+r+ 72+ 73 + . ) = ]z — 2.

wiec t < 1.

Wobec tego |g(71) — g(72)| < 1 |Z°| - |11 — 7| . Udowodnimy, ze g(t) = % . Jezeli g(t) > &
i0<t—7< ﬁ(g(t)—g),to
9(t) = g(7) < lg(t) — g(m)| < 725 -t = 7] < 25 - 55 (9(t) = 5) = 9(H) — 3,

9
zatem g(7) > 7, whrew temu, ze g(7) < § dla 7 < t. Wobec tego g(t) < 5. Podobnie

2 Dowéd tylko dlatego jest konieczny, ze nie pojawilo sie jeszcze twierdzenie Bolzano—Cauchy’ego
o przyjmowaniu wartoéci posrednich przez funkcje ciagta.
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z nieréwnosci g(t) < 5 i nieréwnosci 0 < 7 —1 < ‘ZO| (2 —g(t)) wynika, ze g(7) <

)3

co tez jest niemozliwe. Wobec tego [Im(L(tz))| = g(t) = 7.

Wynika stad, ze

1 4tz = ebt0) — e¥in/2 . Re(Li=0) — 4 Re(Litz0))

wiec Re(1+tzp) = 0, a to nieprawda, bo z nieréwnosci |tzo| < 1, wynika, ze Re(1 +
tzg) > 0. Dowdd zostal zakonczony. m

Zakonczymy opowies¢ o szeregach liczbowych twierdzeniem, ktore mowi, ze jesli
nawet iloczyn Cauchy’ego szeregéw zbieznych nie jest zbiezny, to i tak nalezy o nim
mysle¢ jako o ich iloczynie.

Twierdzenie 5.9 (Cesaro)

Niech > a, i > b, beda szeregami zbieznymi. Niech A, =ag+ a1+ ...+ a,,
B,=by+bi+...4+b,, ¢, =aob, + a1b,_1+ ...+ ayby, C, =co+c1+c+...cp
Zachodzi wtedy rownosé:

1 . . N
Jim g (Gt Ot Co) = Jim A fim B =3 3o

Dowéd. Mamy
Ch, = apbo + (apby + a1by) + (aoby + a1by + asby) + ... + (apby, + a1by—1 + . . . anby) =
=ao(bo+bi+...4by)+ar(bo+br+...+bp1)+ ...+ an_1(bo+ b1+ anyby) =
=qyB, +u1B,_1+ ... t+a,_1B1 + a, By
i wobec tego Co +C1 + ...+ C, =
= aoBy + (apB1 + a1 By) + (agB2 + a1 By + asBy) +
+...+(aBy+a1By 1+ ...+ a, 1B+ a,By) =
=By(ag+ai+as+...+a,)+Bi(ag+ a1 +as+ ...+ a,)+ ldots + Brag =
= ByA, + B1A,_1 + BA,, o+ ...+ B,A,.

Niech £>0. Niech A = » "a,, B = ) b, iniech M > 0 bedzie taka liczba,
= n=0

ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci |ag + a3 + ...+ a,| < M

|bo + b1 + ... + b,] < M. Niech n. bedzie taka liczb@ naturalng, ze dla n > n.

zachodzg nieréwnosci |A, — A| < ;57 1 |B, — B| < ;37 . Niech wreszcie m. > n. bedzie

8M Ne 2M na
B < £

liczba naturalng tak duza, ze nierownos¢ 1 <n, czyli %, zachodzi dla

n > m.. Wtedy dla dowolnych numeréw ¢,j zachodza nieréwnosci |A;B; — AB| <
|Ai| - |B;| + |A] - |B] < 2M?. Jedli za$ i@ > m. oraz j > m., to |A4;B; — AB| <
|A~—A| | Bj| +|A| - |B; = Bl < {57 - M + M - 57 = 5. Stad zad wynika, ze

(AB +A1Bp + . +An—1B1+AnBO)_AB‘<

(|AoBn — AB| 4 |A1B,-1 — AB| + ...+ |A,_1By — AB| + |A,By — AB|) <
(|AOB — AB|+|A1Bpo1 — AB|+ ...+ |An. 1 Bropny1 — AB|) +

|A,.Bp_n. — AB| + yAnEHBn_nE_1 — AB|+ ...+ |Ay_n.B,. — ABJ) +
|Ap—n.+1Bn.-1 — AB|+ ...+ |A,-1B1 — AB| + |A,By — AB|) <

TL

<%
gL

n+1 (

n+1 (
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Me 9 A2 ntl=2ne g me 9 N2 ~E | E | E _
< H2-M+ RS stag 2 M <i+5+5=¢.

Wykazaliémy wiec, ze jesli n jest dostatecznie duze (n > m. ), to

1
n+1

(Co+01++cn71+cn)—AB <eg,

a to oznacza, ze lim n+r1 (Co+C1+...4C,1+C,)=AB. m
n—o0
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