Analiza 1, czes¢ czwarta — funkcja wykladnicza, kosinus i sinus
wersja 14 lipca 2025

W dalszej czedci wyktadu wygodnie jest uzy¢ liczb zespolonych znanych juz stu-
dentom z wyktadu algebry liniowej. Przypomnie¢ wypada, ze liczbami zespolonymi
nazywamy uporzadkowane pary liczb rzeczywistych, ktére mozna w naturalny spo-
sob identyfikowa¢ z punktami ptaszczyzny. Bedziemy standardowo przyjmowac, ze
z=x+yi, 2, = T, + ynt zakltadajac, ze z,y, z,,y, € R.

Przypomnie¢ wypada, ze jesli z € C i z =z + iy, x,y € R, to piszemy Re(z) =
x oraz Im(z) = y. Piszemy tez |z| = /2?2 + y?. Warto$¢ bezwzgledna to tak jak
w przypadku liczb rzeczywistych odlegtos¢ punktu z od punktu 0. Liczby zespolone
mozna dodawa¢ i mnozy¢. Sa spelnione wszystkie pewniki z listy podanej dla liczb
rzeczywistych z wyjatkiem tych, w ktorych wystepuje nieréwno$é. W zbiorze liczb
zespolonych nieréwnosci zgodnej z dziataniami wprowadzi¢ nie mozna, bo gdyby to sie
udato, to wszystkie niezerowe kwadraty okazalyby sie dodatnie, wiec zaréwno —1 = 4>
jak i 1 = 12 bylyby liczbami dodatnimi, ale ich suma, réwna 0, dodatnia by nie byta.

Zachodzi natomiast nieréwnos$é trojkata: |21 + 2zo| < |21] + |22| dla dowolnych liczb
21,29 € C.

Jej druga wersja to ||zl|—|22|‘ < |z1—22|. Tréjkat, o ktérym mozna pomysleé (druga
wersja) ma wierzcholki z1,0, zp. Nieréwnos¢ |[z1| — [z2]| < |21 — 22| jest ostra chyba,
ze jeden z punktow zq, zo lezy miedzy drugim z nich i punktem 0. Nie dowodzimy
wszystkich tych stwierdzen, bo ich tatwe dowody pojawity sie z pewnoscia na zajeciach
z algebry liniowej (zreszta tatwiej dow6d samodzielnie wymysli¢ niz go znalez¢).

Przed podaniem nastepnych przyktadow i twierdzen zajmiemy sie przez chwile cig-
gami i szeregami liczb zespolonych.

Definicja 4.1 (granicy ciagu liczb zespolonych)
Liczba zespolona z jest granica ciagu liczb zespolonych (z,) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje liczba naturalna n. taka, ze jesli n > n., to
lzn — 2| <e.m

Jak wida¢ definicja granicy jest doktadnie taka sama jak w przypadku liczb rze-
czywistych. Jasne jest, ze nh_}n;() 2z, = z wtedy 1 tylko wtedy, gdy n11_>r1010 |zn, — 2| = 0.

Nie mozemy jednak méwié o ciggach monotonicznych, bo w zbiorze liczb zespolonych
nie da sie zdefiniowa¢ nieréwnosci zgodnej z dodawaniem i mnozeniem. Twierdzenia,
definicje itp., ktére nie sg zwiagzane z monotonicznoscia, mozna przeniesé¢ na ogét bez
zadnych zmian na przypadek zespolony.

Stwierdzenie 4.2
Ciag (z,) jest zbiezny do liczby z wtedy i tylko wtedy, gdy x = lim x,, i jednoczesnie
n—o0

y = lim y,.
n—oo

Dowéd. Zachodza nieréwnosci |z, — z| = /(2 — )2 + (yo — ¥)? = |x, — 2| oraz

lzn — 2] = V(@0 —2)2+ (Yo — y)? = |yn — y|.! Wobec tego z twierdzenia o trzech

1 Odlegto$é¢ miedzy rzutami na oé nie przekracza odlegtosci miedzy rzutowanymi punktami.

20



AM I, czesé 4 Funkcja wyktadnicza, kosinus i sinus Michat Krych

ciggach wynika, ze jesli lim z, = z, to lim z, = x i lim y, = y, co konczy dowdd
n—oo n—oo n—oo

stwierdzenia w jedna strone. Jezeli lim z, = x oraz lim y, = y, to zachodzi wzor
n—oo n—oo

L —3 —3 _ 1 B - _
0—7}1_{20\/(95” )24+ (Y — Y) nll_)IIC}O‘Zn z|, wiec 7}1_{2102” Z. |

Z nieréwnosci |z, — x| < |zn — 2], [yn —y| <l2n—2| 1 |20 — 2| < |20 — 2] + Y0 — Y|
wynika

Stwierdzenie 4.3
Ciag (z,) spemia warunek Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy oba ciagi (z,), (yn)
spetniaja warunek Cauchy’ego. m

Wobec tego, podobnie jak w przypadku rzeczywistym, prawdziwe jest bardzo wazne

Stwierdzenie 4.4
Ciag (z,) ma granice (skonczona) wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest warunek
Cauchy’ego. m

7 tego banalnie wygladajacego stwierdzenia wynika, ze twierdzenia o szeregach
bezwzglednie zbieznych sa prawdziwe réwniez w przypadku szeregoéw, ktorych wyrazy
sg zespolone.

Przyktad 4.5 Niech z oznacza dowolna liczbe zespolona. Udowodnimy teraz bez-
nk .
z
posrednio, ze szereg g —~ jest bezwzglednie zbiezny. Zastosujemy kryterium ilorazowe
n!
n=0

d’Alemberta do szeregu Y oo |2

n!

w przypadku z # 0, w przypadku z = 0 nasz szereg

ma wyrazy nieujemne: 14+04+0+0+4. .., wiec jest zbiezny bezwzglednie. Zachodzi wzor

(%D/(‘Z—TD = n‘i'l ——0 < 1, zatem szereg Z %

n—00
n=0

jest zbiezny dla kazdego

X _n
z

z # 0, co oznacza, ze szereg E — jest zbiezny bezwzglednie. Wykazemy, ze dla
n

n=0

N 2 (z+w)”
dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnosé g - g — = g —
n=0 n=0 n=0

Zastosujemy oczywiscie twierdzenie Cauchy’ego o mnozeniu szeregéw. Mamy
4 22 Z3 w UJ2 w3
<1+ﬁ+§+§+...> . <1+ﬂ—|—j+§—|—...> =
1

2 3 2

z w z z w ’lU2 z z
=1+(ﬁ+ﬂ)+<a+ﬁ'ﬁ+7>+(a+§'

dwumian Newtona

z | w? w3

14 zhe g G0l | ol g

Wypada stwierdzi¢, ze w licznych podrecznikach liczba e* jest definiowana jako
suma szeregu nieskonczonego Zfl—rf Postgpiliémy inaczej gtownie ze wzgledu na to,
n=0

. o . , ., e . x . z n . , _
ze ta definicja, ktorg podaliSmy wczesniej, e = nl1_>nolo (1 + n) , moze by¢ na tym po

ziomie zaawansowania latwiej powigzana z zastosowaniami i to w zrozumialty sposob.

o1



AM I, czesé 4 Funkcja wyktadnicza, kosinus i sinus Michat Krych

Nadmieni¢ wypada, ze po ostatnim przyktadzie niewiele juz zostalo do zrobienia, by

otrzyma¢ wszystkie wtasnosci funkcji wyktadniczej na drodze tu opisanej. Dobrym

i jednoczesnie prostym ¢wiczeniem byloby wykazanie nierownosci Z% > 142 dla
n=0
ujemnych liczb rzeczywistych z za pomoca operacji na szeregach.
Teraz zajmiemy si¢ funkcja wyktadnicza o podstawie e i zespolonym wyktadniku.

Lemat 4.6 (zespolony o granicach n-tych poteg ciagéw szybko zbieznych do 1)

Jesli lim n-2,=0,t0 lim (1+2,)" =1.
n—oo n—oo

Dowéd. Wykazemy, ze zachodzi nier6wnosé |(1 4 z)™ — 1| < (1+]z])"—1 korzystajac
z dwumianu Newtona i nieréwnosci trojkata. Zachodza wzory:
(42" =1 =14+ (z+ )2 +...+ ()" T +2" =1 <

S OGP+ (2R 2 = A+ )" - 1

Poniewaz zalozylismy, ze lim n-z, =0, wiec lim n-|z,| = 0 i wobec tego, ze zachodzi
n—oo n—oo

nieréwnosé |(1+ z,)" — 1] < (1 4 |z,])" —1, a to ostatnie wyrazenie ma granice 0 przy
n — 00, na mocy rzeczywistego lematu o potegach ciggdéw szybko zbieznych do 1,
wiec lemat zespolony wynika natychmiast z twierdzenia o trzech ciggach. m

Teraz czeka nas dowdd istnienia granicy nh_)rrolo (14 2)™. Musi on si¢ rézni¢ od do-

wodu w przypadku rzeczywistym, bo o zadnej monotonicznosci tym razem méwic nie
mozemy, gdyz to pojecie nie stosuje sie do liczb nierzeczywistych. Zamiast niego wy-
korzystamy twierdzenie Cauchy’ego, wg. ktérego ciag liczbowy spetniajacy warunek
Cauchy’ego ma granice skonczong.
Lemat 4.7 (o zbieznosci ciggu lim (14 2)")
n— oo

Ciag ((1+4 2)") spemia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny.
Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze jeSli n >m >k >0, to (7]:)# < (Z)ni,c .Wynika to
natychmiast z tego, ze
(M) = mimbelmokb) (g 1y 2) . (- kL)L L

k/)mk mkk! - m m T m k!>
wobec tego zastepujac w tym wzorze m przez n > m zwigkszamy mianowniki zacho-

wujac liczniki bez zmian, co oczywiscie powoduje wzrost mnozonych utamkéw. Mamy
zatem

(1+2)" = 0+ 2)" =L+ D2+ ) @+ (M) G+ ()" -
(I MEF G E) o+ ) @) HE))] <
<=1+ [0 = (e + (G = G =4+ [0 = (] " +
'W")JMW“+~+(”)%4“HVW:Q+M)—@+E>.
(

m+1 n—1/ nn— m
Poniewaz cigg ( 1+ ‘—Z')") jest zbiezny (liczba |z| jest rzeczywistal), wiec spelia on

warunek Cauchy’ego, wobec tego ciag ((1 + %)”) tez spetnia warunek Cauchy’ego
— bowiem odleglosci wyrazow tego ostatniego nie przekraczaja odlegtosci odpowiednich

wyrazow ciagu <(1 + %)”) . Udowodnili$émy lemat. m
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Definicja 4.8 (zespolonej funkcji wykladniczej o podstawie e)

e’ :=exp(z) := lim <1 + E>n .
n—o00 n
Twierdzenie 4.9 (o podstawowych wtasnosciach funkcji zespolonej exp)
cl. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi rownosé
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
c2. Dla dowolnego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi

. . . oexp(z,) —1
réwnosé lim ———
n—oo Zn

=1.

Dowdd. Wtasnosé ¢l wynika z lematu zespolonego o granicach n—tych poteg ciagdéw
szybko zbieznych do 1 w doktadnie taki sam sposéb jak w przypadku rzeczywistym.
Dla dowodu wlasnoéci c2 skorzystamy z wlasnosci rzeczywistej funkeji exp i wykazanej
w dowodzie lematu o zbieznosci ciggu ((1 + %)n) nieréwnoéci w przypadku n > m =1

zaktadajac, ze |z| < 1:
(1+2)" = (+2)| < (1+5) =+ <exp(lz)) - (1+120) <

212
< 1—1\z| - (1 + ‘ZD = 1‘—|\z|

|22
1—|z| °

Mamy wiec ‘ (14+2)"—(1+2)

< Przechodzac do granicy przy n — +o0o otrzy-

|22

1—[z|

mujemy w przypadku 0 < |z| < 1 nieréwnosé |exp(z) — (1 + 2)| < z ktorej

exp(z)—=(1+2) ||
z < 1—|z| ° u

exp(zz)fl N 1‘ _

wtlasnos$é¢ ¢2 wynika od razu:

Whiosek 4.10 (o cigglosci funkcji exp)
Jesli lim z, =z, to lim exp(z,) = exp(z).

Dowdéd. lim exp(z,) = exp(z) + exp(z) - lim (z, — 2) - lim —eXp(j"__j)_l =
n—oo n—oo n—oo n

=exp(z) +exp(z)-0-1=exp(z). m

Twierdzenie 4.11 (o jednoznaczno$ci funkcji zespolonej exp)
Jedli funkcja f: C — C spelia warunki

c1 dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnosé f(z 4+ w) = f(z)f(w),

c2 dla dowolnego ciggu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi

/ WERT -1
réwnosé lim £E&n=1 — 1,
n—o0 n
n

to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé f(z) = exp(z) = lim (1 + 2)
n—oo
Dowéd. Mamy lim (14 2)" # 0. Dla dostatecznie duzych n mamy (1+ 2)" #0.
n—oo
Mamy tez f(z) = [f(%)}n Wobec tego
Z) 1 z\"
B (1+—f(“) ”) =1,
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bo lim n-(f(2)—-1-2) = lim <z@ — z) = z-1—2z = 0, wiec mozemy skorzystaé
n—oo n—oo n

z lematu o potegach ciggdéw zespolonych szybko zbieznych do 1, biorac pod uwage tez

to, ze lim (1+2) =1.

n—oo

Uogd6lnimy nieco twierdzenie o jednoznacznosci funkcji wyktadnicze;j.

Twierdzenie 4.12 (o jednoznaczno$ci zespolonej funkcji wyktadniczej)
Jesli funkcja f: C — C spelnia warunki

c1 dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnosé f(z 4+ w) = f(z)f(w),

c2 dla dowolnego ciggu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi
rownos¢é
lim £E)=1 = 4
n—o0 Zn ’
to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnoéé f(z) = exp(Az) = e?*.
Dowéd. Mozemy powtérzy¢é dowdd poprzedniej wersji twierdzenia, jednak postapi-
my nieco inaczej. Zdefiniujemy pomocnicza funkcje g(z) = f(5), jeSli A # 0. Mamy
gz +w) =f(EF) =G+ %) = () [(5) =9(2) - g(w).
Jesli lim z,=01 z,#0 dla neN, to

n—oo

=1 qim fEATl 1=

iy 9zn)—1
lim A A A

n—o0 Zn

Wobec tego dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé e* = g(z). Stad wynika
od razu, ze f(z) = (&) = g(Az) = e?*.
Pozostat przypadek A = 0. Niech z € C\ {0}. Mamy lim 2 =01 2, # 0 dla
n—oo
fG)-1

n € N, wiec lim ==— = A = 0 Z lematu zespolonego o granicach poteg ciggow
n—o0 n
szybko zbieznych do 1 wynika, ze f(z) = [f(%)}n = [1 + f(é)_lﬂn »1, a to
n n—oo
oznacza, ze dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnos$é¢ f(z) =1 =¢". m

Twierdzenie 4.13 (kilka nastepnych wtasnosci funkcji zespolonej exp)

c3. exp(z) = exp(z)dla kazdej liczby zespolonej z.
c4. Jedli y € R, to exp(iy) = exp (—iy).
c5. Jedli y € R, to |exp(iy)| = 1.
c6. |exp(z)] = exp(Rez) < exp(|z|) dla kazdej liczby zespolonej z.
c7. Jedli y € R, to |exp(iy) — 1] < |y|
Dow6d. Mamy

exp(z) = Tim. (1+2)"=1lim (14+2)" = lim (1+2)" =exp(z).

n—oo n—oo

Wykazalismy ¢3. Z tej wlasnosci c4 wynika przez podstawienie, a nastepna wtasno$é
wynika stad, ze

| exp(iy)|* = exp(iy) - exp(iy) = exp(iy) - exp(—iy) = exp(iy + (—iy)) = exp(0) = 1.
Jesli z,y € R i z =€ to [z] = [e*"¥| = |e”| - || = e*; oznacza to, ze wartos¢
bezwzgledna potegi o wyktadniku zespolonym i podstawie e zalezy jedynie od czesci
rzeczywiste] wyktadnika, czes¢ urojona wyktadnika ma wptyw jedynie na argument
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potegi. Wtasnosé¢ c6. zostata udowodniona.
Wykazemy c7. Mamy

lexp(iz) — 1| = |(exp(i%))" — 1| =
= ‘ exp(i®) — 1’ . ’ exp (@m> + exp <("72)ix) + .-+ exp (%m) + 1’ <

<’exp(i%)—1‘-<’exp(” lzx’+‘exp (n=2); ‘+---+‘exp7—llix’+1>:

exp(iZ)—1

S

= n’ exp (i) — 1’ = |ix

W ostatnim przejsciu granicznym skorzystaliSmy oczywiscie z wtasnosci ¢2. W ten

7 ’ |x|

z
n n—oo

sposob zakonczylismy dowod. m

Definicja 4.14 (funkcji sinus i kosinus)
Dla kazdej liczby zespolonej z definiujemy
sin z = o- (exp(iz) — exp(—iz)), cosz = 1 (exp(iz) + exp(—iz)). m

Twierdzenie 4.15 (wzér Eulera)
e”” = exp(iz) = cosz +isin z dla kazdego z € C.
Wzor ten jest natychmiastowa konsekwencja definicji sinusa i kosinusa. m

Twierdzenie 4.16 (podstawowe wtlasnosci funkcji trygonometrycznych)
t0. cosy € R oraz siny € R dla kazdego y € R, cos0 =1, sin0=0.

t1. cos?z 4 sin? 2 = 1 dla kazdej liczby zespolonej z.

t2. cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw dla dowolnych z,w € C.

t3. sin(z + w) = sinz cosw + cos zsinw dla dowolnych z,w € C.

t4. Jesli 11m 2, =01 2, #0 dla kazdego n, to lim 22 =1

n—oo *n

Dowéd. Poniewaz exp(iy) = exp(—iy) (wlasno$é c4), wiec jesli y jest liczba rze-
czywista, to cosy = 3 (exp(iy) + exp(—iy)) = %(exp(iy) +eXp(iy)) = Re(exp(iy))

oraz siny = 2% (exp(iy) — exp(—1y)) = 2% (exp(iy) — exp(z’y)) = Im(exp(iy)) tez sa
liczbami rzeczywistymi. 1 = exp(0-i) = cos0 + isin0, wiec cos0 = 1 i sin0 = 0.
Wtasnosé t0 jest udowodniona.

cos? z + sin® z = (1 (exp(iz) + exp(—iz)))2 + (% (exp(iz) — exp(—iz)))2 =

= ( exp(?zz) +exp(—2iz)+2exp(iz—iz)) — 1 (exp(2iz) +exp(—2iz) —2exp(iz —iz)) =

e Ll L

=1-2—71-(—2)=1. Wlasnos¢ t1 jest udowodniona.
coszcosw — sin zsinw = 1 (exp(iz) + exp(—iz)) - 3 (exp(iw) + exp(—iw)) —
— L (exp(iz) — exp(—i2)) - & (exp(i) — exp(—iw)) =
= L(expli(z +w)) + exp(i(z — w)) + exp(i(—2 + w)) + exp(i(—z — w))) +
+ 1 (exp(i(z + w)) — exp(i(z — w)) — exp(i(—2z + w)) + exp(i(—2z — w))) =
= 1(exp(i(z + w)) + exp(i(—z — w))) = cos(z + w) . Udowodniliémy wlasnos¢ t2.
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sin z cos w 4 cos zsinw = o- (exp(iz) — exp(—iz)) - 1 (exp(iw) + exp(—iw)) +
+ 3 (exp(iz) + exp(—iz)) - 5 (exp(iw) — exp(—iw)) =
= +(exp(i(z +w)) + exp(i(z —w)) — exp(i(—z + w)) — exp(i(—2z — w))) +
+ L (exp(i(z + w)) — exp(i(z — w)) + exp(i(—z + w)) — exp(i(—z — w))) =
= o (exp(i(z + w)) — exp(i(—z — w))) = sin(z + w) . Udowodnilismy whasnos¢ t3.

Dowiedziemy prawdziwo$¢ wlasnosci t4: lim =5 =
n—oo n
1 exp(izn)—exp(—izn) __ 7: 1 exp(izn)—1 17 exp(—izn)—1 __ 1 1 _
_nh_{f)lo Dizm _nh_{EOQ izn +2nh_r>20 e T3tz =1.m

Mozna wykazac, ze wtasnosci t1 — t4 definiuja pare funkcji ztozona z kosinusa i si-
nusa. Zachecamy do samodzielnego udowodnienia tego stwierdzenia zarowno w przy-
padku rzeczywistych jak i zespolonym.

Twierdzenie 4.17 ( kilka nastepnych wlasnosci sinusa i kosinusa)

t5. cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sin z dla kazdej liczby zespolonej z.
t6. sinz £ sinw = 2sin Zj;“’ cos Z% | cos z + cos w = 2 cos ¥ cos 25
cos 2z — cosw = —2sin Zgw sin #5% dla dowolnych z,w € C.

t7. |sinz —siny| < |r —y|, |cosx — cosy| < |r — y| dla dowolnych z,y € R.
t8.Jesli 0 <y < 2,tosiny >0.Jesli0 <y <1,to0<siny<1oraz 0 <cosy<1.

™

t9. Istnieje liczba dodatnia
cosx > 0.

taka, ze cos 5 =0 ijesli 0 <x < 7, to sinz > 0 oraz

vo|

t10. sin § = 1, na przedziale (0,7) funkcja sinus jest dodatnia, funkcja kosinus jest

na przedziale [0, 7] malejaca, cosm = —1, sinm = 0, na przedziale [0, 7] funk-
cja sinus jest rosngca, na przedziale [%,37”] funkcja sinus maleje, sin?’?’r:—l,
cos 37” = 0, na przedziale [37”,27r] funkcja sinus rosnie, sin2w = 0, cos2w =1,

na przedziale [, 27| funkcja kosinus rosnie,

t11. Dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé cos (z + 2m) = cosz oraz wzor
sin(z + 27) =sin z.

t12. Dla kazdej pary liczb rzeczywistych x,v takiej, ze 22 +y? = 1, istnieje dokladnie
jedna liczba rzeczywista t € [0,27), taka ze & = cost i jednoczesnie y = sint.

t13. sint <t dla ¢ € (0,00).

t14. t <tgt dla t € (0,%).

Dowd6d. Wtlasnoéé t5 to natychmiastowa konsekwencja definicji sinusa i kosinusa,
wtasnos$é¢ t6 mozna wywnioskowac z definicji — obliczenia sa bardzo proste lub z wlas-
nosci t2 i t3 doktadnie tak, jak to czynia autorzy podrecznikéw szkolnych, a mozna
tez postuzy¢ sie wzorem Eulera.

Wilasnos$é t7 wywnioskujemy z nieréwnosci wykazanej wezesniej: | exp(iz) — 1| < |z|
dla € R (c7). Wynika z niej od razu, ze |[sinz — siny| < |exp(iz) — exp(iy)| =
=| exp(iy)| - | exp(iz —iy) — 1| = [exp(i(z —y)) — 1| <[z —y].

Dowdd drugiej nieréwnosci jest analogiczny.
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Dla kazdego y € R mamy 1 —cosy = |cosy — 1| = |cosy — cos0| < |y — 0| = |y],
zatem 1 —|y| < cosy, wiec jesli |y| <1, to 0 < cosy. Mamy tez cos1 >1—1=0.

Istnieje taka liczba 6 > 0, ze jesli 0 < y < 0, to |1 — S‘%| < 3 — gdyby nie
istniata, to dla kazdej liczby n € N istnialoby takie y, € (0,2), ze |1 — S”;%\ > 1,
wbrew temu, ze lim Slzﬂ =1, gdyz lim y, = 0. Wobec tego, jesli 0 <y < §, to

n—o00 n n—o0

s < Smy < 3, zatem siny > § > 0. Z tego, ze 0 < siny wynika, ze cosy < 1, wigc
Jesh 0 <y< 6 iy<l1l,to0<cosy<1.Zwzorut3 wynika, ze

siny = 2sin ¥ cos § :4Sin%cos%cosg:8Sin%cos%cos%cos%:---:

= 2"sin 5% cos 5 -cos ¥ - cos ¥ (M)
7 tego wzoru wynika, ze jesli 0 < y < 2, to s1ny > 0 bo dla dostatecznie duzej
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ 0 < 2% < 4§, wige sing; > 0 i oczywiscie

Z <1l,wieccosZ 21— 2 >0dla j=1,2,.

Wiemy, ze cos1 > 1 —-1 =01 sinl > 0, wiec cos1l < 1 (cos21+sin21 =1).
Wykazemy, ze sinl < 1. Jesli O<y<2 to 0<siny=|siny—sin0| < |y—0|=y. Wobec
tego sinl = QSin%cos% <2- —cos— = < 1. Wobec tego cos1 # 0, zatem cos1 > 0.
Zatozmy, ze to nieprawda. Wtedy cosl = 0, zatem sin’1 = 1, wiec 1 >sinl =1.
Zachodzi wiec nierownosé¢ podwojna 0 < cos1 < 1. Réwniez 0 < sinl < 1. Udowod-
niliSmy wtasnos¢ t8.

Z wtlasnosci t7 i z nieréwnosci (#) wynika, ze jesli 0 < y < 2, to siny < vy,
a poniewaz dla kazdego rzeczywistego y mamy tez siny < 1, wiec siny < y dla
kazdego y > 0. Udowodnilismy wtasnos¢ t13.

sin z
cosz’

ctgr = 82 gecz = —— i cscz = dla kazdej

sinz ’ Cos z sin z

Przypominamy, ze tgz =
liczby z € C, dla ktérej mianownik jest rézny od 0. Dwie ostatnie funkcje, tzn. sekans
i kosekans, w Polsce sa uzywane rzadko, ale sa kraje, w ktérych ich popularnosé jest
wieksza (ludzi zyje tam wiecej niz w Polsce na znacznie wiekszym obszarze).

JeshO<a<\[ t00<sma<a<\}§,wi(gc cosfa=1-sin*a>1-1=1

zatem cosa > sina > 0, czyli tga < 1. Wobec tego z nieréwnosci 0 < t < /2

. -y /s e, s 2 2tg L
wynika nieréwnos¢ 0 < £ < g = \/LQ’ a z niej nier6wnoéé¢ tgt = 1_2222 > 2tg L. Stad
2

(indukcja) oraz z réwnosci lim cos(t-27") =11 lim Smt(’;—%;n) = 1 wynika
n—00 n—00
Smt(tz—g;n) ccos(t-27") ——t-1-1=t, wiec

n—o0

tgt > 2tgL >2%tg 5 > > 2" tg L =t
wlasnosé t14 jest prawie udowodniona, prawie bo tylko dla t € (0,/2).

W szczegélnosci tg1>1, wiec sinl>cos1> 0, zatem cos2 = cos?1 —sin?1 < 0.
Teraz mozemy zdefiniowa¢ 5 = inf{t > 0: cost < 0}. Z tego, co do tej pory
wykazalismy, wynika, ze 1 < 7 < 2 — zbior, ktorego kres rozpatrujemy zawiera
liczbe 2 i z tego wynika prawa nieréwnosé, lewa nierownos$¢ wynika z wtasnosci t8.
Udowodnimy, ze cos 5 = 0. Zatézmy, ze cos 5 # 0. Z nieréwnosci |t — 5| < |cos F]
wynika, ze |cost —cosg| < [t — §| < |cosF|. Stad wynika, Ze liczby cost i cos

2|, whrew

maja ten sam znak. Jesli cos§ < 0, to inf{t > 0: cost <0} < —|cos]
definicji liczby 7. Jedli cos§ > 0, to inf{t > 0: cost <0} > T+ ] cos 3|, co przeczy
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definicji liczby . Wobec tego cos§ = 0. § # 2, bo cos§ = 0 > cos2. § # 1, bo
cos 3 =0 < cos1l. Wobec tego 2 > 7 > 1. Jasne jest, ze jesli 0 <t < 7, to cost >0 i

sint > 0. Wlasnos¢ t9. zostata wykazana.

Zajmiemy sie wlasnoécig t10. Poniewaz 1 = cos? g—i-sin2 T —sin® T oraz sing >0,

2 2
: o - . ” .
wigc sing = 1. Jesli 0 <z < 7, to 0 < § < 7, zatem — na mocy poprzednio

wykazanych wtasnosci sinusa i kosinusa — mamy sinz=2sin g cos 5 > 0.

Wynika stad, ze jesli 0 < t < s < 7, to cost — coss = QSinST’tsinsTH > 0.

Oznacza to, ze funkcja kosinus maleje (Scisle) na przedziale [0,7]. Mamy réwniez

2% — sinzg = —1 1 sinm = 2sinfcosy = 0. Wobec tego z nier6w-

7 <z < 7w wynika, ze 0 = cos§ > cosx > cosm = —1, wigc kosinus

przyjmuje ujemne wartosci na przedziale (7,7]. Jedli wiee 0 < 2 < y < 7, to

cosT COS

nosci

siny — sinz = =2sin 5= cos %ﬂ > 0, a zatem funkcja sinus jest rosngca na przedziale
[0, 3]

Podobnie, jesli §<x<y<7r,to()<%<§ig<%ﬂ<ﬂ,zatem
siny — sinx = 2sin £* COSm——gy < 0, zatem na przedziale [7,7] funkcja sinus ma-
leje. Zachowanie sie obu funkcji kosinus i sinus na przedziale [7,27] badamy stosujac
wzory cos(z + m) = coszcosm — sinzsinm = —cosx oraz sin(x 4+ 7) = sinzcos T +
+cosxsinm = —sinx. To konczy sprawdzenie prawdziwosci whasnosci dziesiagte;j.

Mamy cos®Z + sin® % = 1 i cos’Z —sin®% = cosZ = 0. Dodajac te réwnosci

stronami otrzymujemy 20052§ = 1, a poniewaz cos? > 0, wigc cos | = \/75 Stad

sin = /1 —cos? } = ‘/75 . Pozwala to stwierdzi¢, ze rozumowanie, ktére doprowadzito

nas do stwierdzenia, ze tgt > t, gdy 0 < t < /2 mozna powtorzyé przy zakladajac,
ze 0 <t < 7, bo istotne tam byto jedynie to, ze tg% < 1, a tak jest dla wszystkich
te(0,3) .

Wtasnos¢ t11 wynika od razu z wzoréw cos(x+m) = —cosx i sin(z+7) = —sinz,
ktore juz uzyskaliSmy.

Udowodnimy teraz wtasno$¢ dwunastg. Niech 22 +y? = 1, z,y € R. Oczywiscie
zachodzi nier6wno$¢ —1 < o < 1. Niech ¢t = inf{a € [0,7]: cosa > x}. Wykazemy,
ze v = cost. Zatézmy, ze tak nie jest. Jezeli |t — a| < |r — cost|, to z whasnosci
t7. wynika, ze |cost — cosa| < [t — a| < |z — cost|. Wynika stad, ze liczby cosa i
cost lezg po tej samej stronie punktu x. To jednak przeczy definicji liczby ¢. Wobec
tego x = cost. Istnieje tylko jedna liczba t, ktora spelnia ten warunek, bowiem jesli
0<t; <ty <m,to cost; > costy — wlasnosé t10.

Jedli y > 0, to y = V1 —2a2 = /1 —cos2t = Vsin?t = sint, bo na przedziale
[0, 7] funkcja sinus przyjmuje jedynie nieujemne wartosci. Jesli y < 0, to definiujemy
T =21 —t € (m,27]. Bez trudu przekonujemy sie, ze x = cosT i y =sinT.

Poniewaz cos(t + 2m) = cost i jednoczesnie sin(t + 27) = sint, wiec zmiana argu-
mentu t o 27 daje nastepny argument 7, dla ktérego spetnione sg réwnosci x = cos T
i y = sinT. Mozemy wiec znalezé liczbe t w przedziale [0,27). Jesi y > 0, to
0<t<m,jesli y <0, ton<t<2m. Jedynos¢ t w tym przedziale wynika z tego,
ze na przedziale [0, 7] funkcja kosinus jest $cisle malejaca, a na przedziale [m,27) jest
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Scisle rosnaca. W ten sposéb udowodniliSmy wtasno$¢ dwunasta. m
Mamy teraz exp(wi) = cosm +isinm = —1, zatem

e 4+1=0.

Otrzymalismy zatem wzor, w ktorym wystepuje pie¢ najwazniejszych liczb w matema-
tyce.

Wykazemy jeszcze jedno twierdzenie. Chodzi o to, by przekonac sie, ze jesli ¢ > 0,
to liczba ta moze by¢ uwazana za dtugos¢ tuku okregu jednostkowego, ktory to tuk
zaczyna sie¢ w punkcie 1 = €*? i koficzy sie w punkcie e¥. Te dlugosé tuku wypada
najpierw zdefiniowa¢. Rozsadnie jest przyjaé, ze jest ona réwna kresowi géornemu dtu-
gosci tamanych wpisanych w ten huk.

Twierdzenie 4.18 (o dlugoéci tuku okregu)
Niech ¢t > 0. Wtedy
t = sup{|ei’n — eltn-1| 4 |eltn-t — eitn2| oo etz — et 4 |t —eto|: 0 =1 <
<t <ty < <tlypo<tpq<t,=t, neN}.
Dowéd. Dla dowolnego j € {0,1,2,...,n — 1} mamy
|eitj+1 — eitj‘ — ‘eithei(tﬁl*tj) — 1‘ = ‘ei(tﬂ—l*tj) — 1‘ <t — ).

Stad od razu wynika, ze
‘eitn _ e“"—l‘ + |6itn_1 _ eitn_g‘ Tt |€it2 _ eit1| i }em _ eito} <

Sty —tno) + (bpy —tpg) 4o+ (ta—t1) + (t —to) =ty —to =t — 0 =1.
Wykazalismy, ze dtugos¢ tamanej wpisanej w tuk nie przekracza liczby ¢.

Zauwazmy teraz, ze jesli dodamy do liczb typ < t] <ty < --- < t, 9 < t,_1 <t,

punkt 7 € (¢;,t;11), to dlugosé tamanej nie zmniejszy sie, bo

’eitHl _ eitj‘ < ‘eitj_,_l _ e”‘ 4 |€i7' _ it
Chcac wykazaé, ze istniejg tamane wpisane w tuk, ktérych dhugoséé jest tylko troche
mniejsza od t wystarczy zajmowac sie jedynie tamanymi odpowiadajacymi jedynie
wdrobnym” podziatom odcinka [0,t], tj. takim, ze najwieksza z liczb t;4; — ¢; jest
L,mata”.

Niech ¢ € (0,1). Wtedy (1 —e)t < t. Wykazemy, ze istnieje taka liczba § > 0,
zejesli 0 <7< 4, to }e” — 1| > (1 — ¢)7. Gdyby nie byto to prawda, to dla kazdej
liczby naturalnej m > 0 istniataby taka liczba 7, € (0, %), ze ‘e”m — 1‘ <(1—=e)m,.
Zachodzitaby wiec nierownosé

eirm -1

1Tm

‘<1—5,

co jednak nie jest mozliwe ze wzgledu na to, ze lim i7,, = 0 i wobec tego bytoby

n—oo
e 1 ) eitm — 1
1=|lim ‘:hm —’gl—a.
n—00 1Tm n—00 1Tm
Zatozmy teraz, ze 0 = to < t] < tg < -+ < tp 9 < t,_1 < t, =1t 1zedla

kazdej liczby j € {0,1,2,...,t,_2,t,—1} zachodzi nieréwnos¢ ;41 —t; < 6. Wtedy
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‘eitn _ eitn—l‘ + |€itn—1 _ eitn—Q‘ 44 ’eitz — eit1| + }eitl — eito} > (1—e)(ty, —th_1) +
+ (]_ - 5>(tn—1 — tn_g) + -+ (1 — E)(tg — tl) + (1 - 6)(t1 - to) = (1 — S)t
Wobec dowolnosci € € (0,1) z udowodnionego stwierdzenia teza wynika natychmiast. m

Uwaga 4.19 Udowodnilismy nieco wiecej niz obiecaliSmy piszac teze ostatniego twier-
dzenia. Wykazaliémy nie tylko to, ze liczba t jest kresem gérnym tamanych wpisanych
w huk, ale tez, ze kazda tamana wpisana w ten tuk odpowiadajaca dostatecznie drob-
nemu podziatowi odcinka [0,¢] przybliza dlugosé tuku. Gdyby$my nie chcieli uzyskaé
az tyle, mogliby$my w ostatniej czesci dowodu rozwaza¢ tamang odpowiadajaca podzia-

towi odcinka [0,¢] na n réwnych czeéci i skorzystaé z tego, ze lim n - |e/" — 1‘ =1,
n—o0

co juz weczesniej wykorzystywalismy. m

Lemat 4.20 (o lipschitzowskosci funkcji wykladniczej)

Jedli t; <ty <w, to 0 < exp(ty) —exp(t) < exp(te)(ty —t1) < exp(w)(te — ty).
Dowéd. exp(ty) = exp(ty)exp(ta — t1) = exp(t1)(1 + ta — t1) > exp(t;) — lewa
nieréwnos¢ jest udowodniona. Dalej exp(ts) — exp(t1) = exp(t2)(1 — exp(t; — t2)) <
<exp(tz) (1 — (1 +t1 —ta)) = exp(ts)(t2 — t1) < exp(w)(t2 — t1). WykazaliSmy praw-
dziwos¢ prawej nierownosci. m

Definicja 4.21 (warunku Lipschitza)
Funkcja f: A — R spetnia warunek Lischitza ze stalag L > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych t1,t, € A C C zachodzi nieréwnosé¢ |f(t1) — f(te)| < L|t; — t2| . m

Uwaga 4.22 Wykazalismy wigc, ze funkcja exp spelnia warunek Lipschitza na pot-
prostej (—oo,w] ze stala exp(w). m

Twierdzenie 4.23 (o zbiorze wartoéci funkcji exp)

1. Dla kazdej liczby rzeczywistej w > 0 istnieje doktadnie jedna taka liczba rzeczywista
x,ze w=exp(r).

2. Dla kazdej liczby zespolonej w réznej od 0 istnieje taka liczba zespolona z, ze
w = exp(z).

3. Jesli exp(z1) = exp(z2), to istnieje taka liczba catkowita n, ze zo — z; = 2nmi.

Dowéd. Mamy exp(w) > 14+ w > w oraz exp(i) > 1 —l—% > % Stad wynika,

7e exp(—1) < w < exp(w). Zbiér {t € R: exp(t) < w} jest niepusty, bo zawiera

w
1

liczbe —=. Jest ograniczony z gory liczbg w, bo jedli t > w, to e > ¥ > w. Ma
wiec skoriczony kres gorny. Niech z = sup{t € R: exp(t) < w}. Oczywiscie = < w.
Udowodnimy, ze w = exp(z). Zaldézmy, ze w # exp(z). Wtedy jesli ¢ < w oraz
|t — x| < exp(—w)|w — exp(z)[, to |exp(t) — exp(z)| < exp(w)|t — x| < |[w — exp(x)|.
Z tej nier6wnosci wynika, ze liczby exp(t) i exp(z) leza po tej samej stronie liczby w.
Jesli wige exp(z) <w i x <t < z+exp(w)(t —x), to exp(t) < w, whrew temu, ze
x jest ograniczeniem gérnym zbioru {t € R: exp(t) < w}. Jesli zas exp(x) > w
ixz>t>x—exp(w)(t—x), to exp(t) > w whrew temu, ze = jest najmniejszym
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ograniczeniem gérnym zbioru {t € R:  exp(t) < w}. Czesé pierwsza twierdzenia jest
udowodniona.

Jesli w # 0, to istnieje taka liczba y € R, ze T = exp(1y) — wynika to z wla-
snosci t12 funkcji kosinus i sinus. Z poprzedniej czesci dowodzonego twierdzenia wy-
nika istnienie takiej liczby = € R, ze |w| = exp(x). Wobec tego w = |w| - o =
=exp(z) - exp(iy) = exp(x + 1y), wiec wystarczy przyjaé z = x + yi. Zauwazmy,
ze |exp(z)| = exp(Re(z)), zatem jesli exp(z1) = exp(zz), to Re(z1) = Re(zq). Jesli
y1,y2 € R oraz exp(iy;) = exp(iys), to istnieje taka liczba n € Z, ze yo — y1 = 2nw
— wynika to z wtasnosci t12. Dowdd zostat zakonczony. m

Kilka zadan

Zadanie 4.1 Udowodni¢, ze e = lim (14 4+ 5+ 5+ ++5).

|
n—o0 n

Zadanie 4.2 Udowodni¢, ze e € Q.
Zadanie 4.3 Udowodnié, ze cos3a = 4cos® o — 3cosa i sin3a = 3sina — 4sin® .

Zadanie 4.4 Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 istnieje taki wielomian
w stopnia 2n+1, ze réwnosé sin(2n+1)a = w(sin o) zachodzi dla kazdej liczby a € R.
Znalez¢ wspotezynnik kierujacy tego wielomianu (ten przy 2n+1-ej potedze zmiennej).

Zadanie 4.5 Wykazaé, ze dla kazdej liczby zespolonej z # 0 i kazdej liczby naturalnej
n istnieje dokladnie n parami roznych liczb 21, 29,..., 2, takich, ze 27 = z dla j =
1,2,...,n.

Zadanie 4.6 Zalézmy, ze cosa = 3. Wykazaé, ze ¢ ¢ Q.

Zadanie 4.7 Znalez¢ pierwiastki (wszystkie cztery) wielomianu 2% + 2% — 22 + 2 + 1
i wykazaé, ze zaden z nich nie jest pierwiastkiem z jednosci (zadnego stopnia).

Zadanie 4.8 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby zespolonej w istnieje taka liczba zespo-
lona z, ze w =sinz.

Zadanie 4.9 Znalez¢ wzér na sume (7) + (5) + (7) +... — sumujemy dopdki ma to
sens.

Zadanie 4.10 Udowodnié, ze jesli a,b,c,d € C oraz ad # bc i h(z) = % dla
z # —Czl, przeksztalcenie H oznacza przeniesienie h na sfere za pomoca rzutu ste-
reograficznego, to H przeksztatca okregi na okregi. Oznacza to, ze jeslip jest rzutem
stereograficznym ,z bieguna péocnego” na plaszczyzng, to H(p) = ¢ ' ohop(p) dla
kazdego p z wyjatkiem bieguna péhmocnego (wtedy ¢(p) nie jest w ogéle okreslone)
oraz z wyjatkiem punktu go_l(—%l) , definiujemy H((p_l(—g)) = Py, gdzie Py oznacza

biegun péinocny, za§ H(Py) = Py, gdy ¢ =0 (i nie mozna méwié o liczbie —g ) oraz

H(Py)=¢ (%), gdy ¢#0.
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Definicja rzutu stereograficznego.
Niech S% = {(z,y,2) € R*: 22 +y*+ 22 = 1}, czyli S? to sfera o srodku (0,0, 0)
i promieniu 1. Niech N = (0,0,1) € S? oznacza ,biegun péinocny” tej sfery. Jesli
p=(r,y,2) €S?ip#N,to p(p) = (%, -,0) jest punktem wspSlnym potproste;

1—27 1—27

Np i plaszczyzny o réwnaniu z = 0 zawierajacej ,réwnik” sfery S2.
Zamiast punktu N mozna rozwaza¢ rzut z innego punktu sfery na jakakolwiek ptasz-
czyzne, ktéra nie zawiera punktu, z ktérego rzutujemy.
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