Analiza 1, czes¢ trzecia — szeregi o wyrazach dodatnich
Ostatnia aktualizacja 7 lipca 2025

Twierdzenie 3.1 (laczno$é sumowania nieskonczonego)

Jesli szereg Z a, jest zbiezny a ciag (k,) jest $cisle rosnacy,
n=0

b, = ay, + Qg1+ + ap, -1, ko =0,

to szereg Z b, jest zbiezny.

n=0

Dowéd. Ciag sum czesciowych szeregu an jest podciagiem ciggu sum cze-

n=0

Sciowych szeregu Z an: bop=ap+a1+---+ag_1, bop+by =ap+ar+---+ar,_1, itd.
n=0

Jesli ciag jest zbiezny, to wszystkie jego podciagi sa zbiezne do granicy tego ciggu. m

Twierdzenie to nie méwi nic o usuwaniu nawiasow. Ogolnie rzecz biorac nawiasoéw

usuwaé nie wolno: szereg (1—1)+(1—1)+(1—1)+---=04+0+0+... jest zbiezny,

natomiast po otwarciu nawiaséw otrzymujemy szereg 1 —1+1—-14+1—-1+4... |

" w ogole nie ma granicy, w szczegdlnosci nie dazy do 0, wiec

ktérego wyraz (—1)
szereg ten jest rozbiezny. Czasem jednak nawiasy mozna usuna¢. Otworzy¢ nawiasy

mozna np. wtedy, gdy wszystkie wyrazy szeregu sa tego samego znaku, np. wszystkie

sg nieujemne. Wtedy bowiem ciag sum czeSciowych szeregu Z a, jest monotoniczny,
n=0
wiec ma granice i jest ona réwna granicy kazdego podciggu.
Z twierdzenie o granicy iloczynu ciggdéw wynika od razu, ze po pomnozeniu wszyst-
kich wyrazéw szeregu zbieznego przez liczbe rzeczywista otrzymujemy szereg zbiezny.

Twierdzenie 3.2 (o mnozeniu szeregu przez liczbe)

o0 (o]
Jesli szereg Z ay, jest zbiezny i ¢ jest liczba rzeczywista, to szereg Z(c -ay) tez jest

o oo
zbiezny i zachodzi réwnosé g (c-a,)=c- E a,. ®

Szeregi zbiezne mozna tez dodawac.

36



AM 1, czesé 3 Szeregi o wyrazach dodatnich Michat Krych

Twierdzenie 3.3 (o dodawaniu szeregéw)

o0 o (o]
Jesli szeregi Zan i an sg zbiezne, to réwniez szereg Z(an + by,) jest zbiezny
n=0 n=0 n=0

1 zachodzi réwnosé
o0
> (an +by) Z an + Z by, .
n=0

Dowéd. Wynika to natychmiast z twierdzenia o granicy sumy ciagéw i tego, ze suma

czesciowa szeregu g (an+by) jest réwna sumie sum czesciowych szeregdw E Gy, oraz

)
E b,. m
n=0

o o0 o0
Szereg Z(an + b,) nazywamy suma szeregow Z an 1 Z by, .
n=0 n=0 n=0
Na razie twierdzenia o mnozeniu szeregdw nie przedstawimy — odktadamy to na
pozniej, bo jest ono trudniejsze od teraz omawianych.
Wypada jeszcze stwierdzi¢, ze natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o szaco-

waniu z poprzedniego rozdziatu jest nastepujace

Twierdzenie 3.4 (o poréwnywaniu sum szeregéw)

Jesli szeregi Z a, oraz Z b, maja sumy i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
n=0 n=0

o0

nieréwnos¢ a, < b,, to Zan < Z b, , przy czym jezeli sumy sa skonczone (czyli
n=0 n=0

szeregi sa zbiezne) i cho¢by dla jednej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé (ostral)

o (o]
a, <b,, to Zan<2bn. [
n=0 n=0

Przyktad 3.5 Zbadamy teraz zbieznos¢ szeregu Z# Podobnie jak w przypadku

n= 1

szeregu harmonicznego wyraz ma granice 0: lim —2 = 0, wobec czego szereg ma
n—oo

szanse by¢ zbiezny, w przeciwienstwie do harmonicznego. Wykazemy, ze jest zbiezny
i ze jego suma nie jest wieksza niz 2.

Mamy - v <n(n ) —%1—— dla n > 1. Wobec tego mozemy napisac:
TR R I I NI I T
22 32 n? 1 2 2 3 3 4 n—-1 n =~ n 7
7 otrzymanej nieréwnosci wynika, ze Z#: lim (1—}—2%—}—3%—1—---—1—#) < 2. Wy-
n—1 n—o0

kazaliémy wiec zbieznos¢ szeregu (ciag sum czesciowych jest ograniczony z gory i ro-
snacy).
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Podamy teraz kilka twierdzen umozliwiajacych w najbardziej podstawowych przy-
padkach badanie zbieznosci szeregéw o wyrazach nieujemnych. W tym przypadku ciag
sum czesciowych jest niemalejacy, wiec ma granice. Jedynym problemem jest to, czy

ta granica, czyli suma szeregu jest skonczona.
o0

PodaliSmy wczesniej dowdd rozbieznosci szeregu harmonicznego Z% Rozumo-
n=1
wanie tam przeprowadzone mozna zastosowa¢ w wielu przypadkach. Sformutujemy
teraz twierdzenie podane przez Cauchy’ego. Stosowanie tego twierdzenia umozliwia
czesto zastgpienie badanego szeregu innym, w przypadku ktérego badanie zbieznosci
jest tatwiejsze: nowy szereg albo jest ,szybciej” zbiezny, albo tez szybciej rozbiezny.

Twierdzenie 3.6 (kryterium o zageszczaniu)
Zalozmy, ze ciag (a,) jest nierosnacy oraz ze jego wyrazy sa dodatnie. W tej sytuacji

o o0
szereg Z a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Z 2"agn jest zbiezny.

n=0 n=0
Dowéd. Zatézmy, ze szereg ag + ay + as + ... jest zbiezny. Wykazemy zbieznosé
szeregu ag + 2as + 4ay + 8ag + ... . Mamy 2a4 < az + aq4 (bo a4 < a3),

dag < as + ag + a7y + ag (bo ag jest najmniejsza z liczb as, ag, a7, ag),
8aig < ag + ajg + -+ + a5 + a1 itd. Stad wynika, ze

as + 2a4 + 4ag +8as+ - < as+az+ay+as+ag+ay +ag+ - < 400,
czyli szereg as—+2ay4+4ag+8ai+ ... ma skonczong sume. Wobec tego po pomnozeniu

go przez 2 otrzymamy szereg zbiezny, ale po pomnozeniu przez 2 otrzymujemy szereg
oo

2as+4a4+8ag+16a16+. . . , a to oznacza, ze szereg Z 2"agn jest zbiezny, a wobec tego

n=1

o
rowniez szereg Z 2"agn jest zbiezny — zmiana skonczenie wielu wyrazéw na zbieznosé
n=0
wplywu nie ma (moze mie¢ jednak wpltyw na wartos¢ sumy szeregu zbieznego).
Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone. Zaktadamy, ze zbiezny jest sze-
reg ag + 2as + 4as + 8ag + ... . Mamy 2ay = as + a3, 4day = a4 + a5 + ag + ay,
8ag = ag + ag + -+ + a4 + a5, itd. Stad wynika, ze
ay +ag +as+aqg+as+ -+ ag +as + - < ag + 2ag +4ag +8ag + - < +00,

o0 o0
CO oznacza, ze SzZereg E a, jest zbiezny, czyli réwniez szereg E a, jest zbiezny.
n=1 n=0

Dowdd zostat zakonczony. m

W dowodzie kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu szacowaliSmy sume jednego sze-
regu przez sume drugiego, o ktérym wiedzielisSmy, ze jest zbiezny. Bardzo proste twier-
dzenia, ktore podamy za chwile, pokazuja, jak mozna szacowa¢ w wielu sytuacjach
szeregi o wyrazach dodatnich.
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Twierdzenie 3.7 (kryterium poréwnawcze)
Zalozmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
0<a, <b,. Wtedy

(o] o0
jesli szereg Z b, jest zbiezny, to réwniez szereg Z a, jest zbiezny;

o oo
jesli szereg E a, jest rozbiezny, to réwniez szereg 5 b, jest rozbiezny.

Dowdd. Zatézmy, ze nieréwnosé¢ 0 < a, < b, ma miejsce dla n > k. Wtedy

m m
dla kazdego m > k zachodzi nieréwnosc¢ Zan < an. Przechodzac do granicy
n=k n=k
o0 oo
przy m — oo otrzymujemy Zan < an. 7, otrzymanej nieréwnosci obie czesci
n=k n=k

tezy wynikaja od razu — to, ze sumujemy od k zamiast od 0, nie ma znaczenia, bo
zmiana skoniczenie wielu wyrazow szeregéw (np. zastapienie w obu szeregach wyrazéw
o numerach mniejszych niz k zerami) nie ma wpltywu na ich zbieznos¢, cho¢ na ogét
ma wplyw na wartosci ich sum. Dowdd zostat zakonczony. m

To twierdzenie mozna skomentowaé tak: szeregowi o mniejszych wyrazach jest tat-
wiej by¢ zbieznym niz szeregowi o wiekszych wyrazach.

Twierdzenie 3.8 (asymptotyczne kryterium poréwnawcze)

Zalozmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a
0<a, i 0<b, oraz ze istnieje skonczona, dodatnia granica lim b—" Przy tych

n—oo n

zatozeniach szereg Zan jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg an jest
n=0 n=0
zbiezny.

Dow6d. Zalézmy, ze lim $* = g oraz ze 0 < g < +00. Niech ¢, d beda takimi
n—oo "

liczbami rzeczywistymi, ze 0 < ¢ < g < d. Wtedy dla dostatecznie duzych n zachodza

nierownosci 0 < b, i ¢ < 3» < d. Wobec tego dla dostatecznie duzych n mamy

c-b, < a, <d-b,. Jesli szereg Y a, jest zbiezny, to szereg > c- b, jest zbiezny
i wobec tego szereg Y b, jest zbiezny. Jesli natomiast szereg > b, jest zbiezny, to
szereg Y d - b, jest zbiezny i wobec tego szereg ) a, jest zbiezny. Dowdd zostal
zakonczony. m

Zatozenie istnienia granicy skonczonej, dodatniej mozna interpretowaé tak: wy-
razy szeregbw daza do 0 w tym samym tempie (o ile do 0 daza), z tego zalozenia
wynika, iz albo oba sg zbiezne albo oba — rozbiezne. Zanim przejdziemy do przyktadow
podamy jeszcze jedng wersje twierdzenia pozwalajacego poréwnywaé szeregi o wyrazach
dodatnich.
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Twierdzenie 3.9 (drugie kryterium poréwnawcze)

Zalézmy, ze od pewnego miejsca wyrazy szeregbw » a, 1 »_ b, sa dodatnie oraz
b . .. e, . ey,

L L W te] sytuacii ze zbieznodei szeregu ) b, wynika zbieznosé szeregu ) ay

za$ z rozbieznosci szeregu Y a, wynika rozbieznosé szeregu > b, .

Mga_n.Zna_

pd . / Y b . . Va .
Dowdd. Nierownosgé 42t < 2L mogna przepisa¢ w postaci
a b. +1 b.

n n n

bn
czy to, ze ciag ( ) jest nierosnacy i ma wyrazy dodatnie, wiec jest tez ograniczony

z gory przez pewna liczbe rzeczywista M > 0 (jesli ,od pewnego miejsca” znaczy
,od poczatku”, to mozna przyjac, ze M = ‘Z—S) Wobec tego ma miejsce nieréwnosé
0<a, <M-b,.7Z tej nierébwnosci i z kryterium poréwnawczego teza wynika natych-
miast. Dowod zostal zakonczony. m

Na ostatnig wersje kryterium poréwnawczego spojrze¢ mozna tak: wyrazy szeregu
> a, daza do 0 szybciej niz wyrazy szeregu »_ b, , wiec jesli szereg > b, jest zbiezny,
to rowniez szereg > a, jest zbiezny, jesli natomiast szereg Y a, jest rozbiezny, to
réwniez szereg »_ b, jest rozbiezny — oczywiscie myslimy tylko o szeregach, ktérych
wyrazy daza do 0, bo inne sa rozbiezne.

Podamy teraz kilka przyktadow szeregéw zbieznych i rozbieznych.

Przyktad 3.10 Szereg Z# jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

n=1
Dla dowodu zastosujemy kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu. W przypadku p < 0
wyraz szeregu nie dazy do 0, wiec szereg jest rozbiezny. Natomiast w przypadku p > 0
wyrazy szeregu daza do 0 i tworza ciag malejacy, wiec zamiast szeregu » a, mozna
badaé szereg > 2"; =53 W . OtrzymaliSmy wiec szereg geometryczny o ilorazie

Ten iloraz jest zawsze dodatni. Jest mniejszy niz 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

=
p > 1. Dowodd zostat zakonczony. m

Przyktad 3.11 Szereg Z

n=2
Dowdd przebiegnie tak, jak w przyktadzie poprzednim: dla p > 0 zastosujemy kryte-

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

nlnPn

rium Cauchy’ego o zageszczaniu. Jesli p < 0, to dla n > 3 mamy p =In"?n>1,
zatem Wlpn % Wobec tego w tym przypadku rozbieznos¢ szeregu annpn wynika
n=2
oo
z rozbieznosci znanego nam juz szeregu Z% W przypadku p > 0 stosujemy kry-
n=1
o o
terium Cauchy’ego o zageszczaniu, wiec badamy szereg ZTLW Zm
n=2 n=2

SprowadziliSmy zatem badanie szeregu do szeregu zbadanego w poprzednim przykta-
dzie, wiec zbieznego wtedy i tylko wtedy, gdy p>1. Dowdd zostal zakonczony. m

Te dwa przyktady wyjasni¢ maja sens uwag wypowiedzianych tuz przed sformuto-
waniem kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu. Nalezy myéle¢, ze szereg geometryczny
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o0 (o]
jest szybciej zbiezny niz szereg anp, a ten z kolei — szybciej niz szereg Z% bo

nlnPn
—t n=2
. n . 1 1/n® 1 P
lim 145 = lim ng" = 0 oraz lim b = lim (22)” = 0.
n—soo /1 n—00 n—voo 1/(nn?n) n—oo "
+00

7+13n3—121n%42n8
13—433n+12n%—1331n7
n=1

Przyktad 3.12 Wyjasnimy teraz, czy szereg jest zbiezny, czy
tez rozbiezny.
W liczniku i w mianowniku utamka wystepuja wielomiany zmiennej n. W liczni-
6w mianowniku — n”. Wobec tego dla dosta-
2n® 2

tecznie duzych n wyraz szeregu powinien by¢ w przyblizeniu réwny =3— = 351 -

ku najwyzsza potega zmiennej to n

o0

Poréwnamy nasz szereg z szeregiem harmonicznym g % lloraz wyrazéw obu szere-
n=1

Tn+13n%—121n°+2n" 2
13—433n+12n%1—1331n7 ? 1331 "

harmonicznego sa dodatnie, wigc od pewnego miejsca wyrazy badanego szeregu sa

gbéw rowny jest wiec ma granice Poniewaz wyrazy szeregu

ujemne. Wobec mozna zajaé¢ sie najpierw szeregiem o wyrazie przeciwnym. Wtedy

spelnione bedg zatozenia asymptotycznego kryterium poréwnawczego. Wobec tego, ze

+oo

7+13n3—121n*+2n8
E : 13—433n+12n%—1331n7

(o9}
1 . . . ’ . . . . .
szereg E — Jest rozbiezny, to rowniez szereg jest rozbiezny,

n=1 n=1
+oo

. . . 3_ 4 6
a to oznacza, ze interesujacy nas szereg E Ii13n —121n t3n

13—433n+12n1—1331n"

tez jest rozbiezny. m
n=1

Widzielismy w tym przyktadzie, jak zazwyczaj stosowane jest kryterium porow-
nawcze. Trzeba po prostu zorientowac si¢, czym mozna przyblizy¢ wyraz szeregu i wy-
korzysta¢ przyblizenie w sposob zgodny z twierdzeniami, ktore zostaty udowodnione
wczesnie] — czasem wymaga to drobnych przeksztatcen: w przyktadzie trzecim trzeba
byto przej$¢ do szeregu o wyrazach dodatnich. Moze zaistnie¢ koniecznos$¢ przeprowa-
dzenia innych modyfikacji. Badanie zbieznosci pewnych szeregdéw jest trudne, bo nie
zawsze od razu widac z jakim szeregiem mozna porownywac ten, ktory badamy, ale my
takimi szeregami zajmowac sie nie bedziemy.

> 1/n _ 1
Przyklad 3.13 Szereg E S — jest zbiezny.
n

n=1

Ktopot moze sprawiaé¢ czynnik e'/™ — 1. Wykazali$my jednak wczeéniej, ze jesli
efn —

ciag (x,) jest zbiezny do 0, to lim L — 1. Oznacza to, ze dla dostatecznie duzych

n—o0 n
n zachodzi réwnos$¢ przyblizona e™ =~ 1+ x,,. Wobec tego interesujacy nas szereg

L1 Jest tak w rzeczywistosci
n n

powinien zachowywac si¢ tak, jak szereg o wyrazie
el/n—1)/n . 1/n_
(er=t)/n lim e-=1

bowiem lim T =

o
= 1. Poniewaz szereg E L jest zbiezny, ma
n—»00 n

n=1

wyrazy dodatnie, wiec mozna zastosowaé asymptotyczne kryterium poréwnawcze. Do-

wod zostal zakonczony. m
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Przyktad 3.14 Szereg Z’;—f jest zbiezny.

n=1
Tym razem powinni$my mys$le¢ o porownaniu z szeregiem geometrycznym, bo czyn-
. .. . , . . .- . 18 /n
nik 7% powinien zdominowaé czynnik n'?. Tak jest rzeczywiécie, ale iloraz % ma

oo

granice +00, co uniemozliwia poréwnanie z szeregiem g 7% Trzeba rozwazy¢ szereg

n=1
)

nieco wolniej zbiezny od tego szeregu, np. szereg 26% Wtedy iloraz wyrazéw bada-
n=1

nego szeregu i szeregu ,,probnego” jest réwny n'3 (g)n, wiec ma granice 0, zatem dla

1

6n

nl

dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnos¢ = <

poréwnawcze. Dowdd zostat zakonczony. m

i mozemy zastosowaé kryterium

Uwaga 3.15 (o asymptotycznym kryterium poréwnawczym)
Asymptotyczne kryterium pordéwnawcze mozna nieco rozszerzy¢: jesli zachodzi row-

nos¢ nll_g)lo 3= =0 i wyrazy obu szeregéw »_a,, > b, sa dodatnie, to ze zbieznosci

szeregu » b, wynika zbieznos¢ szeregu > a, — tym razem jest wynikanie zamiast

réwnowaznosci. Jesli lim ¢ = 400, to z rozbieznosci szeregu - b, wynika rozbieznosc
n—oo “n

szeregu »_ a, — réowniez w tym przypadku nie ma réwnowaznosci. m
“+o0o
W taki sam sposéb mozna udowodnié, ze jesli 0 < ¢ < 1, to szereg an” jest
n=0
zbiezny. Jednak w tym przypadku nie ograniczymy si¢ do stwierdzenia zbieznosci. Ob-
liczymy sume tego szeregu, bo ten rezultat jest przydatny w rachunku prawdopodo-

bienstwa
+00
n __ 1
Przyktad 3.16 z%(n + 1)q" = o
Zachodza nastepujace rownosci:
k
>+ =(1+q+P++d) + (g+ P+ + ) +
n=0

@+ )+ (T ) =

1 gkt! g—ght1 @2 —gkt! gF—1_ght1 gF—ght1
T 1—q + 1—q + 1—q + + 1—q + 1—-q
1-ght! k+1
_ gt etgt T gt (gt T (R 1Rt (ke 1)gE ]
1—q 1—q (1—¢)? 1-q
Poniewaz ¢**' ——0 i (k4 1)¢"™ —— 0, wicc na mocy twierdzenia o arytme-
k—o00 k—00
k
, . . . n 1
tycznych wlasnosciach granicy ciggu mamy E (n+1)q T
k—o0 -
n=0

Wypada dodaé, ze w tym rozumowaniu nie korzystaliémy z tego, ze ¢ > 0 — wystarczy
jednak zaltozy¢, ze |q| < 1, ale rozumowanie trzeba nieco zmiweni¢. m
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Pokazalismy na kilku prostych przyktadach, w jaki sposéb mozna stosowa¢ poznane
kryteria. Kryteria te sg bardzo proste. Wyprowadzi¢ z nich mozna wiele kryteriow, kto-
rych stosowanie utatwia badanie szeregéw w konkretnych sytuacjach, bez wskazywania
w jawny sposob szeregu ,probnego”. Pokazemy dwa najprostsze, ktore stosujemy, gdy
chcemy poréwnacé szereg z szeregiem geometrycznym, tj. takim w ktorym iloraz dwéch
kolejnych wyrazéw jest stalty. Pierwsze zostalo podane przez d’Alemberta (1717-1783)
francuskiego matematyka, fizyka i filozofa, autora wstepu do Encyklopedii.
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Twierdzenie 3.17 (kryterium ilorazowe d’Alemberta)

An41

Jedli wyrazy szeregu ) a, sa dodatnie i istnieje granica lim “*** = ¢, to w przypadku
n—oo

q > 1 szereg jest rozbiezny, zas w przypadku ¢ < 1, szereg jest zbiezny.
Dowdéd. Jedli ¢ > 1, to od pewnego momentu zachodzi nieréwnosé aZ—:l > 1, to

ZNACZY Qpy1 > A, . Wobec tego od pewnego momentu ciag liczb dodatnich (a,) jest
rosnacy, wiec jesli jest zbiezny, to z pewnoscia nie do 0 — nie jest wiec spetniony
warunek konieczny zbieznosci szeregu. Zalézmy teraz, ze ¢ < 1. Niech r oznacza
dowolna liczbe wieksza niz ¢ i jednocze$nie mniejsza niz 1, np. r = %. Wtedy

,,,'VL+1

rn

dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé “+ < r = . Szereg geometryczny
n

> r™ jest zbiezny, wiec réwniez szereg > a, jest zbiezny — stosujemy drugie kryterium

porownawcze. Dowdd zostal zakonczony. m.

An41

2L = ¢ ma na celu ustalenie z jakim szeregiem geome-
n

Obliczanie granicy lim
n—oo

trycznym mamy pordéwnywaé szereg »  a,: dla ustalenia zbieznosci wybieramy szereg
o ilorazie r nieco wigkszym niz ¢, dla ustalenia rozbieznosci — o ilorazie r nieco mniej-
szym niz q (nieco oznacza, ze liczby r i ¢ znajduja sie po tej samej stronie liczby 1).
Oczywiscie mozna zatozy¢ w sformutowaniu kryterium ilorazowego, ze az—:l <g<1ldla
dostatecznie duzych liczb naturalnych n, z dowodu wynika ze to wystarczy. W przy-
padku drugim wystarczy stwierdzi¢, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n

Gn+1

zachodzi nier6wnosé > 1, bo wtedy oczywiscie niemozliwe jest, by lim a,, = 0.
n—o0

o o
Gdy g = 1 szereg moze byé rozbiezny, np. Z% lub zbiezny, np. Z#
n=1 n=1

W wielu przypadkach granica lim “** = ¢ nie istnieje. A.Cauchy podal inne

n—oo 9n

kryterium zbieznosci szeregdéw zwigzane z szeregami geometrycznymi.

Twierdzenie 3.18 (kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego)
Jedli szereg > a, ma wyrazy nieujemne i istnieje granica lim {/a, = ¢, to w przy-
n—oo

padku g > 1 szereg > a, jest rozbiezny, za$§ w przypadku ¢ < 1 — zbiezny.
Dowéd. Jesli ¢ > 1 to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnos¢ {/a, > 1

i wobec tego a, > 1. Wobec tego ciag (a,) nie jest zbiezny do 0. Jesli ¢ < 1 i r jest

1+¢g
2

duzych n zachodzi nieréwnos¢ /a, < r, czyli a, < r™. Stosujac kryterium porow-

liczba mniejsza niz 1 i jednoczesnie wieksza niz ¢, np. r = to dla dostatecznie
nawcze stwierdzamy, ze szereg > a, jest zbiezny, bo zbiezny jest szereg geometryczny
> >r™. Dowdd zostal zakoriczony. m
Podobnie jak w poprzednim przypadku, jesli granica lim {/a, = g jest réwna 1,
n—oo

to na temat zbieznosci szeregu Y a, powiedzie¢ nic nie mozna o czym Swiadcza przy-
ktady przywotane po poprzednim twierdzeniu. Rowniez w przypadku tego kryterium
wystarczy zatozy¢, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n zachodzi nieréwnosé
Wa, < q <1, by uzyska¢ zbieznos¢ oraz ze {/a, > 1, by uzyskac rozbieznosc.
Wyjasnijmy jeszcze, dlaczego oblicza¢ nalezy te akurat granice. Ot6z chodzi o po-
rOwnanie z szeregiem geometrycznym. Metoda d’Alemberta jest najprostsza i najbar-
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dziej naturalna. Druga metoda znalezienia ¢, jesli dany jest ciag geometryczny (aq™)
to obliczenie pierwiastka stopnia n z wyrazu aq™. Otrzymujemy <{/aq™ = g</a. Nie
jest to dokladnie ¢, ale lim ¢/a = q.

n—o0

Nadmieni¢ wypada, ze kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego jest nieco ogodlniejsze
niz kryterium ilorazowe d’Alemberta. Prawdziwe jest mianowicie nastepujace twierdze-
nie:

Twierdzenie 3.19 Jedli (a,) jest ciagiem liczb dodatnich, takim ze istnieje granica

. ans L . L .

7}1_)1210 o = ¢, to rowniez ciag (w/an) ma granice i jest nig q.

Dowéd. Stwierdzeniem rownowaznym tezie jest: 1“;” = Iny/a, — Ing.! Ma
n—oo

to by¢ wnioskiem z tego, ze  Ilna,;; — Ina,——Ing. Jest to jednak wniosek na-
n—oo

tychmiastowy z twierdzenia Stolza. Wystarczy przyja¢ b, = lna, —Inay oraz ¢, =n
i zastosowac twierdzenie Stolza do ilorazu ﬁ—", co zrobi¢ wolno, bo ciag (¢,) jest Sci-

sle rosnacy i nieograniczony z géry. Mamy zatem b,.1 — b, = Ina,. 1 — Ina, oraz
. b —b , ,
Cni1 — Cp = 1, wiee 2H—" =Ina,y; —Ilna,—Inq. Dowdd zostal zakonczony. m
Cn+1—Cn n—o00
Bez trudu mozna wskazaé ciag (a,) liczb dodatnich, dla ktérego istnieje granica
lim {/a, inie istnieje granica lim “*: 1, 1, %, 2, %, 3, ;11, 4, ... Sprawdzenie
n—oo n—o0 n
szczegOlow pozostawiamy czytelnikowi w charakterze prostego ¢wiczenia.
Szereg geometryczny nie jest jedynym szeregiem ,wzorcowym”. Wzorcem moze by¢
o0
tez np. szereg E # Twierdzenie pozwalajace na obliczanie ,wtasciwego” wyktadni-
n=1

ka p znajduje sie ponizej.

Twierdzenie 3.20 kryterium Raabego
Jedli szereg " a,, ma wyrazy dodatnie i istnieje granica lim n (aaﬁ — 1) =p, to jesli
n—o0 n
p > 1, to szereg > a, jest zbiezny, a w przypadku p < 1 — rozbiezny. m
, . 1/n? T nt1\4 T (L e
Dowéd. Mamy nanQOn <W — 1) = T}Lrgon <(T) — 1) = nhj& T =
ean(+1) 4 ] qln(1+%)

= lim T = 1-¢q. Niech ¢ bedzie liczba lezaca miedzy 1 i p; je-

n—o0 qln(l—&—%) n

zeli p < oo, mozna przyjaé q = %. Jesli p > 1, to dla dostatecznie duzych liczb

naturalnych n mamy n (aZL — 1> > n <1/(17<—1ql)q — 1), wiec azzl < 1/(17;1)11. Teza

o
wynika natychmiast z drugiego kryterium poréwnawczego i zbieznosci szeregu Zn%

n=1
Rozumowanie w przypadku p < 1 jest w pelni analogiczne. m

Pokazemy teraz jeszcze jedno twierdzenie, ktore w zasadzie mozna uznaé za narze-

dzie do tworzenia kryteriow.?

L'W tym rozumowaniu przyjmujemy, ze no=-oco i Inoo = oo, wtedy In: [0,00]—[—oco,00] jest
funkcja ciagla (definicja Heinego).

2 to jeden z tych licznych przypadkéw, w ktérych dowdd jest bardzo prosty, a przynajmniej
krotki, ale twierdzenie jest uzyteczne i wcale nie jest tatwo je wymy$li¢.
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Twierdzenie 3.21 (kryterium Kummera)
Jesli wyrazy szeregu > a, sa liczbami dodatnimi, to jest on zbiezny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ > 0 i taki ciag (b,) liczb dodatnich, Ze nieréwnosé

an
nan+1

Jesli wyrazy szeregu > a, sa liczbami dodatnimi, to jest on rozbiezny wtedy i tylko

—b,11 = 0 jest spelniona dla kazdej liczby naturalnej n.

an
An+41

wtedy, gdy istnieje taki ciag (b,) liczb dodatnich, ze nieréwnosé b, —bpe1 <0 jest

spelniona dla kazdej liczby naturalnej n, a szereg > i jest rozbiezny.

Dowéd. Zaczniemy od dowodu zbieznosci szeregu Y a,,. Mamy kolejno

a1by = ashy + das = asbs + 0(as + az) = asby + 0(as + asz + ay4), itd. Stad wynika, ze

arby = apb, +0(ag+as+---+a,) > d(ag+az+---+a,) dla kazdej liczby naturalnej

n>=2,wiec ay +as+az+---+a, <a+ “151“ , co dowodzi zbieznosci szeregu > a,, .
Teraz zalozymy, ze szereg > a, jest zbiezny. Definiujemy b,, = % . Wtedy

__ antitango+t... _ an+2+an43+...

a
B — bn+1 -
An+41 An+41

nan+1

pierwsza czes¢ twierdzenia.

= 1. Przyjmujemy ¢ = 1. Udowodnilismy

Zatozmy, ze % = o0 oraz, ze a,b, < a,y1b,41 dla kazdej liczby naturalnej n.

Wtedy a,b, > a,_1b,_1 = --- > a1by, zatem a,, > %, wiec

a1+a2+-‘~+an>a1b1(%1+%2+~-+%n),
zatem > a, = 00.
Zalozmy teraz, ze szereg Y . a, jest rozbiezny. Niech b, = W Wtedy

”a:ﬁ — byy1 = —1 < 0. Zauwazmy jeszcze, ze
! + + -t !
bn anrl anrk B
Qp, An41 A4k

= + oot >
a+as+---+ay, a1+a2—|—---+an+1 al—l—aQ—l—---—l—amk

an+an+1+"'+an+k

> »1,2 bowiem
ay+az+ -+ Qp1+ Ay + 0 Apgg koo

k—o0

00 00 n—1

lim (ap, + apy1 + -+ + apgp) = 00, gdyz Zaj = Zaj — Zaj = oo dla kaz-
j=n j=1 j=1

dej liczby n € N. Wynika stad, ze dla kazdego n € N istnieje takie £k € N, ze

1 1 1 1 R : ) .
ottt T > e Szereg > 5, hie spelnia zatem warunku Cauchy’ego, wigc

jest rozbiezny. Dowod zostal zakonczony. m

Uwaga 3.22
Przyjmujac w pierwszej czesci kryterium Kummera b, = 1 dla kazdego n otrzymujemy

warunek a“ﬁ —12>206>0, czyli =2 < ﬁ, tzn. kryterium d’Alemberta zbieznosci

szeregu. Druga cze$¢, z tymi samymi by, by, ... daje nam kryterium d’Alemberta
rozbieznodci szeregu, a nawet troche silniejsze stwierdzenie.

Przyjmujac b, = n w kryterium Kummera otrzymujemy kryterium Raabego:
n-22- —n—1>0>0, czyli n(#’il - 1) > 1+ 6. Podobnie dla rozbiezno$ci.

An+1

3 n jest chwilowo ustalone!
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Definicja 3.23 (szeregu bezwzglednie zbieznego i szeregu zbieznego warunkowo)
Szereg > a, nazywany jest bezwzglednie zbieznym wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
> lan| jest zbiezny, tzn. gdy > |a,| < +oo. Jedli szereg > a,, jest zbiezny, ale nie jest
zbiezny bezwzglednie, to nazywany jest szeregiem zbieznym warunkowo. m

Najprostszymi szeregami bezwzglednie zbieznymi sg oczywiscie szeregi o wyrazach
n—11
n

dodatnich, ale jest tez wiele innych. Szereg > (—1) jest zbiezny warunkowo. Szereg

S (=1)""1L jest zbiezny bezwzglednie.

n2

Twierdzenie 3.24 (o zbiezno$ci szeregu bezwzglednie zbieznego).

Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.

Dowéd. Trzeba wykazaé, ze szereg »_ a, spelia warunek Cauchy,ego wiedzac, ze
szereg > |a,| spetia ten warunek. To jednak wynika od razu z nieréwnosci trojkata:

@1 + Gngz + -+ Qg < ania| + [anr2 + -+ | <c. =

Jedng z podstawowych wtasnodci szeregdw bezwzglednie zbieznych jest niezaleznosé ich
sumy od kolejnosci wyrazéw szeregu. Udowodnimy teraz to twierdzenie.

Twierdzenie 3.25 (o niezaleznosci sumy szeregu bezwzglednie zbieznego
od kolejnosci jego wyrazéw)

Niech pbedzie dowolng permutacja zbioru wszystkich liczb naturalnych, tzn. w ciagu

(p(n)) , ezyli w ciagu p(0), p(1), p(n),... wystepuja wszystkie liczby naturalne, kazda

doktadnie jeden raz. Niech > a, bedzie szeregiem bezwzglednie zbieznym. Wtedy sze-

reg > ap(n) jest zbiezny i zachodzi rownosé

Z Ay = Zap(n) .

n=0 n=0

Dowéd. Niech s, =ag+a1+---+a,, sP

b = ap(0) T ap(1) + + -+ apn) 1niech € bedzie
dowolna liczbg dodatnia. Istnieje wtedy taka liczba naturalna m, ze
|Gmg1] + 2| + -+ < 5.
Istnieje liczba naturalna n. > m, taka ze wsréd liczb p(0), p(1), ...,p(n.) znajduja
sie wszystkie liczby 0, 1, 2,..., m. Niech k > n.. Wtedy
sk = Skl < lam| + lamga| +...
bo zaréwno s jak i sy sa sumami pewnych liczb a;, jesli jaki§ wyraz jest sktadnikiem

obu sum, to nie wystepuje w réznicy s, — s,. Wyrazy ag, ai, ..., a, wystepuja
zaréwno w si jak i w s}, i wobec tego nie wystepuja one w s, — s, . Wynika stad, ze
o
9] I3 . . . . .
|sk—sp| < |@my1]4|amea|+- - < 5. Takie same rozwazania dotycza réznicy E n— Sk ,
n=0
o
wiec rowniez g an — sx| < 5. Wobec tego
n=0
o0 o0
p p €
g ap — S| < E Qp — Sk| + | Sk — Sy, <—+§:z—:
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dla kazdej liczby k > n. . Z definicji granicy ciagu wynika wiec, ze lim sP = Zan,
n—oo

n=0
(o.9] (o.9]
a to wtasnie oznacza, ze E Ap(n) = E a, . Dowdd zostat zakonczony. m

Zajmiemy sie teraz twierdzeniem o mnozeniu szeregéw. Mnozac dwie skonczone
sumy liczb
(ap+ar+---+a,)(bo+by+---+0b,)
otrzymujemy sume¢ wszystkich iloczynéw postaci a;b;, np. dla n = 2 mamy:

(ap+ a1+ as)(bo + b1 +b2) = agby + aghy + agbs + a1bg + a1by + a1by + asby + asby + asbs .
Oczywiscie otrzymana sume dziewieciu sktadnikéw mozna porzadkowaé na wiele spo-
sobéw (9!=362880). W przypadku skoriczonej liczby sktadnikéw kolejnosé dodawania
nie ma zadnego wptywu na ich sume. To samo dotyczy nieskonczenie wielu sktadnikow
pod warunkiem rozwazania wyrazow szeregu bezwzglednie zbieznego. W przypadku
szeregu, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny nalezy jednak by¢ ostroznym. Jest jasne,
ze mnozac dwa szeregi » a, i Y, b, powinni$my otrzymaé szereg, wsréd wyrazow
ktorego sg wszystkie iloczyny postaci a;b; uporzadkowane w jakis sensowny sposob.
Okazuje sie, ze sugerowany rezultat wygodnie jest sformutowaé tak:

Twierdzenie 3.26 (Mertensa o mnozeniu szeregéw)
Zatézmy, ze szeregi Y a, i Y b, sa zbiezne, przy czym co najmniej jeden z nich jest
zbiezny bezwzglednie. Niech

n

Cn = aoby + arby 1 + agby o+ -+ ap_1by + anby = Zajbn—j-
j=0
Wtedy szereg > ¢, jest zbiezny i zachodzi réwnosé:

o0 o0 o0
E an~E bn:E Cp -
n=0 n=0 n=0

jesli oba szeregi Y a, i > b, sa zbiezne bezwzglednie, to réwniez szereg »_ ¢, jest
bezwzglednie zbiezny.

Dowdd. Przyjmijmy, ze: s =ag+a; + -+ an, 82 =by+b+--+ by,
sp=cot et ey =), ab;. Zbieznost szeregdw ) a, i Z b, oznacza ist-

nienie skoficzonych granic lim s¢ = A oraz lim s® = B. Mamy wykazaé, ze granica
n—oo n—oo

ciagu (s%) jest AB. Oczywiscie jest wszystko jedno, o ktérym szeregu zalozymy, ze
jest bezwzglednie zbiezny. Przyjmijmy, ze jest to szereg Y. a,, czyli > |a,| < +oo.
Zauwazmy, ze:

Sp = D irjen @ibj = ao(bo + b1+ -+ by) +ar(bo + b1 + -+ by1) +

tag(by + by + -+ 4+ bya) + o0+ anby = aps® + a1 | + assh o, + o0 + a,sh.
Wobec tego

sesh — 58 = apst 4+ arsh + assh + -+ apsh — s =ay (sh — b)) +

Sn—1
tas(sh—sb )4+ Fan(sh—sh).
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Poniewaz szeregi > |a,| oraz »_ b, sa zbiezne, wiec ich ciagi sum czesciowych sa ogra-
niczone. Oznacza to, ze istnieje liczba M > 0, taka ze dla kazdego m prawdziwe sa
nierownosci:

|aol + |ar] + -+ [am| < M, |bg+ b1+ + by < M.
Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Ze zbieznosci szeregu wynika, ze spetlia on

warunek Cauchy’ego, wiec istnieje taka liczba naturalna n., ze jesli £ > m > n., to
£
4M >

ZZO:%H |an| = |an 41|+ |an 2|+ < 57 5 ’ZZO:O An D oo by — S% - sfn‘ < £. Wobec

tego dla m > 2n. mamy
o0 oo o0 o0
b
)OUIE SUSAR) DY S AR
n=0 n=0 n=0 n=0
b

g
< g tlal- lsh = shal +laa] - sy = shoal - F lanc| - [ = st | +

zachodza nieréwnosci: |sb — s? | <

a b c
< +Smsm_sm<

Fanes1] - 5m — Smenc—1]| + |@nesa| - [Sm = Smn.—2| + -+ |am] - [8m — 50| <

€ 9
< g tlaf +laof +- - +lan]) - 77 + (lana] +lanv2l + -+ am) - 2M <
9 9 €
<Samo S om=c.
2 P I T s °

Z definicji granicy ciagu wynika, ze lim, o0 S5 =D 0 @n - Y oo bn.

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze jesli oba szeregi Y a, i > b, sa bezwzglednie
zbiezne, to rowniez szereg Y ¢, jest bezwzglednie zbiezny. Wynika to od razu z juz
udowodnionej czesci twierdzenia i warunku Cauchy’ego. Dowdd zostat zakonczony. m

Czytelnik moze sie przekonad, ze istnieja szeregi zbiezne Y a, i Y b, , dla ktérych
szereg Y ¢, jest rozbiezny. Wystarczy przyjaé¢ a, = b, = (—1)”_1\%E i przekonaé sie,
ze w tym przypadku ciag (c,) nie jest zbiezny do 0, wiec szereg »_ ¢, jest rozbiezny.
Z drugiej strony jesli szeregi Y a,, > b, 1 Y. ¢, sa zbiezne, to Y o ¢y =D 0" ay -
Yo o b, — nie podamy dowodu tego twierdzenia, bo nie bedziemy z niego korzystac.
Opisane twierdzenia wskazuja na to, ze zaproponowana przez Cauchy’ego kolejnosé
sumowania iloczynoéw a;b; , jest wlasciwa.

Definicja 3.27 (iloczynu szeregéw)
Noczynem Cauchy’ego szeregéw > > ja, i Y .- b, nazywamy szereg > ., cy,, kté-
rego wyrazy definiujemy za pomocg wzoru ¢, = Zi+j:m aib; =" aiby_;. W

49



