Szeregi liczbowe — wstep
Ostatnia aktualizacja 7 lipca 2025
Zajmiemy sie teraz ciggami nieskonczonym, ale zapisywanymi w postaci sum.

Definicja 2.1 (szeregu)

Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Szeregiem o wyrazach ag, ay, as, . ..

nazywamy cigg, ktérego kolejnymi wyrazami sg sumy poczatkowych wyrazéw ciggu

(an): So=ap, sS1=ay+a,, Ss=ayg+a+as,....

Liczby so, s1, S2, ... nazywane sa sumami czeSciowymi szeregu o wyrazach ag ,

a ,as ., ...

Szereg o wyrazach ag, ay, as, ... oznaczamy symbolem ag+ a; +as + ... lub symbo-
o

lem Zan, czasem tez Y a,, jesli nie jest istotne od jakiego wyrazu rozpoczynamy
n=0

sumowanie.

Jesli ciag sum czesciowych szeregu ma granice, to nazywamy ja sumg szeregu, jesli
suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, jesli suma szeregu jest
nieskonczona lub jesli ciag sum czesciowych szeregu nie ma granicy, to szereg nazy-
wamy rozbieznym. Jesli szereg ma sume, skoniczong lub nieskonczona, to oznaczamy ja

tak samo jak szereg: ag+a; +as+ ... lub Z a,. |
n=0

7 doswiadczenia wynika, ze w tym przypadku pewna dwuznacznos¢ oznaczen nie
prowadzi do nieporozumien, a nawet jest utatwieniem.

Tak jak w przypadku ciagéw numeracje wyrazéw mozna zaczyna¢ od dowolnej
liczby catkowitej. Jesli rozpoczynamy od liczby k, to szereg oznaczamy symbolem

a/k-+a/k-+1+... lub Zan.
n=k

Czytelnik moze nieco zaskoczony tym, ze rozpoczynamy od definicji i to nieco przy-
dhugiej. Ot6z pojecie sumy nieskonczonej wymaga definicji: jaka ma by¢ warto$é sumy
nieskoniczonej SS(—-1)"=1—-14+1—-14+1—-1+4...7

Mogtaby by¢ réowna 0, bo 1—1+1—-1+1—-1+---=(1-1)+(1=1)+---=0+0+....
Mogtaby by¢ réwna 1, bo 1—1+1—-1+1—-1+-- =14+ (-14+1)+(-1+1)+--- =
1+0+0+....

A moze nie 0 ani 1, lecz % , bo przeciez sumujemy ciag geometryczny o ilorazie —1, a

jak to méwiono w szkole: suma nieskoriczonego ciggu geometrycznego 1+ q+q¢> + ...

jest rowna fq. Faktem jest, ze wielu absolwentow szkét srednich pamieta o tym, ze

trzeba byto zalozy¢, ze |q| < 1, ale duza cze$¢ nie bardzo wie, dlaczego takie zalozenie
trzeba uczynic.
To nie jest jedyny problem. Rozwazmy sume 1—% + % — i + % — % + .... Niech

AR [N S S ST G e i A i ieré Sci
sp=1—5+3—3++(=1)""'+. Poniewaz ; — =5 > 0, wigc zachodza nieréwnosci

s1'>s3' > 85’ > ... oraz sy <) <sg<...,wiec ciagl (sh, 1) 1 (sh,) maja granice.

1

5, zatem lim (s, , — sh,) = 0. Wobec tego granice ciagow

/ !/ —
Mamy s, ; — s5, =
n—oo
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(s’%fl) i (s,) saréwne ilezag miedzy s oraz s} . Oznacza to, ze ciag (s,) jest zbiezny
o0

i ze jego suma lezy w przedziale (%, 1). Mozemy to zapisaé tak: % Z(—l)”% <1.
n=1

Teraz rozwazmy szereg 1+%—%+%+%—;11+%+1—11—%+. ... Wystepuja w nim te same

wyrazy (sktadniki) co w szeregu 1— % + % — }l + ..., ale w innej kolejnosci: —% na trze-

cim miejscu zamiast na drugim, % — na drugim zamiast na trzecim, —% — na szostym

zamiast na czwartym, % — na czwartym zamiast na piatym, % — na pigtym zamiast na
siodmym, itd. Na tzw. zdrowy rozum suma nie powinna zaleze¢ od kolejnosci sktadni-
kow. Tak oczywiscie jest w przypadku sumowania skonczenie wielu liczb. Przekonamy
sie, ze nie dotyczy to szeregdw, czyli sum nieskoﬂczem'e Wielu sktadnikéw. Rozwazmy
kolejne grupy trojsktadnikowe: 1+%— 55 5+— — Z , 54— = —= ... Pierwsza grupa konczy
sie sktadnikiem —%, druga — sktadnikiem _Z’ trzecia — skladnikiem —% itd. Wida¢

wiec, ze ostatni sktadnik w m-tej grupie jest rowny —ﬁ . Bez trudu mozna stwierdzi¢,

1 _ 1
2:2m—1 ~ 4m—1"

1 1 1 11 11 1 3
Mamy gt S s T T s Tn(n—1) T In@n—3) - Wobec

ze poprzedni to

1
4m—3

tego

a jeszcze poprzedni, czyli pierwszy w grupie réwny jest

L _ 143 18 143 1
4n?  4n-4n  4dn(dn—1)  4n(4n—3) " 4dn-n  n?

— korzystaliémy z tego, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzg pod-
wéjne nieréwnosci 4n >4n—1>3n>n 1 4n > 4n — 3 > n. Oznaczamy sume n
pierwszych wyrazow drugiego szeregu przez s . Mamy oczywiscie

< 1

"
0< gz < S3(n41) ~ S3n < n2 -

Wynika stad, ze ciag (s5,) jest Scisle rosnacy i dodatkowo
S <ptgto.tm<litigtszt.. g =
=l+1—-3+5—3+ +5-2=(2-3)<2.

Ciag (ssn») jest zatem $cisle rosnacy i ograniczony, wiec ma granice skoniczona. Jest

ona wieksza niz 1+ % — % = % 1 mniejsza niz 2.

4 . 1 "
Poniewaz s3, ., — s3

_ " _
n = 4n+1 >0 1 85,40 — S5, =

n—oo

4n 3 —> 0, wiec ciaggi

(sgn+1) i (s§n+2) maja granice i to takie same jak ciag (s%,). St@d bezposrednio
wynika, ze ciag (s7) jest zbiezny do tej wspdlnej granicy swych trzech podciagdw,
ktore zawieraja wszystkie jego wyrazy. Wykazaliémy wiec, ze drugi szereg jest zbiezny.

4 z L I 1 1 1 "o
Poréwnamy teraz sumy obu szeregéw. Definiujemy s’ =1— 35+ 35— 3 +..., s3, =
1_1.,1,.1_1 " RN T " ;

l+3—5+¢+5—3+....Zachodzg wzory s’ = lim sy, i s" = lim sy, . Zauwazmy,
n—oo n—oo
ze

1 11 ( 1 L) 1 1 1 1 1 1 1
4dn—3 + 4dn—1 2n 2n—1 2n/) ~ 4n—3 + 4dn—1 2n—1 4dn—3 4dn—2 + dn—1 4n—2

— 1 1 _ 2
T (4n—=3)(4n—2) = (4n—1)(4n—2) ~ (4n—3)(4n—2)(4n—1) > 0.

Wobec tego

_ 2 2 2 2 1
S3n = 820 = 153 T 5or T T @ss) @) @n=l) Z 123 — 3
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1
3
Okazato sie wiec, ze zmiana kolejnosci wyrazéw szeregu, czyli zmiana kolejnosci su-

Stad wynika, ze ciag (s3,rqrq — s5,) jest Scisle rosnacy, zatem s” — s’ > s — 54 =

mowania nieskoriczonego doprowadzita do zmiany sumy szeregu (suma urosta o wiecej
1

niz 3 ). Mozna zmieni¢ kolejnos¢ wyrazow szeregu tak, by stal si¢ on rozbiezny, np. by
ciag sum czesciowych nie miat granicy albo by miat granice nieskonczona. Wskazuje to
wyraznie na koniecznos¢ sprecyzowania pojecia sumy nieskonczonej — od tego zacze-
liSmy ten rozdzial — a nastepnie wyjasnienia, jakie wtasnosci przystuguja nieskonczo-
nym sumom, czyli szeregom, bo przeciez wykazaliSmy juz, ze nie mozna automatycznie
przepisywaé sumom nieskonczonym witasnosci sum skonczonych Tym sie bedziemy zaj-
mowa¢ w dalszym ciggu tego rozdziatu. Tematu nie wyczerpiemy, wykazemy jedynie
kilka twierdzen, ktére powinny pomoc zrozumied, jak mozna postepowaé z szeregami

w najprostszych sytuacjach.

Twierdzenie 2.2 (warunek konieczny zbieznosci szeregu)
Jesli szereg SSa, jest zbiezny, to lim a, = 0.

n—oo
Dowéd. Mamy a, = s, — S,—1. Granica lim s, jest skonczona, bo szereg jest
n—oo
zbiezny, wigc lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s, ; = 0. Dowdd zostal
n—oo n—oQ n—oo n—o0

zakonczony. m
Twierdzenia tego odwréci¢ nie mozna, co pokazuje nastepny przyktad.

Przyktad 2.3 (szereg harmoniczny)

1
Zbadamy zbieznos¢ szeregu g —. Oczywiscie lim % = 0. Zauwazmy, ze dla kazdej
n n—00
n=1

liczby naturalnej k£ > 1 prawdziwa jest nieréwnos¢

N

1 1 1 1 1
ittt T b =
Stad wynika, ze
1+i4+1+1>143+2-1=2,
I+i+d4dip iyl lsypdyoiygl=01
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+5+§+71+3+5+7+§+§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ>
>14+5+2-7+4-3+8L=3.

L czyli dotaczymy nastepng grupe

32
utamkow o sumie wigkszej niz %, to otrzymamy liczbe wieksza od 3 + % Konczac

é otrzymujemy sume wigksza niz 4, konczac na liczbie ﬁ otrzymujemy

sume wieksza niz 4 + % itd. Wida¢ wiec, ze ciag sum czesciowych, ktory jest rosnacy i

. -, . . 1 _ . . .
ma ma granice +oo. Wykazalidmy wiec, ze E ~ = +00, co oznacza, ze szereg nie jest

Jesli rozwazymy sume konczaca sie na sktadniku

na utamku

n=1
zbiezny.

Jasne jest, ze to rozumowanie mozemy znacznie skrocic, jesli stwierdzimy, ze z nie-

1 1
k+1 + k+2

szeregu Z% nie spetnia warunku Cauchy’ego, zatem nie ma granicy skonczonej, a to

réwnosci Sop — Sp = + -+ 5 > 3 wynika, ze ciag (s,) sum czeSciowych

oznacza, ze jest rozbiezny. ®m
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Twierdzenie 2.4 (o zbieznosci szeregu geometrycznego)

Szereg geometryczny Zq” jest rozbiezny, gdy |q| > 1. Jedli |¢| < 1, to
n=0

l+q+ @+ =) "=
n=0

Dowéd. Jedli |g| > 1, to ciag (¢") nie ma skonczonej granicy, a jesli ja ma (gdy

q=1), to jest onarézna od 0. Jedli |¢| < 1, to poniewaz 1+q+q?+---+q¢" ' = %,
wiec lim (1+q+q2+...+qﬂ*1) = lim = — 1 gn
n—oo

n—oo 174 1-q

Z udowodnionego twierdzenia wynika natychmiast nieco ogélniejszy wzoér (roz-

powszechniany w szkotach): ¢ +cq +cg® + -+ = Zcq” Mﬁ] .
n=0
Definicja 2.5 (rozwiniecia dziesigetnego)
Niech x > 0 oznacza liczbe rzeczywista. Niech c¢i,cp_1,cx_2,... oznacza ciag cyfr

uktadu dziesietnego, tzn. ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dla n=k,k—1,k—2,... przy
czym ¢ # 0. Méwimy, ze ciag (c,) jest ciagiem cyfr liczby = wtedy i tylko wtedy,
gdy

[e.9]

7= 10% + ¢ 110571 ¢ 51052 4 ¢ 51053 ... = ch_nlok*" n
n=0

Przyktad 2.6 Niech k = 0 4 niech ¢; = 3 dla j = 0,—-1,-2,... 1 ¢; = 0 dla
1=1,2,3,.... Wtedy

x:3~1004—3-10_1—i-i’>-10_2+---:131 :13—0.
~10
Przyktad 2.7 Jesli k =0, ¢ =1, 0=c 1 =co=c3=...,t0x=1.Jesl
k=—-1i9=c1=co=c3=...,t02=9-100"+9-10724+9-1073 +--- réwniez

odpowiada liczbie 1. m

Widzimy wiec, ze w niektorych przypadkach jednej liczbie moga odpowiada¢ dwa
rozne ciagi cyfr. Przekonamy si¢ zaraz, ze najwyzej dwa rézne oraz ze kazdej liczbie
dodatniej odpowiada co najmniej jeden ciag cyfr.

Twierdzenie 2.8 (o przyblizeniach dziesietnych)

Dla kazdej liczby x > 0 istnieje liczba k € Z i taki ciag (cyfr) ¢, cp—1,Cr—2,..., Z€
cr—; € {0,1,2,...,9} dla 7 =0,1,2,... oraz ¢, # 0 i zachodzi réwnosé
r=cp10F 4oy 105 o p - 10F 2 4 =) T 105 (*).
n=0
Jesli istnieje taka liczba naturalna j, ze 10/ - z € N, to istniejg doktadnie dwa
takie ciagi ¢k, Ck—1,Cr—2,... 1 Cu,Cr1,Cr_2,....deSli k # Kk, to |k — k| = 1; jesli np.
k=rk+1,tocg=110=cp1=cpo=... Oraz 9=¢, =Co1 = Coo = .... Jedli
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k = k, to istnieje liczba catkowita m taka, ze ¢; = ¢; dla k> 1> m, ¢, =1+ ¢
(lub odwrotnie) i dla kazdego i < m zachodza réwnosci ¢, =9, &, =0.

Jedli dla kazdej liczby naturalnej j zachodzi 107 -z ¢ N, to istnieje doktadnie
jeden taki ciag cyfr ¢, cp—1,Cr2,..., 26 ¢ > 0, ¢—; € {0,1,2,...,9} dla kazdego
j€40,1,2,...}, dla ktérego zachodzi réwnosé (*).

Dowéd. Niech k € Z bedzie taka liczbg, ze 10F < z < 10**!. Z nastepujacych

rownosci lim 10" = +oo0 i lim 107" = 0 wynika, Ze istniejg potegi dziesigtki wieksze
n—o0 n—o0

niz x, 10+ to najmniejsza z nich (w kazdym ograniczonym z dotu zbiorze ztozonym
z liczb catkowitych znalezé mozna najmniejsza). Niech ¢, € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} be-
dzie najwieksza cyfra taka, ze c; - 10¥ < x. Zdefiniujemy cyfry cp_1,Cp_s,... przez
indukcje. Zatézmy, ze zdefiniowalisSmy juz cyfry cg,cr_1,cr_2,...,c; w taki sposob, ze
dla kazdego j € {0,1,2,...,i} zachodzi nieréwnosé
0<a— (o 107"+ ey - 10571 4+ ¢y - 10M79) < 10577 =10 - 10F91.

Dla j =i mamy wicc 2 — (¢ - 10¥ + ¢y - 10571+ - ¢ - 1057%) < 10 - 10k,

Definiujemy ¢x_;—1 jako jedyna liczbe ze zbioru {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} (wiec cyf-

re) taka, ze

0<a— (cp- 10"+ ¢y - 105+ g - 1087171 < 10F07L,
W ten sposéb zdefiniowalismy ciag ¢, cx_1, ... spetniajacy zadane warunki, bo oczywi-
Scie Z11)1%1010”“*1'*1 = 0, a stad i z definicji sumy szeregu wynika od razu, ze

r=cp-10F 4+ cp_q - 10F 1 4o - 10572 4 - ..
Teraz zajmiemy sie jednoznaczno$cia. Zatézmy, ze

ic’f" C10F T =g = iéﬁn - 1057,
n=0 n=0

Zalozmy, ze k > k, przypadek k < Kk rozpatrze¢ mozna w identyczny sposob. Wtedy

o0 oo
T =) Cep 105D 91057 = S0 = 0nH
n=0 n=0 10
o0
<op - 107 Lo - 10F < ch_n 10k = .
n=0
Wynika stad, ze powyzsze nierdwnosci sg réwnosciami czyli, ze:
9:5,@:5,@_1:5,{_2:... 3 Ckzl, /{Z:Ii—i-l OZCk_1:Ck_2:m

Teraz zatozmy, ze k = k. Zatézmy, ze i jest najmniejsza liczbg caltkowitg nieujemna,
dla ktorej c_; # ¢x_;. Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze c,_; > ¢,_;. Mamy wiec

2= Gy LM = G 108 4 Gy - 10F TN e o Gy - 1057 - 105
n=0
+ 5]6,7;,1 . 10k_i_1 + ék,i,Q : 1Ok_i_2 + - <
S0P 4 Gy 10T e Gy - 10R T G 10R
+ 9. 10k—i—1 + 9. 10k—i—2 =
S10F 4 Gpq - 10 e Gy - 10RT 4 (G 1) - 10K

N
o

= ék _
= 10"+ gy - 10F oo gy - 10PT 4 (G + 1) - 10770 <
< CL - 10k’ +Cp_q - 10k—1 + -+ Ch—it1 10k—i+1 +cp g - 1Ok_i <
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<cop 108 4y - 108 4o by - 10F7HH g 10R T 4+
+ iy - 10F 7 b o 10PTT2 =,

Jasne jest, ze w rzeczywistosci powyzsze nieréwnosci sg rownosciami. 7 tego stwierdze-
nia wynika, ze:
9=Crio1 =Choj2= ..., Chj = Cui+ 1 o0raz 0 = cp_;_1 = Ct—j_2 = .... Dowdd
zostal zakonczony. m

Pytanko: konstrukcja rozwiniecia dziesietnego przedstawiona w dowodzie daje
w przypadku liczby 30 wynik: 3-104+0-10°+0-10"1 +0-1072 4 --- czy moze
2:-10+9-10°+9-107'+9-102+...7 m

Studenci bez trudu zastapiag w tym twierdzeniu liczbe 10 przez dowolng liczbe
c € N(2) i otrzymaja twierdzenie w wersji z wyktadu. Tu zmienilem po to, by ci z
Panstwa, ktorzy mieli ktopot w trakcie wyktadu, mogli to obejrze¢ w nieco prostszej
wersji.

Warto jeszcze przeformutowaé warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu do granicy
skonczonej na przypadek szeregu liczbowego.

Definicja 2.9 (warunek Cauchy’ego dla szeregu liczbowego)
Szereg Y a, jest zbiezny (czyli ma skonczona sume) wtedy i tylko wtedy, gdy
V5>03n€Vn>n5Vk|an+1 + Qpyo + -+ CLn_._k‘ <e€.
Dowéd. Wynika to natychmiast z odpowiedniego twierdzenia dla ciggéow zastosowa-
nego do ciggu sum czesciowych interesujacego nas szeregu:
€ > |Sn+/€ - Sn| = |an+1 +apyo + 0+ an+k| )
doktadniej ciag (s,) zdefiniowany réwnoscia s, = ag + a1 + - -+ + a, ma skonczona
granice wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej ¢ istnieje taka
liczba n., ze dla kazdej liczby naturalnej n > n. i kazdej liczby naturalnej k& zachodzi
nieréwnosé € > |Spik — Sp| = |ans1 + @ + -+ apigl. ™
Jak wida¢ nic nowego w tym twierdzeniu nie ma poza oznaczeniami. Dodajmy
jeszcze, ze z formalnego punktu widzenia kazdy ciag (b,) mozna potraktowaé jako
szereg. Wystarczy przyja¢ ag = by i a, = b, —b,—1 dla n =1,2,3,.... Przekonamy
sie jednak, ze ta uwaga cho¢ z formalnego punktu widzenia jest prawdziwa, to nie
ma wielkiego zastosowania. Wyrazy wielu ciagéw dane sa jako sumy i wtedy teoria
szeregbw, ktorej wiasnie zaczelisSmy przygladaé sie, ma zastosowanie, a w wielu innych
przypadkach jej stosowanie nie ma wigkszego sensu.

Dodajmy jeszcze, ze powtarzajac dowodd zbieznosci szeregu anharmonicznego, czyli
o

szeregu 1 — % + % — 411 +e= Z(—l)”*% uzyska¢ mozna nastepujace

n=1

Twierdzenie 2.10 (kryterium Leibniza)
Jedli ciag (a,) jest monotoniczny i zbiezny do 0, to szereg

o0

ao—a1+a2—a3+---=Z(—1)”an

n=0
jest zbiezny. m
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Mozemy udowodnié¢ to twierdzenie nieco inaczej, np. korzystajac z warunku Cau-
chy’ego. Zat6zmy dla ustalenia uwagi, ze ciag (a,) jest nierosnacy, czyli ze zachodza
nieréwnosci ag = a; = as = ... . Wtedy
Ap41 = Opg2 + Qng3 — Apia + 00+ Apyok—1 — Apyok =

= =(Ant1 = Any2) + (Any3 — Anya) + (- + Gnpor1 — Gpyar) 20
oraz
ant+1 — (&n+2 - an+3) - (an+4 - an+5) — = (an+2k—2 - an+2kz—1) — Opiok < Apyts
zatem |api1 — Gpyo + Apys — Quag + -+ Gppok—1 — naok| < Ayt -

W taki sam sposob wykazujemy, ze
|ant1 = Gnyo + Qpgs — Gngg + -+ Gnpok—1 — Anyok + nyors1| =

= Upt1 = Unt2 + Ang3 — Qnga + -+ Qpyok—1 — Qniok + Qniok+1 S Antd -
Poniewaz 7}1_{20 an+1 = 0, wiec warunek Cauchy’ego jest w tym przypadku spetniony,
a to oznacza, ze szereg jest zbiezny. W jednym z nastepnych wykladow uogélnimy to
twierdzenie.
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