FUNKCJA I' EULERA

Niech I'(z) = [;°t*"te~'dt. Ta calka jest zbiezna dla kazdej liczby = > 0. Mamy bowiem

fol t*le~tdt < fol v ldt = %twé = %, wiec calka po przedziale 0,1] jest skonczona nawet

wtedy, gdy funkcja podcatkowa nie jest ograniczona. Mamy tez floo t*~le~tdt < oo, bo dla

1. —t (n42)1t*1 (n+2)!
e " < n+2 < 53

kazdej liczby naturalnej n > x — 1 zachodzi nieréwnosé t*~ , zatem

[ et dt < <(n+2)! fol t=2dt = (n+2)!. Wobec tego dla x>0 [;* " te~"dt € (0,00).

catkujemy

Mamy I'(z) = [ t" te ' dt %t””e*t‘;o—l—% JS tPemtdt = 1T (2+1). Wykazalismy

przez czesci

wiec, ze dla kazdej liczby dodatniej = zachodzi réwno$¢ I'(x + 1) = zI'(z). Wziawszy pod uwage
oczywista réwnosé I'(1) = 1 otrzymujemy kolejno I'(2) = 1-T'(1) =1, I'(3) = 2-T'(2) = 2,
I'4d) =3-T'(3) =3-2, ...,I'(n) = (n — 1)! dla kazdej liczby naturalnej n > 0. Zdefiniowalismy
wiec funkcje, ktérej wartosci w punktach naturalnych sa réwne (n—1)!, ale ktéra jest zdefiniowana
dla wszystkich liczb dodatnich. Takich funkcji mozna zdefiniowaé¢ nieskonczenie wiele réznymi
wzorami. Zachecam Panstwa do zrobienia tego tak, by otrzymaé¢ funkcje klasy C*° na (0, 00),

kazdy powinien przynajmniej ze dwie takie funkcje zdefiniowa¢ dla witasnej satysfakcji.

Wykazemy, ze naturalne warunki natozone na funkcje I' mozliwosci wyboru wyklucza,.

Twierdzenie 12.1 (H.Bohra")
Istnieje doktadnie jedna taka funkcja I':(0,00) — (0,00), ze I'(1) = 1, I'(z + 1) = z['(z) dla
kazdego x > 0, InT" jest funkcja wypukta.

Dowdd poprzedzimy kilkoma lematami. Bedziemy méwié funkcja logarytmicznie wypukla

zamiast logarytm funkcji jest funkcja wypukia.

Lemat 12.2 (o sumie funkcji logarytmicznie wypuktych)

Suma funkcji logarytmicznie wypuklych jest funkcja logarytmicznie wypukla. Zakladamy do-
datkowo, ze jesli ktory$ koniec dziedziny jest jej elementem, to funkcja jest w nim ciagla, ciagloéé
wewnatrz dziedziny wynika z wypukitosci.

Dowéd. Zalézmy, ze funkcje f i g sa logarytmicznie wypukte na przedziale I. Oznacza to,
ze dla dowolnych z,y € I zachodza nieréwnodci In f(£54) < L[In f(2) + In f(y)] 1 Ing(£Y) <

sng(@) +Ing(y)], cayli f(55%) < V/F@)f(y) i 9(5¥) < V/g(x)g(y) . Udowodnimy, ze
FOEEL) + g(552) </ (£(@) + 9(2)) (F() + 9(v)

Z logarytmicznej wypuktosci funkcji f, g i z nieréwnosci Schwarza wynika, ze

SO + g3 < V@) Fy) + Vo@)gy) = V@)V ) + V(@) Vely) <
S\/[\/f(x)]er[ 9(%)]2-\/[ ]+ g(y)]z:\/(f(x)+9(w))(f(y)+g(y))~

Poniewaz funkcja In(f + g) jest ciagla, wiec aby stwierdzi¢, ze jest wypukla wystarcza sprawdzié

warunek Jensena wylacznie, gdy wagi sa rowne % , a to wlasnie uczyniliSmy. B

*
Mlodszy brat Nielsa Bohra, jedyny znany matematyk, ktéry zdobyl medal olimpijski, srebrny w 1908 r, pilka
nozna, reprezentacja Danii.
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Lemat 12.3 (o logarytmicznej wypuklosci granicy)

Jedli f,, — f i wszystkie funkcje f1, fo,... sa logarytmicznie wypukle, to funkcja f tez jest
logarytmicznie wypukia.

Dowéd. Jedli 0 < a < 1, to dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnych z,y € I zachodzi
nieréwno$¢ In f, (az + (1 — a)y) < aln fo(z) + (1 — a)Inf,(y). Stad i z ciaglodci logarytmu
wynika nieréwnosé¢ In f(az + (1 — a)y) < aln f(z) + (1 — &)In f(y), a to oznacza, ze funkcja

graniczna f jest logarytmicznie wypukia. W

Lemat 12.4 (o logarytmicznej wypuklosci calki)
Jedli 0 < a < A, to funkcja, ktéra przypisuje liczbie z liczbe faA t*~le~tdt jest logarytmicznie
wypukia

n

DOWéd- NieCh fn(w) = MZ (G/ + %(A — a))x_le—a—j(A—a)/n. Poniewaz fn<x> to suma

n
j=1

Riemanna catki faA tr=le~tdt i lim 4-% =0, wiec lim f,(z) = faA t*~le~tdt. Wystarczy wiec
n—oo

n—0o0

udowodnié, ze funkcja f, jest logarytmicznie wypukta. Dla kazdego j € {1,2,...,n} funkcja

T — (a + %(A — a))w_le_“_j(A_“)/” jest logarytmicznie wypukta, bo jej logarytm jest funkcja
zwana, dawniej liniowa, a dzi$ afiniczng. Poniewaz suma funkcji logarytmicznie wypuklych jest

logarytmicznie wypukla, wiec f,, jest logarytmicznie wypukia. W

Lemat 12.5 (o logarytmicznej wypuklosci calki niewlasciwej)

Funkcja przypisujaca liczbie x > 0 liczbe fooo t*~le~tdt jest logarytmicznie wypukla.

Dowéd. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb dodatnich zbieznym do 0, za$ (A,) ciagiem liczb
dodatnich zbieznym do oo i niech a, < A, dla n = 1,2,... Mamy wiec fooo tr~le~tdt =

lim faA” t*~le~tdt, zatem teza lematu wynika z lematu o logarytmicznej wypukloéci granicy. M
n—oo n

7 udowodnionych lematéw wynika od razu, ze funkcja z — fooo t*~le~tdt spelnia warunki
wymienione w twierdzeniu H.Bohra.
Dowdd twierdzenia H.Bohra
Niech I': (0,00) — (0, 00) bedzie funkcja taka, ze I'(1) = 1, I'(z+1) = 2I'(z) dla kazdego = > 0,
InT jest funkcja wypukla i niech g(x) = InT'(x). Spelione sa wiec warunki
(i) 9(1) =0,
(ii)) g(x+1) —g(z) =lnzx,
(iii) gjest funkcja wypukts.
Niech x € (0, 1] iniech n > 1 bedzie liczba naturalna. Poniewaz iloraz réznicowy funkcji wypuklej
jest funkcja niemalejaca kazdego swego argumentu z osobna, wiec zachodzi nieréwnosé:

o) g — 1) — E0 =D =9(0) _ glnt2) —g(n) _ g(n+1) —gln)

n—1—n n+x—n - n+1—n

=g9(n+1)—g(n),

zatem

zn(n —1) = z[g(n) — g(n —1)] < g(n + ) — g(n) < z[g(n+1) — g(n)] =zlnn.
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Mamy tez
gin+z)—g(x) =gln+z) —gln—1+z)+gn—1+z)—gln—2+z)+ - +gx+1) —g(x) =
=In(n—14+z)+Inn—242z2)+---+In(l+2z)+Inzx.

Analogicznie

gn)=gn)—gn—-1)+g(n—1)—gn—2)+---+¢9(2) —g(1) =In(n—1)+In(n—2)+---+1In1.

Wobec tego

glx+n)—gn)=g(x)+nn—14+2z)+Inn—2+2z)+---+In(l+2)+lnzx —
—Inn—-1)+In(n—2)+---+1In1] :g(a:)%—lnx—f—Z}Zfln(l—F%).

Mozemy tez napisa¢ Inn = In(1 + -25) + In(1 + —15) + -+~ + In(1 + }) = Z’;:_ll In(1 + %) oraz

n
In(n—1) = Z;L:_f In(1+ %) . To pozwala napisaé¢ podwdjna nieréwnosé, w ktérej funkcja g wystapi

juz tylko jeden raz:
n—2 2 n—2 1 n—1 T n—1 1
—lnx—Zhl <1+—,) —|—IZID (1+f,) <g(z) < —lnz - Zln <1+—,> —i—len(l—i—f) .
= J =1 J = J =1 J

Jedli 0 <y <1,to In(1+y)=y— sy>+ 14y — Ly* +.- .. Z tej réwnosci wynika, ze dla kazdego
7 > 2 zachodzi nieréwnoéé

2

=[] - t<alm(I+ ) -1+ 2) < [T ]=2 "

Z tej nieréwnosci wynika, ze szereg Z;}il [In(1 + %) —1In(1+ f)] jest bezwzglednie zbiezny. Na
przedziale [0,1] zbieznosé jest jednostajna. Wobec tego zachodzi réwnosé

g(x) = —Inz+ 32, [zln(l + %) —In(1+ f)] :
Okazalo sie, ze funkcja g musi by¢ zdefiniowana konkretnym wzorem. Ta uwaga konczy dowdd

twierdzenia Bohra. W

Twierdzenie 12.6 (Wzér Gaussa)

1-2-...- -1
- lim n® - (n ) =—. lim n"-

1 1 n!
z n—oo  (1+x)2+z)...(n—1+2) 2 n-oo (z+1)(z+2)...(z+n)

I'(z) =

Dowdd. Wzér ten wynika od razu z oszacowan funkcji ¢ i z réwnosci
n—1 x n—1 — — 1
exp[—Inz — dio In (1+ 7) +x)y i In (1+ %)] =2 -H?le(l + %)x . H?lejﬁ =

_ 1 ‘n (n—1)!

x c (14z)(24z)...(n—14z) ° n

Twierdzenie 12.7 (Wzdr Weierstrassa)

T(z)==-e""]] w/“(1 7)
(x) e n:1e + - ,

gdzie v oznacza stala Eulera, tzn. ~ = lim [1 + % + ot % —In(n + 1)} =
n—oo

=lim [1-WmQ+)+2-n@+H+ - +2-In(1+)] =2 [ -1+ 1)].

n—00 n

*
W rzeczywistosci mozemy wyrazenie mln(l—i—%)—ln(l—i—%) nieco lepiej oszacowaé z géry: ta funkcja zmiennej x

jest Scisle wypukla jako réznica funkcji liniowej i Scisle wklestej, przyjmuje w punktach 0 i 1 wartos¢ 0, zatem

na przedziale (0,1) jest ujemna. Mamy wiec —%%gxln(l—i-%)—ln(l—&—?)go.
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Dowéd. Mamy
I'(z) = expg(z)] = exp{—Inz + Z;‘;l[w In(1+ %) —In(1+ )]} =

=exp{—Inz+ 372 z[In(1 + %) — %] +30 5 -1+ )]} =

J

=exp{—Inz —yz+ 372 [¢ —In(1+ )]} = 3 - e - [[72, eI (1 + £
Dowé6d wzoru Weierstrassa zostal zakonczony w przypadku 0 < x < 1. Otrzymany iloczyn
nieskoniczony jest zbiezny jednostajnie w kazdym zwartym podzbiorze K plaszczyzny, ktory nie
zawiera ani jednej liczby calkowitej niedodatniej (dodatnie nam nie przeszkadzaja, dla ujemnych
nie wszystkie wyrazy iloczynu nieskonczonego sa zdefiniowane, wiec o zbieznosci w ogdle mowic sie
nie da). Jednostajna zbiezno$¢ iloczynu wynika z tego, ze dla dostatecznie duzych n i wszystkich
x € K zachodzi nier6wnos¢ ‘%‘ < %, wige logarytm liczby 1+ % jest dobrze okreslony i mozemy
korzysta¢ z rozwiniecia In(1+z) = z — %zQ + %23 — %,24 +---. Te same komentarze dotycza wzoru
Gaussa. Z obu wzoréw Gaussa i Weierstrassa wynika, ze I'(z+ 1) = 2I'(z) dla kazdej liczby z € C
z wyjatkiem z = 0,—1,—-2,.... Wobec tego oba wzory okreslaja te sama funkcje. Dla = > 0

mamy wiec

oo

— [°° x— _ 1 : x 1-2-...-(n—1) 1 —~ z/n -1

D(x) = [yt le—tdt = | SIS U s ws oxes o oo vy Bl H e/Mlty) ..
n=1

Wykazemy teraz, ze zachodzi tez wzor Stirlinga - nie bedzie to jego najsilniejsza wersja, ale
bedzie to jeszcze jeden dowdd na to, ze uogdlnienie silni na liczby rzeczywiste, a nawet zespolone

zaproponowane przez Eulera jest wlasciwe.

Twierdzenie 12.8 (Wzér Stirlinga)

I 1)e*
lim L&+ Dle”

=00 T . \/2rx

» . . . , 4, . F(n+1)en _ . . .
Dowdéd. Wiemy, ze zachodzi réwnosé nlingo o rli 1. Niech 0 < z < 1. Udowodnimy, ze

I'(z414n)e™t®

prawdziwa jest rownos¢ nan;O RS EE TRy = 1. Mamy
I'(z+ 14 n)ent® B
(n+z)ntz . \/2m(n + x)
(4 n)(r+n—-1).. (x4 al'(x) nl-e" e’ 1

nl e Vamn o (42 Th 2 (14 20

— kolejne czynniki daza do 1: pierwszy, bo prawdziwy jest wzér Gaussa, drugi z wzoru Stirlinga

dla n!, trzeci i czwarty na mocy dobrze znanych twierdzen.

Autor napisal ten tekst bedagc pod silnym wplywem ksiqzki ,,Funkcje jedenj zmiennej rzeczy-
wistej. Teorie elementarna” N.Bourbaki.

Zadania

1. Udowodnié, ze jeSli n € Z i n <0, to lim |I'(z)| = oo.

r—n

2. Udowodnié, ze I'(z)I'(1 —z) = tzw. wzor na dopeklienie. Moze sie tu przydaé¢ wzér

s
sin(wx)
sinz = z[[[2,[1 - ng—;], ktéry byt wyprowadzony na ¢éwiczeniach w grupie JSIM i ktéry

mozna znalez¢ bez trudu w drugim tomie ksiazki G.M.Fichtenholza.
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