Matematyka A — kolokwium: godz. 18:05 — 20:00, 24 maja 2017 r. — rozwigzania

1. (7 p.) Znalez¢ wszystkie takie funkcje ¢ — z(t), ze dla kazdego t € (—g, g) zachodzi réwnosé:
'(t) — (1 + f[(t)Q) : 1-5—4152 = 0.

(3 p.) Wsrdd znalezionych w poprzedniej czesci tego zadania funkcji znalezé te, dla ktorej

zachodzi warunek z (—%) = —1.

z'(t)
14x(t)?

pewnej liczby c. Stad otrzymujemy x(t) = tg (arctg(2t) + ¢). Ma by¢ spelniona réwnos¢
—1 = tg (arctg(2- L) + ¢) = tg (arctg(—1) + ¢).

Z definicji funkcji arctg wynika, ze —% < arctg(—1) < 7. Jednoczesnie tg (arctg(—l)) = —1, zatem

Rozwigzanie. Calkujac obustronnie réwnosé = 7 +24t2 otrzymujemy arctg x(t) = arctg(2t) + ¢ dla

¢ = 0 lub ¢ = nr dla pewnej liczby catkowitej n. Wobec tego x(t) = tg ( arctg(2t) + mr) dla wszystkich
te (—g, %) i pewnej liczby catkowitej n. [

2. (10 p.) W pokoju o objetosci 200 m® powietrze zawiera w pewnej chwili 0,15% dwutlenku wegla.

Powietrze z zewnatrz zawierajace 0,04% dwutlenku wegla jest dostarczane przez wentylator
w tempie 20 1/min. Po jakim czasie zawartos¢ dwutlenku wegla w pokoju zmniejszy sie
trzykrotnie w poréwnaniu do chwili poczatkowej.
Dla uproszczenia zaktadamy, ze w powietrzu wydostajgcym sie z pokoju stezenie dwutlenku
wegla jest takie samo w kazdym miejscu.

Rozwigzanie. Niech z(t) oznacza ilos¢ dwutlenku wegla znajdujacego sie w pokoju w chwili ¢. Mamy wiec

x(0) = 0,0015 - 200 = 0,3. Szukamy 7, dla ktérego bedzie spelniona réwnosé x(7) = 0,1.

Zalézmy, ze t jest dowolng liczba dodatnig a h # 0 liczba o malutkiej wartosci bezwzglednej. Mozemy
wtedy napisa¢ przyblizong rownosé

z(t+h) — z(t) ~ 0,0004 - 20 . p — 2020 p el

1000 200 1000
:c(t-i—h)—a:( ) ~ 0 0004 20 x(t) 20

1000 200 1000°

Wobec tego o'(t) = lim M =0,0004 - 2 — 20 20— 8. 1076 — x(¢) - 10~*. Wobec tego

t)dt dz
t+C= [ dt= = = —10*In|8-107% — 2 - 107%|.
* / / 10~ G—x (t)- 104 /8-106—:1:-104 | v |

Mamy wiec —107*(t + C) =1In (z - 10~* — 8- 107%), zatem

w(t) = 8- 1072 + 10% 710+ = 0,08 + 10000~ "0001C . =0.0001
Poniewaz z(0) = 0,3, wiec 10 000e=%%01C = (0 22 i wobec tego x(t) = 0,08 + 0,22 - =200 7 tej réwnosci
wynika, ze 0,1 = 0,08 4 0,22 - 720017 wige & = 532 = 700017 zatem 7 = 10000 - In 11 ~ 2,4 - 10000 =
=24000. Tlos¢ dwutlenku wegla osiagnie wartosé 0,1 (metra szesciennego) po okoto 24 000 minut, wiec po
uptywie okoto 400 godzin, czyli po 400 = 162 dobach.
Mziato byc troche inaczej, ale pomylziem si¢ piszqc zadanie. Cheiatem napisaé ,w tempie 20 m? /min’.

Wtedy odpowiedzig byloby ~ 24 min. Na szczescie zZadnego wplywu na metode rozwigzywania ta pomytka

nie miata. O

3. (10 p.) Rozwiaza¢ réwnanie

2"(t) — 22/ (t) — 152(t) = 64te™ + (100¢2 — 2)e =5 — 225¢2 — 2 + 102 cos(3t).



Rozwigzanie. Rozwiazemy kolejno réwnania:

xy(t) — 224 (t) — 15xo(t) = 0, 2/ (t) —22)(t) — 151 (t) = 64tebt, xl(t) —2xh(t) — 15z9(t) = (100t* —2)e ",

T (t) — 2x4(t) — 15x3(t) = —225¢% — 2, 2/{(t) — 22/,(t) — 1524(t) = 102 cos(3t).

Roéwnanie charakterystyczne w tym wypadku ma postac
0=XN-2A-15=A=12-16=A-1-4)A—=1+4)=A-5)(A+3),

zatem jego pierwiastkami sg liczby 5 oraz —3. Rozwiazanie ogdélne roéwnania jednorodnego wyglada wiec

tak zo(t) = c1€% + cee™3, gdzie ¢1, ¢ sa dowolnymi liczbami.

Aby rozwiazaé nastepne réwnania wystarczy wskazaé jedno rozwiazanie kazdego z nich (rozwiazanie
szczegblne), bo kazde inne rozwiazanie powstanie przez dodanie do znalezionego rozwigzania szczegdlnego
funkcji xy.

Wiadomo z zajeé, ze réwnanie xf (t) — 22 (t) — 15z (t) = 64tebt ma rozwiazanie postaci w(t)e™, gdzie
w oznacza pewien wielomian zmiennej ¢t. Zachodza réwnosci:

(w(t)e®) = w'(t)e™ +w(t) - 5e® = (w'(t) 4+ 5w(t))e™ oraz
(w(t)e™)” = ((w'(t) + 5w(t))e™) = (w”(t) +5w'(t) +5(w'(t) +5w(t)))e™ = (w(t) + 10w (t) + 25w (t)) e,
Po podstawieniu z;(t) = w(t)e® drugie réwnanie przybiera postaé

64te® = (w(t)em)ﬂ — 2(w(t)e5t)/ — 15w(t)e’ = (w”(t) + 8w'(t))e™.
Dla kazdego ¢t powinna zachodzié¢ wiec réwnosé 64t = w” (t)+8w'(t). Stopien wielomianu w”(t)+8w'(t) jest
réwny stopniowi wielomianu w’(t), bo stopienn wielomianu w”(t) jest mniejszy o 1 od stopnia wielomianu
w'(t), zatem stopien wielomianu w'(t) jest rowny 1. Wobec tego istnieja takie liczby a, b, ze dla kazdej liczby
t zachodzi réwnos¢ w'(t) = at+b. Wtedy w”(t) = a dla kazdego t, zatem 64t = w”(t)+8w'(t) = a+8at+8b.
Wystarczy wigc aby spetnione byty réwnosci 64 = 8a i 0 = a + 8b, czyli a = 8 i b = —1. Wynika stad, ze
zachodzi réwnosé w(t) = [(8t — 1)dt = 4¢* — ¢ + const, zatem z(t) = (4% — t)e.

Znajdziemy zo(t). Z twierdzen z wykladu wynika, Ze istnieje rozwiazanie postaci w(t)e=t. Obliczamy:
(w(t)e ™) = (w'(t) — 5w(t))e™™ oraz (w(t)e™™)" = (w"(t) — 10w'(t) + 25w(t))e™™. Podstawiajac do
rOwnania otrzymujemy

(100£* — 2)e™ = (w(t)e™™)" — 2(w(t)e™™) — 15w(t)e™™ = (w"(t) — 12w'(t) + 20w(t))e ™.
Oznacza to, ze dla kazdego t powinna zachodzi¢ réwnosé 100? —2 = w” (t) — 12w’ (t)+20w(t), zatem stopiet
wielomianu w powinien by¢ réwny 2, wiec powinny istnie¢ takie liczby a, b, ¢, ze dla kazdego t zachodzi
rownoséé: w(t) = at>+bt+c, zatem 10062 —2 = w” (t) — 12w’ (t)+20w(t) = 20at*+(20b—24a)t+20c—12b+2a.
Poréwnujac wspoétczynnik przy potegach ¢ po obu stronach réwnosci otrzymujemy wzory 100 = 20a,
0 = 200—24a oraz —2 = 20c—12b+2a, zatem a = 5,b = 6 i c = 3. Wykazalidmy, ze zo(t) = (5t>+6t+3)e ™.

Kolej na réwnanie x4 (t) — 2x4(t) — 15z3(t) = —225¢* — 2. Z twierdzeni udowodnionych na wyktadzie
wynika istnienie rozwigzania, ktore jest wielomianem. Zatézmy, ze x3 jest wielomianem. Poniewaz stopien
wielomianu x4 (t) — 2x4(t) — 15z3(t) jest réwny stopniowi wielomianu z3, a z drugiej strony stopniowi
wielomianu —225t2 — 2, wiec jest réwny 2. Przyjmijmy, ze z3(t) = at? + bt + c¢. Po podstawieniu do
réwnania otrzymujemy: —225t% — 2 = —15at* — (150 + 4a)t — 15¢ — 2b + 2a. Poréwnujemy wspotczynniki
przy odpowiednich potegach zmiennej ¢ po obu stronach tej réwnosci —225 = —15a, 0 = —15b — 4a

i —2=—15¢c—2b+2a. Stad a=15,b=—4ic= ‘f—g = %. Mozemy wigc napisa¢ x3(t) = 15t% — 4t + %.



Zostalo ostatnie réwnanie z(t) — 22/, (t) — 15x4(t) = 102 cos(3t) = Re (102¢%"). Rozwiazemy najpierw
t)). Istnieje rozwiazanie

+ 6iw'(t) — w(t)) e

rownanie zy(t) — 2L (t) — 15z5(t) = 102€**, a potem podstawimy x4(t) = Re (x5
postaci w(t)e?. Mamy (w(t)e?) = (w'(t) + 3iw(t))e¥ i (w(t)e®)” = (w"(t
Podstawiajac do réwnania otrzymujemy

10263 = (w(t)e®™)" — 2(w(t)e*) — 15w (t)e™ = (w"(t) + (6i — 2)w'(t) — (9 + 6i + 15)w(t)) ™.
Wynika stad od razu, ze 102 = w"(t) + (6 — 2)w'(t) — (9 + 67 + 15)w(t), wiec stopien wielomianu w jest

(
)

réwny 0, co oznacza, ze w(t) = a dla pewnej liczby a i kazdej liczby t, w szczegélnosci w'(t) = 0 = w”(t)
dla kazdego t. Wobec tego 102 = —(24 + 6i)a, zatem a = 51e = 624123)(?47_’2) = 71%2&4;71') = —4 + 1, zatem
z5(t) = (=4 +14)e’ = (=4 4 1) (cos(3t) + isin(3t)), wiec

z4(t) = Re (z5(t)) = Re (—4 + 1) (cos(3t) + isin(3t)) = —4 cos(3t) — sin(3¢).
Ostatecznie otrzymujemy

2(t) = 1™ 4 coe ™3 + (462 — t)e™ + (512 + 6t + 3)e ™" 4 15¢% — 4t + § — 4 cos(3t) — sin(3¢).

Dodajmy jeszcze, ze mozna udawaé, ze nie uzywamy liczb zespolonych i poszukiwaé rozwigzania réwnania
)y (t) — 2x(t) — 15z4(t) = 102cos(3t) w postaci acos(3t) + bsin(3t) - w tym miejscu po raz pierwszy
w tym zadaniu korzystam od razu z tego, ze stopien wielomianu 102, wiec liczba 0, nie jest zwigkszany,
bo liczba 3i nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego. Otrzymujemy
(acos(3t) + bsin(St))” — 2(acos(3t) + bsin(Bt))/ — 15(acos(3t) + bsin(3t)) =

= (—9a — 6b — 15a) cos(3t) + (—9b + 6a — 15b) sin(3t) = —(24a + 6b) cos(3t) + (6a — 24b) sin(3t)
i wobec tego muszg zachodzi¢ réwnosci 24a + 60 = —102 i 6a — 24b = 0. Stad a = 4b i wobec tego
—102 = 24 - 4b + 6b = 1020, wiec b = —1 1 a = —4. Oznacza to, ze x4(t) = —4cos(3t) — sin(3t), jak
poprzednio. [

4. (10 p.) Rozwiaza¢ réwnanie z”(t) — 42/ (t) + 5z (t) = 8€? cost + 8e* + 4 cost + 12sin(2t).
Rozwigzanie. Zaczniemy od réwnania charakterystycznego
0=XN—-4A+5=A=22+1=A-2—-0)(A—2+1).

Stad wynika, ze rozwigzanie ogblne rownania jednorodnego ma postac

2o(t) = D1+t 4 DyeP=0t = (D) 4 Dy)e* cost +i(Dy — Dy)e* sint = Cre? cost + Coe® sint.
Dy, Dy oznaczaja dowolne liczby zespolone, Cy = Dy + Ds, Cy = i(Dy — Ds). Mozna tez wyrazi¢ liczby
Dy, Dy za pomocy liczb Cy, Cy: Dy = %(C’l —iCy), Dy = %(Cl +1iCy).
Znajdziemy jakie§ rozwiazanie réwnania x{(t) — 4z{(t) + 5z1(t) = 8¢* cost = Re (e*"). Wiadomo
7 zajeé, ze istnieje rozwiazanie réwnania x(t) — 4xh(t) + Sxo(t) = 8P+ postaci w(t)e? gdzie w
jest pewnym wielomianem i wtedy mozna przyjaé, ze x; = Re (23). Podstawiamy x5(t) = w(t)e®™* do
roOwnania i otrzymujemy
et = (w(t)e+)" — 4(w(t)e®+) 4 5w (t)e+ =

= e (W (t) + 224 D)w'(t) + (2 +14)* — 4w/ (t) — 42 + d)w(t) + 5w(t)) = e (w"(t) + 2iw'(t)).

Stad wynika, ze ma zachodzi¢ réwnosé 8 = w”(t) + 2iw'(t), a ona wymusza, by w'(t) = —4i, wiec

w"(t) = 0 oczywiscie dla kazdego t. Wynika stad, ze za(t) = —4ite@®*)* = 4te® ( — icost + sint). Wobec
tego z1(t) = Re (4t62t( — jcost + sin t)> = 4te* sint.



Teraz zajmiemy si¢ réwnaniem z%(t) — 4a%(t) + dxs(t) = 4cost = Re (46”). Najpierw znajdziemy
rozwiagzanie rownania x%(t) — 4ag(t) + dz5(t) = 4e’. Wiadomo, ze istnieje taki wielomian w, ze funkcja
w(t)e spelnia ostanie réwnanie. Podstawiajac otrzymujemy
4e't = (w(t)e“)” - 4(w(t)e”)/ + 5w (t)e’ = e (w”(t) + 20w’ (t) — w(t) — 4w'(t) — diw(t) + Sw(t)) =

= (w"(t) + (20 — H)w'(t) + (4 — 4)w(t)).
Stad wynika réwnosé¢ 4 = w”(t) + (20 — 4)w'(t) + (4 — 4i)w(t), a z niej z kolel wnioskujemy, ze w(t) =
- = 1= = isilg rzeczy w/'(t) = 0 = w”(t) dla kazdego t. Stad z5(t) = e = L (cost +isint),

zatem x3(t) = Re<1+’(cost+isint)> = 1(cost —sint).

Kolej na réwnanie f(t) — 4a/y(t) + 5z4(t) = 12sin(2t) = Im(12¢**). Zaczniemy od réwnania zespo-
lonego xj(t) — 4ag(t) + bwg(t) = 12e*t. Mozemy przyjaé, ze xz¢(t) = w(t)e*" dla pewnego wielomianu w.
Podstawiamy do rownania i otrzymujemy:
12¢% = (w(t)e 2“) —4(w(t)e 2”) + 5w (t)e = e (w"(t) + 4iw'(t) — 4w(t) — 4w'(t) — iw(t) + 5w(t)) =
= 2t (w(t) 4+ (—4 + 4)w'(t) + (1 — 8i)w(t)). Wobec tego 12 = w"(t) + (—4 + 4i)w'(t) + (1 — 8i)w(t).
Oznacza to, ze wielomian w jest stala (jego stopien jest réwny 0), zatem w”(t) = 0 = w'(t) dla kazdego ¢

12

i w(t) =% = 12%;81.). Otrzymujemy teraz x4(t) = Im(%em) = Im(m(é;&) (cos(2t) +isin(2t)) =

=22 (8 cos(2t) + sin(2t)). Mozemy w koricu napisa¢, ze ogolnym rozwigzaniem rownania jest funkcja
Che? cost + Coe® sint + 4te* sint + §(cost — sint) + (8 cos(2t) + sin(2¢)). O

Uwaga. Osoby, ktére pamietaja jak zalezy stopien quasi-wielomianu od wyktadnika i pierwiastkéw wie-
lomianu charakterystycznego widzg od razu, ze gdy po prawej stronie w ostatnim przyktadzie wystepuje
jedna z funkcji: 12sin(2t), 4 cost badz 8e*, to rozwigzanie jest iloczynem statej i funkcji wyktadniczej,
wiec obliczeniach jest prosciej, bo wtedy w'(t) = 0 = w”(t), a to skraca wzory. Podobnie jest, gdy po
prawej stronie wystepuje funkcja 8¢ cost, ale w tym wypadku w jest wielomianem pierwszego stopnia
(bo 2+1 jest jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec stopien trzeba zwiekszy¢
o 1), w ktéorym wyraz wolny mozna od razu opuscié¢, bo rébwnanie nie wprowadza nan zadnych ograniczen
(wystarczy spojrze¢ na rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego). Bardzo zachecam studentki i studen-
tow do przesledzenia tych rozumowan uwzgledniajac dodatkowe informacje na temat wielomianu w, licze
na to, ze przynajmniej kilka osob zdecyduje si¢ uzy¢ kartki papieru i pisadta w celu przekonania sie, ze

to troche upraszcza i skraca zapis zwtlaszcza, gdy wielomian w jest statg. [

5. (2 p.) Obliczy¢ % (2VT+ 2~

(8 p.) Rozwiaza¢ réwnanie z” (¢ ) — 4x (t) +4x(t) = Wezt.

) Wymnik uproscié.

Rozwigzanie.

Mamy
4 (2\/1 2 =24 (142 P A ()P L) P L) 2 =
=2t (1+2)” v +t(1 +2)782,

Zrézniczkujmy raz jeszcze, choé nic nas do tego nie zmusza:
% (21% (1+ t2)‘1/2 +t(1+ t2)—3/2> = 2( (1+ t2)‘1/2 _ (1+ tQ)‘3/2> T (1 t2)_3/2 _ 32 (1+ t2)_5/2 _
=201+ ) (L) 3R (14 ) =3 (L )T 3 (1) =31 )



Teraz zajmiemy sie druga czesciag zadania. Zaczniemy, jak zwykle w przypadku réwnania liniowego, od
rozwigzania réwnania jednorodnego. Réwnanie charakterystyczne wyglada tak 0 = A2 — 4\ +4 = (A —2)?,
wiec \; = Ay = 2, a to oznacza, ze funkcja xo(t) = c1e® + cote? jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania
jednorodnego, tu c; i co oznaczaja liczby.

Rozwigzanie réwnania niejednorodnego znajdziemy w postaci x1(t) = c1(t)e?® + co(t)te?, gdzie ¢; i co
oznaczaja pewne funkcje. Zatozymy przy tym dodatkowo, ze ¢} (t)e* + cy(t)te* = 0. Mamy

—hme? = (a(t)e + ea(t)te)” — d(cr(t)e* + ca(t)te?) + d(er(D)e + es(t)te*) =
= (¢, (1)e? + ch(t)te® + cr(t)(€2) + ealt)(te®)) — 4(cy (1) + ch(t)te® + ci(t) () + co(t)(te?)') +
+4(er(t)e + cot)te) %
(cr(t)(e®) + CQ(t)(t@Qt)l)/ —4(c1(®)(®) + co(t)(te*)) + 4(cr(t)e* + co(t)te) =
=GO (€*) + ) (te*) + er(t) ()" — 4(e*) + 4e*) + ca(t) ((te*)” — 4(te®) + 4te®) =

= c)(t)(e®) +dy(t)(te?)" — ostatnie réwnosé wynika z tego, ze funkcje e i te? sg rozwiazaniami réwnania

jednorodnego. Okazuje sie wiec, ze funkcje ¢ 1 ¢, spetniaja uktad rownan liniowych

c(t)e* + dy(t)te* = 0,

() + (1) (162 = e,

. . , ., z plerwszego .
Zachodzi wige réwnosé We% = 2¢,(t)e? + 2c,(t)te® + ch(t)e* ﬁc&(t)e%. Prowadzi to do
réwnosei d(t) = W, zatem

3dt t=tgs 3ds 3 . 2 . -3
c(t)= | —% 5 ————— [ —2% _ — [ 3co0s’sds = | 3coss(l—sin”s)ds = 3sins—sin° s+dy =
2(t) = | i dt=(1+tg2 s)ds ) g =) J ( ) +az

_ \/?ii225_<\/1ti:g25>3+d2 = ﬁ(i&—%) tdy = s (2+1ﬁ>+d2 — 2t (1462) P4t (1442) 14,
Zachodzi r6wnosé ¢} (t) = —tcy(t) = —3t(1 + t2)7>/2 zatem i () = [ —3t(1 +12)752 = (1 +2)7%/2 + d,.
Stad otrzymujemy z(t) = ((14¢*)73/2 +dy)e* + (2t 1+ e (144272 4 dy)te*. Oczywidcie dy, do
oznaczaja tu dowolne state. [

Uwaga. 1° Mozna otrzymany wzor uproscic:

2(t) = (L+2)32 4 dy)e® + (2t (14+82) 72 4+t (1462) 72 4 dy) te? =

_ e2t(<1 F2)732 4 22 (1 + t2)*1/2 FE2(14 t2)*3/2) T dye? 4 dyte? =

= e2(1+262) (1+ 6377 4 dye® + dote® = 2 (VT + 2 — L) + dye? + dyte™.

2° Chociaz prawa strona rownania nie jest quasi-wielomianem, mozna szuka¢ rozwigzania rownania w

postaci g(t)e* oczywiscie nic o funkcji g nie zakladajac poza co najmniej dwukrotna rézniczkowalnoscia.

Po podstawieniu otrzymujemy

/
e = (90e)" = 4(g(0)e) + 4g(t)e = ((g()e™) = 2g(0)e* ) = 2((g(t)e)' — 29(t)e* ) =
/ /
= (/e +29(0)e* = 29()e* ) —2(g (e + 2g(1)e* — 2g(1)e* ) = (g(B)e) = 20/ (B)e* = g (B)e.
W, zatem ¢'(t) = 2t(1 + t2)"Y2 4+ t(1 +3)732 + 4 i w koncu
g(t) = 2v1 + 12 — -2 + 4t + 6. W koricowee tej uwagi skorzystalismy z rezultatéw obliczeni, od ktérych

V1442
rozpoczeliSmy rozwigzanie tego zadania. [J

Stad wnioskujemy, ze ¢"(t) =




