Matematyka A — kolokwium
26 kwietnia 2017 r., godz. 18:05 — 20:00
Staratem sie nie popelniacé bledow, ale jesli sq, bede wdzieczny za wiesci o nich
Mam tez nadzieje, ze niektorzy studenci zechcg zrozumiec ponizszy tekst, w koncu kilka dni wolnych,
a moze warto sprobowac co$ zrozumiec. Po rozwigzaniu zadania pigtego sq jakies uwagsi. . .

1. (5 p.) Znalez¢ wszystkie takie liczby zespolone z, ze 2% + 22% + 52 — 26 = 0

(5 p.) Obliczy¢ (\/54—2')10 oraz (@)2017.

Rozwigzanie. Mamy 23 +2 .22 + 5.2 — 26 = 0 i wobec tego 0 = 2% + 222 + 52 — 26 =
=(z—2)(z* + 42+ 13) = (2 — 2)((2 + 2)2 4+ 9). Liczby: 2, —2 + 3i, —2 — 3i sg pierwiastkami.
(V3+i)"" = (2(cos T +isin T))"" = 1024(cos 225 4 sin 197) = 1024(cos %+ sin 57) = 1024 (% - %5@) =
=512 — 512+/3i. O

2. (10 p.) Znalez¢ wszystkie takie liczby zespolone z, ze |2% + 2| + 2222 = 2.
Rozwigzanie. 2 = |z* + 2| + 2%2% = |2* — (=2)| + |2%|, czyli suma odlegtosci liczby z* od liczb 0
i —2 jest réwna 2, a to oznacza, ze liczba 2* znajduje sie na odcinku o koticach —2 i 0, wicc jest

liczba niedodatnia o wartosci bezwzglednej nie wiekszej od 2. Wynika stad od razu, ze liczba z musi

w+2km
4

by¢ postaci r (cos + sin #), przy czym k oznacza tu dowolng liczbe catkowita, a r liczbe

nieujemna, nie wieksza od v/2. Poniewaz liczby, ktérych argumenty réznia sic o 27 (o tej samej

wartosci bezwzglednej) pokrywaja sie , wiec wystarczy rozpatrywaé cztery kolejne liczby catkowite,

s 3 5

np. 0;1;2; 3. Otrzymujemy wiec rozwiazania r(cos § 4 isin 7), r(cos %” +isin =), r(cos % +isin =)

oraz r(cos %’T + 7sin %r) Geometrycznie zbiér rozwigzan to suma czterech odcinkéw o dtugosci v/2,

wychodzacych z punktu 0 pod katami 7, %”, Ejf i %” do dodatniej potosi rzeczywistej. [l

3. (2 p.) Niech O bedzie zbiorem ztozonym ze wszystkich takich liczb zespolonych z, ze
|15 + 8i — z| = 17. Naszkicowa¢ w ukladzie wspétrzednych zbiér O.
(1 p.) Opisaé¢ réwnaniem (zespolonym lub rzeczywistym) i naszkicowaé zbiér @ ztozony
ze wszystkich takich liczb zespolonych z, ze z € O.
(3 p.) Opisa¢ réwnaniem (zespolonym lub rzeczywistym) i naszkicowaé zbiér P ztozony
ze wszystkich takich liczb zespolonych —iz, ze z € O.
(4 p.) Znalezé¢ wszystkie elementy zbioru O N P.
Rozwigzanie. Zbiér O to oczywiscie okrag, ktorego srodkiem jest punkt 15+ 8:, a promieniem liczba
17. Mamy 15% 4+ 82 = 17%, bo 17% — 15% = (17 — 15)(17 + 15) = 2 - 32 = 25 = 82 Przecina on o$
rzeczywista w punktach 01 30, a 0§ urojona w punktach 01 8:. () to zbiér symetryczny do O wzgledem
osi rzeczywistej, wicc okrag o érodku 15 + 8 = 15 — 8i i promieniu 17. Zbiér P powstaje ze zbioru
Q) przez obrot wokot punktu 0 o § w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, wigc okrag
o §rodku —i(15—8i) = —8 — 15i i promieniu 17. Przecina on o$ rzeczywista w punktach 01 —16, a o$
urojong w punktach 01 —30i. Jego réwnanie to | —8—15i— z| = 17. Przyjmij, ze z = x+yi, z,y € R.
Jesli 2 = x+yi jest punktem wspélnym P i O, to spetnione sg réwnoéci (—8 —x)? + (—=15—y)* = 177

oraz (15—1)*+ (8 —y)? = 172 Po ich odjeciu stronami i skorzystaniu z wzoru u? —v? = (u—v)(u+0v)



otrzymujemy (—23)(7—2x)+(—23)(—7—2y) = 0, co po podzieleniu przez —23, redukcji i podzieleniu
przez —2 daje réwnos¢ x4y = 0, czyli y = —x. Wstawiwszy to do pierwszego rownania otrzymujemy
172 = (15—2)2+ (8 —y)? = (15— z)? + (8 + x)? = 15% + 8% — 30z + 161 + 222, czyli 0 = —14x + 222,
wiec x = 01 x = 7, zatem punktami wspolnymi tych okregéow sa liczby zespolone 0 oraz 7 — 7.

Mozemy wiec zapisaé¢ te odpowiedz w postaci O N P = {0,7 — 7i}, ale poprzednie zdanie tez mozna

uznaé za zakonczenie rozwigzania. O
5 -1 —4 2

4. NiechM=1]1 -1 1 2 [|,v=10 ,W=<201>,u=<10—1>.
2 —1 —1 1

(1 p.) Obliczy¢é M -v, w-M oraz u- M.

(2 p.) Znalez¢ wartosci wlasne macierzy M.

(2 p.) Znalezé wektory wlasne macierzy M odpowiadajace jej wartoSciom wlasnym.
(2 p.) Znalez¢ wartoéci whasne macierzy M2, M* i M7,

(1 p.) Znalez¢ wartosci i wektory wlasne macierzy M 1.

(2 p.) Niech F(v) = Mv. Czy przeksztalcenie F' jest obrotem lub symetria przestrzeni?

5 -1 —4 2 6 2 2
Rozwigzanie. Mamy M-v=1| -1 1 2 |- 0 =] 0 [=3| 0 |,zatem | 0 | =3V
2 -1 -1 1 3 1 1
jest wektorem wlasnym macierzy M odpowiadajacym wartosci wtasnej 3. Mamy dalej w - M =
o> —1 —4 5 —1 —4
—(201)] 1 1 2]|=(12 3 9)oazur=(10 -1)| -1 1 2
2 -1 -1 2 -1 —1

(30 3)=3(10 1)

Szukamy wartosci wtasnych macierzy M, ktore sa, jak wiadomo, pierwiastkami wielomianu charak-

terystycznego:
5-X -1 —4
1—A 2 —1 2 -1 1-—A
0= -1 1-2X 2 =(5-2N) + —4 =
-1 —=1-=A 2 —1—2A\ 2 -1
2 -1 —=1=2A

(BN 142 FA+1—4—4(1—21—A) =(B-AA2+1)+A—3—4@2\—1) =
= -N4+5N2 -8 +6=B- NN -22+2) =B - AN)((A=1)+1)=B-N((NA—1)2—-4) =
=3 —-AN)(A—1—1i)(A—1+1), zatem pierwiastkami wielomianu charakterystycznego sa liczby 3 (co

wiemy juz od dawna), 1414 oraz 1—i. Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej 3 maja postaé

2 T
z-| 0 [,z #0, cosprawdziliémy wczesniej. Jedli | y | jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
1 z

1+, to zachodza réownosci b —y —4z = (1+i)x, —x+y+2z = (1+i)y oraz 2x —y — z = (1 +1)z,
czyli (4—i)zr—y—42 =0, —z—iy+2z = 0 oraz 2x —y—(2+414)z = 0. Mnozac druga z ostatniej trojki
przez 2 i dodajac wynik do trzeciej otrzymujemy 0 = —(1+2i)y+ (2—1)z = —i(—i+2)y+ (2—1)z =



=(2 —i)(—iy + 2), wiec z = iy. Wtedy z = —iy + 2z = iy. Wynika stad , ze wektory wlasne
i
odpowiadajace wartoéci wlasnej 1 + ¢ wygladaja tak: y | 1 |, y # 0. Macierz M jest rzeczywista.
7
—1
Stad wynika od razu, ze wektor y 1 | odpowiada wartosci wlasnej 1 —i =1+ 1.
—1
Zauwazmy. ze jesli M - v = Av, to M*>v = M(Av) = AMv = \?v, wiec \? jest wartodcia wlasng
M? 7 wektorem wlasnym v. Analogicznie dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
réownos¢ M"v = A\"v. Jedli M ma macierz odwrotng i Mv = v, to v = M 'Mv = AM~'v.
Wynika stad w szczegdlnosci, ze Mv nie jest wektorem zerowym, wiec réwniez A # 0. Pozwala
to napisa¢ réwnosé M~'v = A7lv, wiec A\7! jest wartoécig wlasng macierzy M !, a wektorem
jej odpowiadajacym jest v. Wobec tego jesli M jest macierza odwracalng i Mv = Av, v # 0,
to dla kazdej liczby caltkowitej n zachodzi réwnosé M"™v = A"v. Warto$ciami macierzy wtasnymi
11— 1 14

o 2 O i = o

(1 —4)? = —2i, macierzy M* — liczby 3 = 81, (1 +i)* = (2i)?> = —4 oraz (1 —i)* = (=2i)* = —4.

M~1 sy liczby 1, macierzy M? — liczby 3% = 9, (1 +i)? = 2i oraz

Mamy tez 2017 = 1 + 16 - 126, zatem warto$ciami wlasnymi macierzy M?°'7 sy liczby 32017,
(1442 = (1414) - (1 +4)290 = (1 4+ 4)(—4)>" = (1 + 1) - 219 oraz (1 — )27 = (1 —4) - 21008,
0 0
Przeksztalcenie x — Mx nie jest izometrig, czyli nie zachowuje odlegtosci, bo | 0 | — | 0 |,
0 0
2 2 2 0
0 |~—3 0 |, odlegtosé punktu 0 | od punktu | 0 | jest réwna /5, a odlegtosé
-1 -1 —1 0
0 2
punktow M - | 0 i M-| 0 | jest 3 razy wieksza. 0J
0 1
5. (2 p.) Niech M = 451 _i . Znalez¢ wartosci wlasne macierzy M.

(2 p.) Znalezé wektory wlasne macierzy M odpowiadajace jej wartosciom wlasnym.
(2 p.) Znalez¢ wartosci wlasne macierzy M~ M3 i M™.
(2 p.) Niech F(v) = Mv. Czy przeksztalcenie F' jest obrotem lub symetria ptaszczyzny?
(2 p.) Znalez¢ macierz M.

5—-A =9

Rozwigzanie. Mamy 0 = N B=XN(=T=XN)+36=1+22+ X = (1+N)?
4 -7 —

zatem jedyna wartoscia wtasng tej macierzy jest liczba —1. Jesli < ) jest wektorem wtasnym

Y



odpowiadajacym liczbie —1, to bx —9y = —z i 4o — 7y = —y. Kazde z tych réwnan jest rownowazne

T
), x # 0. Stad wynika, ze (—1)"

rOwnaniu 2x = 3y, zatem wektory wtasne majg postac (
2x

-9
jest wartoscig wtasng macierzy M™ dla dowolnego calkowitego n. Poniewaz = 1, wiec
4 -7

det(M™) = (det(M ))n = 1. Stad i z tego, ze iloczyn wartosci wlasnych jest réwny iloczynowi

wartosci wlasnych macierzy, wynika, ze ,druga” wartoscia wlasna macierzy M" jest liczba (—1)".

2

. 5 =9 5 —9 5 =9 —11 18
Mamy tez M? = = . = , zatem
4 -7 4 =7 4 =7 -8 13
—11 18 —11 18 —23 36 _
M* = . = , a stad wynika, ze
-8 13 -8 13 —16 25
—23 36 —23 36 —47 72\ | .
M = . = i wreszcie
—16 25 —16 25 —32 49
—11 18 —A7 72 —-59 90
Mlo = . =
-8 13 —32 49 —40 61
S . 1 5\ . 0 0 : »
Przeksztalcenie F' izometrig nie jest, bo F = i F = , wiec odlegtos¢
0 4 0 0

0 1 0 1
punktow ( > i ( ) jest réwna 1 wiec jest rozna od odlegtosci punktow F ( ) i F ( )
0 0 0 0

réwnej /5% + 42. O
Zadanie zostalo rozwigzane, ale jeszcze stowo komentarza. Znajdowanie macierzy M1° moze byé
uproszczone, jesli mamy ochote co$ zauwazy¢. Wiemy juz, ze

5 —9 —11 18 17 =27 —23 36

Y Y Y

4 =7 -8 13 12 —19 —16 25
Jesli zgodzimy sie, ze czasem warto zaryzykowaé¢ formutujac jakie$ przypuszczenie, to w tym wy-
padku nasuwa sie, ze by¢ moze lewe gérne rogi sa wyrazami ciggu arytmetycznego o réznicy 6,
w ktorym jaki$ ztosliwiec pozamienial znaki. Podobnie prawe dole rogi. Ale rowniez prawe gorne,
tylko tym razem w charakterze réznicy pojawia sie liczba 9, a dla lewych dolnych réznica zdaje sie

6n — 1 —9n

dn  —(6n+1)

sprawdzi¢, ze jest tak dla n = 1,2,3,4. Jedli jest tak dla pewnej liczby naturalnej n, to Mt =
6n — 1 —9In 5 —9 —6n—-5 9n+9

=M" .- M = (_1)n—1 . — (_1)n—1 —
dn —(6n+1) 4 =7 —4dn—4 6n+7

by¢ liczba 4. Prowadzi to do przypuszczenia: M™ = (—1)"~ . Nietrudno

6(n+1)—1 —9(n—+1
=(—-1)" ( ) ( ) , a to oznacza, ze jesli hipoteza jest prawdziwa dla pew-
4(n+1) —6(n+1)—1

nej liczby naturalnej n, to jest tez prawdziwa dla n 4+ 1, wiec z prawdziwosci dla n = 4 wynika

prawdziwos¢ dla n = 5, potem dla n = 6 itd. Jest wiec prawdziwa dla wszystkich liczb natural-



nych n, a nam wystarcza jej prawdziwosé¢ dla n = 10. Otrzymujemy

60 — 1 -90 —-59 90
MlO — (_1)9 —
40  —(60+1) —40 61)
. . . 5 —9 -1 0 6 —9 ,
Mozna nieco inaczej. Mamy M = = + = —I+N. Ostatnia
-7 -1
o - : 6 -9 6 .
réwnosé definiuje macierz N. Mamy N? = . Oczywiscie
4 —6 4
(=I)N = N(—I) = —N. Stad wynika, ze M? = (—I + N)(—I[ + N) = ( I)? —2N =1 —2N,

M3=(I—-2N)(—I+N)=—-1+2N+ N = —I +3N. Ogblnie M" = (—=1)"I + n(—1)""'N. Zatem
" 10 6 —9 —-59 90 L ) )
M*® =1—-10N = —10 = . Jak wida¢ zapis macierzowy w tym
01 4 —6 —40 61

wypadku upraszcza nieco przeksztatcenia. W dodatku otrzymujemy ogélniejszy wynik.




