Matematyka A, kolokwium, 13 stycznia 2015, rozwiazania
Dopisatem dodatkowe rozwigzania, w zadaniach 1 i 5 autorstwa mgr Michala Strzeleckiego
1. (6 p.) Wykazaé, ze jedli 0 <z < 5, to tgz > x + 12° + 2a°.
(4 p.) Wykazad, ze jedli 0 <z < 7, to ctgar > § — .
Rozwigzanie. Niech f(z) =tgx — (x + g—g + %)
Mamy f(0) = 0 oraz f'(z) = 1+ ’gg2x -1+ 2%+ %) = tg?x — (2% + %), zatem f'(0) = 0
if'(x) =2tgz(1+tg?x) — (2 + %) =2tgx +2tg3r — (2 + Si;), wiec f7(0) =0
oraz f"(z) = (2+6tg?z)(1 + tg?x) — (2 + 82?) = 8tg’x + 6tg'z — 82 > 0 dlaz € (—%,%),
bo tgz > x dla x € (0,F). Wobec tego funkcja f” jest icisle rosnaca na przedziale [0

'3
tego jesli x > 0, to f”(z) > f”(0) = 0. Wynika stad, ze funkcja f’ jest Scisle rosnaca na przedziale

) 1 wobec

[0, %) i wobec tego jesli x > 0, to f’(x) > f”(0) = 0. Powtarzamy argument w odniesieniu do

funkeji f': jest ona $cile rosnaca na przedziale [0

'3
to f'(x) > f'(0) = 0. Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle rosnaca na przedziale [0
x>0, to f(z) > f(0) =0, czyli tgz — (x + 953—3 + %) > 0, a to chcieliémy udowodni¢.

), bo ma dodatnia pochodna, zatem jesli x > 0,

s

,5), wiec jedli

Niech g(z) = ctga — (5 — ). Mamy g(5) = 0 oraz ¢/(z) = 2= +1 < 0dla 0 < z < 5. Wobec
tego funkcja ¢ jest Scisle malejaca na przedziale (0, g}, wigc z nieréwnosci 0 < x < 7 wynika,

ze ctgx — (3 —x) = g(z) > g (5) =0, co konczy dowdd czteropunktowej nieréwnosci. [

Wariacja na temat rozuigzania pierwszej czeSci zadania 1. Ten dopisek pochodzi od mgr Mi-
chala Strzeleckiego, ktoremu zan dziekuje (oczywiscie troszke pozmieniatem) Bedziemy postepowaé
podobnie jak wyzej, ale:

e powotamy sie na rachunki zrobione przy wyprowadzaniu rozwiniecia Taylora funkcji tangens

(i nie bedziemy ich powtarzac,
e nie beda nas interesowa¢ doktadne postaci pochodnych rozwazanych funkcji,
e zrézniczkujemy az szesS¢ razy.

Oznaczamy f(z) = tg(z) — (z + w—; + %) Funkcja x + w—; + % to piaty wielomian Taylora
funkcji tangens, wiec f'(0) = f"(0) = f®(0) = f®(0) = f®(0) = 0. Ponadto f©(z) = tg®(z)
(bo szdésta pochodna wielomianu piatego stopnia jest rowna zero). Mamy tg'(z) = 1 + tg?(z) oraz
tg”(x) = (1 +tg%(z)) = 2tg(z)(1 + tg?(x)) = 2tg(x) + 2 tg3(z). Zaldézmy, ze n—ta pochodna funkcji
tangens jest dana wzorem:

tg™(2) = @ o + an1 t8(%) + an t8*(2) + a3 te®(@) + .. 4 anni tg" (@),
gdzie a,; > 0dla j =0,1,...,n+ 1.
Tak jest np. dla n = 2. W tym wypadku azp =0, a1 =2, as2 =01 ag3 = 2.
Obliczajac nastepna pochodna otrzymujemy (pochodna funkcji ztozonej):
tg™ ) (2) = (an1 + 202 t8(2) 4+ 3an 3 tg? () + a4 tg® () +. . .4 (n+1)an i1 tg™(2)) (1+tg%(2)) =
= ap1 + 2a,2t8(x) + (an1 + 3a,3) tg?(x) + (2an2 + 4a,4) tg*(x) + ... +
+ ((n = Dapn-1+ (n+ Danni1) t8"(2) + nan, tg" (x) + (n + D)ayni t8"(2),

wiec wzor na pochodna rzedu (n + 1) wyglada tak samo, przy czym
(p41,0 = Anyly Opg11 = 20p2, App12 = Ap1 +30p3, Apy13 = 20n2 +4ap 4, ...,

i = (N = Dann 1+ (0 + D)annit, Griintr =NMnn 1 Gppinge = (04 1)an a0,
wiec liczby a1, sa tez nieujemne dla j =0,1,2,...,n+ 2.
Wida¢ wiec, ze kazda z pochodnych funkcji tangens jest bardzo szczegdlnej postaci: jest wielomianem

o wszystkich wspétezynnikach nieujemnych ztozonym z funkcja tangens (dlaczego?). Poniewaz na



przedziale [0, 5) funkcja tangens ma wartosci nieujemne oraz wielomian o wspotczynnikach nieujem-
nych ma warto$ci nieujemne dla nieujemnych argumentéw, to wszystkie pochodne funkcji tangens
sa nieujemne na przedziale [0,Z). W szczegdlnosci f©)(z) > 0 dla = € [0,3). Dalej postepujemy
jak wyzej: (f@(z)) = fO(z) > 0 dlaz € [0,3), wiec f®)(x) jest niemalejaca na € [0,%), ale
f®(0) = 0, wiec fO(z) > 0 dla x € [0, 2) Zatem (fW(2)) = fO(z) > 0 dla z € [0,3), wiec
f®(z) jest niemalejaca na € [0, %), ale fW(0) =0, wiec f@(z) > 0dlaz € [0,%), itd. O

Doda¢ nalezy, ze to spojrzenie na wielomian Taylora funkcji funkcji tangens w punkcie 0 po-
zwala na stwierdzenie, ze na przedziale (0, 5) wartosci funkcji tangens sa wicksze od wartodci jej

wielomianu Taylora w punkcie 0 niezaleznie od tego, ktérym wielomianem sie interesujemy.

Druga wariacja na temat rozwigzania pierwszej czesci zadania 1. RownieZ ten tekst zostat napi-
sany przez mgr Michata Strzeleckiego @ troszke przeze mnie zmieniony.
Tym razem zadnej funkcji nie bedziemy rozniczkowaé wiecej niz dwa razy. Skorzystamy z nieréwnosci
tg(xz) > x dla z € (0, F). Te nieréwnos¢ uzasadniliémy geometrycznie jeszcze w pazdzierniku (koto
trygonometryczne). Mogliby$Smy tez napisa¢, ze funkcja tangens jest $cisle wypukia (dlaczego?) na

przedziale [0, T), wiec prosta o réwnaniu y = x, ktéra jest styczna (w punkcie (0,0)) do jej wykresu,

"2
lezy pod tym wykresem.

Teraz wykazemy, ze tg(x) > x + g—g dla = € (0,%). Oznaczmy g(r) = tg(z) — (v + 953—3) Mamy
g(z) =1+ tg%x) — 1 —2® = tg*(x) — 2% > 0 (nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci z poprzedniego
akapitu), wiec funkcja g jest Sciéle rosnaca na przedziale [0, 7). Jako ze g(0) = 0, to g(z) > g(0) =0
dla z € (0, §). Czyli rzeczywiscie zachodzi postulowana nieréwnosc.

Przechodzimy do nier6wnosci z tresci zadania, to jest tg(z) > z+% +2w dlaz € (0, 5). Oznaczmy
flx) =tgla) — (e + L +2). Jedli 0 < v < T, to f'(z) = 1 +tg*(a )—1 2= 2 = (1) —a? - 2
oraz, dla x € (0, ),

F(@) = 2tg(2)(1 + tg*(x)) — 22 — 3= = 2(tg(2) + tg*(x) —x — ) >
>2((z +2) +tgd(x) — a;-—) =2 (tg*(z) — 2°) > 0
(skorzystalidmy z oszacowania tangensa uzyskanego w poprzednim akapicie i nieréwnosci tgz > x
z pierwszego akapitu).

Poniewaz f”(x) > 0 dla z € (0, %), wiec funkcja f'(z) jest Sciéle rosnaca na [0, 7). Wobec tego
f'(x) > f(0) =0dlax € (0,F). Funkcja f jest wiec Scile rosnaca na [0, 5), zatem f(x) > f(0) =
dla € (0,%). Otrzymali$my teze. [J

2. Obliczy¢ granice
(5 p.) liréq+ Vr-lnz oraz
(5 p.) lim 1n(\3/1+x9+17)

VT+z
Rozwzqzame Mamy xli%l Jr-Inx = xli%l lnﬁg. Zastosujemy regute de I'Hospitala. Mozna bo granica
1
Inz  __ 71: T _ _ i _ e1/3
mianownika jest +oco. Mamy xlim i = xli)rgl+ T T xli)lr(r)l+ x /2 =0.

W celu obliczenia drugiej granicy tez skorzystamy z regulty de I’Hospitala, co mozna zrobié¢, bo

mianownik dazy do co. Mamy

1 9y-2/3..8
lim In(Vita9417) _ lim V1+a9+17 8(1+2%) T lim 39 28 (T4x)12/13 —
T—00 Wita T—00 L(7—}-m)*12/13 T—00 (%/14‘5”94‘17)(1449)2/3
28+12/13, (7/1‘+1)12/13 . . (7/x+1)12/13 .
—3931_{20 29 (Va—9F1+170-3)(x—9+1)2/3 39931520 @/ 18 ( =91 1+172-3) (z—9+1)2/3 0

2



— w drugim wierszu wzoru wyrazenia w nawiasach daza do 1 oraz lim z'/? = co. O

Pierwsza z granic mozna znalez¢ tatwo bez reguty de I’'Hospitala f{gﬁzystajac zamiast niej jedynie
z nierownosci Inz < x — 1, ktoéra zachodzi dla 0 < = # 1. Zatézmy, ze 0 < z < 11 a > 0, np.
a =3 Wtedy 0 > 2°lnz = —22°In(z~%?) > —22%(z" %2 = 1) > =2z . g7/ = 29/ —0.
Wykazalismy, ze granica funkcji jest 0 i to nie tylko dla a = %, ale tez dla dowolnego a > 0.

To samo dotyczy drugiej granicy. Zauwazmy najpierw, ze va +b < /a + Vb dla dowolnych

dodatnich liczb a, b — dla dowodu wystarczy podnie$é¢ obie strony tej nieréwnosci do trzeciej potegi.

3 In(¥/14a9417) In(1+2%+17) In(22%) _ In2+43-26In(z'/25)
Dla z > 3 mamy 18 < 2° oraz 0 < 57 < Tes By = /13

78(x1/26 _1 1/26 ., . . . . .
<wl;1/%3 + (9; i ) ~ mlln/%g I 72:5/13 — mlln/%g + IZ/S% — 0. Wykazalismy, ze granica jest 0 (twierdzenie

o trzech funkcjach). O

3. (5 p.) Wykazac, ze jesli —5 <a<B< 7, to tgf—tga>pF—a>sinf—sina.
(5 p.) Wykazaé, ze jesli s < t, to (t—s)-2"-In2>2"—2°> (t—s)-2°-In2.
Rozwiaqzanie. Przypominam, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale [a, b], to istnieje

taka liczba ¢ € (a,b), ze f'(c) = W — to twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej. Jesli

B <0lub 0 < a, to z tw. o wart. Sredniej wynika istnienie takich liczb ¢,d € («,3) C (—%,O)
lub ¢,d € (o, B) C (0,%), ze tgg:;ga = 1> 1 oraz Smg% = cosd < 1. Z tych nier6éwnosci
pierwsza cze$¢ tezy wynika od razu, gdy « i 3 leza po tej samej stronie punktu 0. Jesli a < 0 < (3,
to tgS > [ 1itg(—a) > —a, zatem tgf — tga = tgf + tg(—a) > B+ (—a) = [ — a. Podobnie

sin @ < f1isin(—a) < —a, wiec sin § — sina = sin § + sin(—a) < f+ (—a) = f — a.

Poniewaz pochodna funkcji 2% = %22 jest e®!"? In2 = 2% In 2, wiec istnieje taka liczba z € (s,1),

ze % = 2%1n 2. Oczywiscie 2¢ > 2% > 2%, a stad teza wynika od razu. (]

Inna metoda.
Niech f(3) =tgf —tga— B+ a. Wtedy f(a) =0oraz f'(8) =1+tg?B—1=tg?[ > 0dla 3 #0.
Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle rosnaca na kazdym przedziale zawartym w swej dziedzinie, w tym

'3
nieréwnos¢. Druga otrzymamy praktycznie w ten sam sposéb. Niech ¢g(f) = f — a — sin § + sin a.

na przedziale [, 7). Stad wynika, ze jesli o < 8 < 7, to f(8) > fu(a) = 0. OtrzymaliSmy pierwsza
Mamy g(a) = 0 oraz g'(3) =1 —cos 8 > 0, gdy 0 < |8 < 7, wiec funkcja g jest cisle rosnaca na
przedziale [a, 7), zatem jesli a« < 8 < 7, to g(3) > gn(a) = 0, co koniczy dowod drugiej nieréwnosci.

Dla dowodu nieréwnosci z drugiej czesci zadania badamy funkcje zmiennej ¢ przy ustalonym s:
(t—s)-20-1In2— (2" —2°) oraz 2! — 2° — (t —s) - 2° - In2. Mamy (2!)" = (&!'"?)" = ¢/"21In2 = 2 In 2.
Obie funkcje przyjmuja wartos¢ 0 w punkcie s. Mamy tez
L((t—s)-2t-Im2— (2 —2%)) =2" - In2+ (t — 5)2/(In2)? — 2! - In2 = (t — 5)2/(In2)? > 0 dla t > s,
zatem funkcja (¢t — s) - 2" - In2 — (2" — 2%) zmiennej ¢ jest $cisle rosnaca na polprostej [s, 00), wiec
jest dodatnia na pétprostej (s, 00), co dowodzi lewej nieréwnosci. Prawa nieréwnos$¢ wynika z tego,
ze $(20—2°—(t—s)-2°-In2) =2'In2—-2°In2 > 0 dlat > s, bo z tej nieréwnosci wynika, ze
funkcja 28 — 25 — (t — s) - 2° - In 2 jest &cisle rosnaca na po6lprostej [s, 00). O

[ jeszcze jedna uwaga. Jesli —3 < a < 8 < 7, to krotszy z dwoch tukow okregu jednostkowego,
ktérych koncami sa punkty A = (cosa,sina) i B = (cosf3,sin ) ma dlugosé f — a. Dlugosé
odcinka AB jest mniejsza do dtugosci tego tuku. Odcinek AB to przeciwprostokatna w trojkacie o
wierzchotkach A, B i C' = (cos 3,sin a), wiec jest dtuzszy od przyprostokatnej BC', ktérej dtugosé
jest rowna sin # —sin « (jesli § = —a to A = C, wiec trojkat ABC staje sie odcinkiem i odcinki AB



oraz C'B maja te sama dtugos¢, ale to nie zmienia dowodu, bo tuk jest dtuzszy od cieciwy). O
Znany mi geometryczny dowod nierownosci tg 3 — tga > [ — a jest istotnie trudniejszy od

podanego wyzej, wiec go nie umieszczam w tym opowiadanku.

4. Niech f(z) = ¢/x(22 — 1)5(x +2)2.  Dlaz # 0, —2, &1 zachodza réwnosci

’ _1 3 2 9\ . 3/@*-1)? . 1" _ 2:(6526+2202°+1312* ~1402% 922> —4)
f'(x) = 3(132° + 222° — 3z — 2) oty | f"(x) e )

Wielomian 1323 + 2222 — 3z — 2 ma trzy pierwiastki: o1 ~ —1,77, 25 ~ —0,26, x5 ~ 0,34.

Wielomian 652 + 2202° + 1312* — 1402% — 9222 — 4 ma cztery pierwiastki rzeczywiste

ry ~ —2,07, x5 = —1,47, v¢ = —0,68 i x7 =~ 0,78. Istnieja takie liczby rzeczywiste p i ¢,

ze p* —4q < 0 oraz 652° + 22025 + 1312* — 14023 — 9222 — 4 =

= 65(z — x4)(x — x5) (7 — 26) (7 — 27) (2 + px + ¢) dla kazdego = € R.

(1 p.) Podaé definicje pochodnej funkcji f w punkcie p i wyjasnié, w jakich punktach
funkcja f ma pochodna pierwszego rzedu, niekoniecznie skonczona.

(2 p.) Znalez¢ przedzialy, na ktérych funkcja f maleje, na ktérych rosnie.

(2 p.) Znalez¢ przedzialy, na ktérych funkcja f jest wypukta, na ktérych jest wklesta.

(1 p.) Obliczyé¢ granice funkcji f i jej pochodnej f’ przy © — +oo.

(4 p.) Na podstawie uzyskanych informacji naszkicowaé wykres funkeji f.

Rozwigzanie. Pochodna funkcji f w punkcie p nazywamy granice }Lirr(l] w.
3 —_1)5 5
Mamy f(0) = 0, wiee f/(0) = lim 0 — fim VDD — iy (/UELE02E oo, b
}lLir%(h2 —1)5(h+2)2=—-4 i h? >0 oraz }Lirr(l] h* = 0, zatem f'(0) = —oo0.
Analogicznie f'(—2) = fllli% W = }LE% w Mamy wiec
. - . R/(=2+h)((=2+h)2—1)%h2 3/ (=24h)((=2+h)2—1)°
fi(—=2) = lim W = lim Y - = lim ; = —00

h—0t h—0t h—0t

— granica licznika wyrazenia podpierwiastkowego jest —2 - 3% = —486 za$ mianownik jest dodatni

i ma granice 0. Podobny rachunek przekonuje nas o tym, ze f’ (—2) = +00 — jedyna zmiana w rozu-
mowaniu to zmiana znaku mianownika, bo tym razem h < 0. Wobec tego, ze jednostronne pochodne
sa rozne, pochodnej w punkcie —2 funkcja nie ma.
Styczna do wykresu w punkcie (0,0) jest prosta o réownaniu z = 0 (czyli pionowa o$ uktadu
wspOlrzednych), a styczna wspdlna do ,prawej” i ,lewej” czedci wykresu w punkcie (—2,0) — prosta
o réwnaniu x = —2 (wiec pionowa).
Pierwsza pochodna zmienia swéj znak przy przejsciu argumentu z lewej strony kazdego z punk-
13 3/ (z2-1)2

tow —2, 11,72, 23 na jego prawa strone, bo f'(z) = F (v — 21)(z — 22)(x — x3) - p e

przejsciu z lewej strony na prawa kazdego z punktéw —1,0, 1 znak pozostaje niezmieniony.

Przy

Na prawo od punktu z3 wszystkie czynniki sa dodatnie, wiec = > x3 = f’(x) > 0 i wobec tego
To <z <wy= fllr) <0, v1 <x <3 = fl() >0, —2<2<x = f(r) <0 1iwreszcie
r < —2= f'(z) > 0. Wobec tego na kazdym z przedziatéw (—oo, —2], [z1, 2] 1 [x3, 00) funkcja f
rosnie, za$ na kazdym z przedziatéow [—2, x1], [z2, 23] — maleje.

Zauwazmy, ze warunek p?> — 4q < 0 oznacza, ze wielomian kwadratowy

P hprtqg==(x+2)2+q- 2 =(x42)> 42"

przyjmuje jedynie warto$ci dodatnie, wiec ten czynnik nie ma wpltywu na znak drugiej pochodnej.
Podobnie czynnik (x + 2)*. Natomiast pozostate czynniki, tj. z — x4, v — x5, v+ 1, ¥ — 26, 2°, x — 27

i z — 1 maja wptyw. W punktach —2, —1, 0 oraz 1 funkcja f drugiej pochodnej nie ma, bo nie



ma w nich pierwszej pochodnej lub pierwsza jest nieskoniczona lub jednostronne drugie pochodne sa
rézne (i nieskonczone). Wobec tego druga pochodna jest dodatnia na kazdym z przedziatow (1, 00),
(0,27), (—1,26), (—2,25) i (w4, —2). Na przedziatach (z7,1), (z6,0), (25, —1) i (—00,z4) druga po-
chodna jest ujemna. Wobec tego funkcja f jest écisle wypukla na kazdym z przedzialtéw [1,00),

0, z7], [-1, 2], [-2, 5] 1 [x4, —2]. Na kazdym z przedziatéw [z7, 1], [xg, 0], [x5, —1] 1 (—o0, 24] funk-

cja f jest $cidle wklesta.

Zachodza oczywiste rownoéei lim /z(22 — 1)5(z 4+ 2)2 = +oo i lim /x(2? —1)5(z +2)2 = —0
3 (1‘2—1)2

— pod pierwiastkiem jest wielomian stopnia 13. Mamy lim %(13:53 +222% — 31— 2) - PTGy

=1 lim (132% + 2222 — 3z — 2) - lim ¢ (1) 5+ (+00) - +(00) = 400, bo po pierwiastkiem

z—oo L z—00 V 2*(@+2) o . .
znalazt sie iloraz wielomianu czwartego stopnia przez wielomian trzeciego stopnia. Zachodza réw-

nosei lim 1(132% 42222 — 3z — 2) - ¢/C =0 = L lim (1328 + 2222 — 3z — 2) - lim {/ &= =

T——00 z%(z+2) 325 0o oo V TH(x+2)
1

=4-(—00)-(—00) = +o0. Pomocne w doktadniejszym uzasadnieniu sa réwnosci 13z%+222* -3z -2 =

.3 2 3 2\ : 3/(@2-1)% (1-1/(z?))?
=* (B+2-5-%)iy 2y = LA Ty
4,

-1 \_/1 2

4+

Wykres narysowal program Wolfram Mathematica 7 na moja prosbe. Dziedzine ograniczytem,
jak widaé¢, do dosy¢ krotkiego przedziatu ([—2.5, 2]), bo poza tym przedzialem funkcja ma duze
wartosci (f(2) =~ 19,8, f(2.5) ~ 58,7). W rezultacie gdybym rozpatrywal dtuzszy przedzial, to nie
bytoby widaé, co sie dzieje na przedziale [—2.5, 2]. Na wykresie stabo widaé¢ wypuktosé funkeji na
przedziale [z4, —2], bo ten przedzial jest bardzo krétki, a na lewo od niego funkcja jest juz wklesta.
Podkresli¢ warto, ze ze Scistej wypuktosci funkcji na przedziatach [x4, —2] i [-2, z5] nie wynika jej

wypuktoéé na przedziale [xy, z5].

5. (5 p.) Dla kazdej liczby s > 0 znalez¢ taka liczbe t, € R, ze styczne do wykresu funkcji
2? w punktach (s, s?) i (t,,t2) sa prostopadle.
(5 p.) Jaka jest najmniejsza odlegto$¢ punktéw (s, s?) i (t4,t2) dla s > 0, gdzie ¢, jest

liczba opisana w poprzedniej czesci tego zadania?

Rozwigzanie. Mamy (z%)" = 2x. Wobec tego réwnaniem stycznej do wykresu funkcji 22 w punkcie

(s,5?) jest y = 2sx—s?, a w punkcie (t4,12) — y = 2t,x—t>. Poniewaz te proste maja by¢ prostopadte,

wiec 2s - 2t, = —1, zatem ¢, = —5-. Trzeba zminimalizowaé odleglosé punktow (s, s?) i (—4, toz)-

Zajmiemy sie oczywiscie kwadratem ich odlegtodci, tzn. wielkodcia

1)\2 2 1\2_ 2,1 1 4 1 1 2,3, 1.2 4, 1 -4
(S+4s) +(s 1682) =S tot e tsS —stma =t tES TS s

5



Jej pochodna jest

25 — £s73 4 45% — Lm0 = L7 (12855 — 857 + 2565° — 1) = ;s ((25)® +2(25)° — 2(25)* — 1) =

= (25 — 1)((25)" + (25)5 + 3(25)° + 3(25)* + 3(25)* + 3(25)* 4+ 25 + 1).

Ta pochodna jest dodatnia dla 2s > 1, czyli dla s > %, ajesli0 < s < % — ujemna. Wynika stad, ze

kwadrat interesujacej nas odlegtosci wzrasta ze wzrostem s na polprostej [%, oo), za$ na przedziale

(O, %} — maleje, wiec swa najmniejsza warto$¢ przyjmuje dla s = % Jest ona wtedy rowna 1. [
Inne rozwiqzanie drugiej czesci zadania 5. autorstwa mgr Michata Strzeleckiego nieco zmienione

przeze mnie.

Uproscimy najpierw funkcje ktéra chcemy zminimalizowac.

1\2 9 1 \2 1\2 1 1 2 1\2 1\2 1\2
(+5) (- w2) = (%) +((8+£)<8‘4—s)) =(s+55) +6+5) -5)
) () ) = G2 (1050 5)
4s 4s 4s 2 16s2
N2/, 11 12 12 IR
= (s+5) ( +§+1652):<8+4—s) (+5) =(+5)

(powyzej trzykrotnie skorzystalismy ze wzoréw skroconego mnozenia). Widzimy, ze wartos¢ naszej

funkcji jest tym mniejsza, im mniejsza jest warto$¢ wyrazenia s + 4_13' Pochodna (s + i)’ =1- ﬁ

jest ujemna dla s € (0, %), réowna zero dla s = %, dodatnia dla s € (%, 00), wiec minimum wyrazenia

5+ 41_3 jest przyjmowane dla s = % (i jest rowne 1). Kwadrat interesujacej nas odleglosci jest wiec

takze najmniejszy dla s = 1 (i réwny 1* = 1)

Jeszcze inne rozwigzanie drugiej czeSci zadania 5. autorstwa mgr Michala Strzeleckiego nieco
zmienione przeze mmnie.

Funkcja, ktéra chcemy zminimalizowaé jest suma dwoch nieujemnych wyrazen:

2 2
1 2 1
(s + £> oraz (s — 1632> .

— 1o7)% jest rowne 0 dla s* = 5, czyli s = L (korzystamy z tego, ze

s >0 (1) — jest to oczywidcie najmniejsza jego wartosc.

Drugie z tych wyrazen tj. (s2

Pierwsze z tych wyrazen tj. (s + ﬁ)z, jest tym mniejsze, im mniejsza jest warto$¢ wyrazenia
s+ 4. Pochodna (s + )’ = 1 — 5 jest ujemna dla s € (0, 3), réwna zero dla s = 4, dodatnia dla
s € (3,00), wiec minimum wyrazenia s + == jest przyjmowane dla s = 3 (i jest réwne 1)

Funkcja, ktora chcemy zminimalizowadé jest wiec suma dwoch wyrazen z ktorych kazde przyjmuje

najmniejsza wartos¢ s = % (1). Korzystajac z tego szczesliwego zbiegu okolicznosci stwierdzamy, ze
kwadrat interesujacej nas odlegtosci jest takze najmniejszy dla s = % (i réwny 12 + 0% = 1).

! Mozna tez nie uzyé pochodnej w ogdle: s+ ﬁ =(vs— 2\1/5)2 +1 > 1, przy czym réwnosé zachodzi jedynie wtedy,
gdyO:\/§—2\1/§:225\;§1 <:>2s—1:0<=>s:%.
2 Ten sam wynik mozna uzyska¢ bez pochodnych: (s+ 1-)% = s+ 1 +

’ /s . e 1 4s*—1
przy czym réwnos¢ zachodzi <= 0 =s — = = =

1 2
1652 S

=42 =1 s=

1
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