Matematyka A — kolokwium, 27 maja 2015, godz. 18:15— 20:10
Poprawitem: godz 20:15, 14 wrzesnia 2015 r.

1. (3 p.) Rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe x”(t) — 2/(t) — 12z(t) = 0.
(7 p.) Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe

2 (t) — 2/ (t) — 12x(t) = —§ 4 12¢* — 150 cos(3t) + 36t — Te 3.

Rozwigzanie. Pierwiastkami réwnania charakterystycznego 0 = A\ — X — 12 = (A + 3)(A — 4)
sa liczby —3 i 4. Wobec tego rozwiazaniem ogdlnym réownania x”(t) — z/(t) — 12x(t) = 0 jest
funkcja cie™% + cpe*, ¢y, co — dowolne liczby.

Poniewaz 0 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, wiec istnieja takie liczby
a, b, c, ze funkcja kwadratowa at? + bt + ¢ jest rozwiazaniem réwnania x”(t) — 2/(t) — 12x(t) =
—% + 12¢2. Podstawiajac z(t) = at? + bt + ¢ otrzymujemy

— ¢ +12t% = (at? + bt +¢)" — (at? + bt +c)' —12(at® + bt +¢) = 2a— (2at +b) — 12(at® + bt +¢) =

= —12at® + (—2a — 12b)t + (2a — b — 12¢). Stad wynika, ze a = —1, b = —3% = & oraz
¢c= 3 +2a—0b) = 55(; —2— ) = —&. Wobec tego rozwiazaniem szczegélnym (jednym z

wielu) rownania " (t) — 2/(t) — 12z(t) = —§ + 12¢? jest funkcja z(t) = —t* + 3t — &.

Liczba 3¢ nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec istnieja takie liczby a, b,
ze funkcja a cos(3t) +bsin(3t) jest rozwiazaniem réwnania —150 cos(3t) = () — 2/ (t) — 12x(¢t).
Podstawiajac z(t) = a cos(3t) + bsin(3t) otrzymujemy

—150 cos(3t) = (acos(3t) + bsin(3t))” — (acos(3t) + bsin(3t))" — 12(a cos(3t) + bsin(3t)) =

= (—21a — 3b) cos(3t) + (3a — 21b) sin(3t). Stad wynika, ze 3a — 21b = 0, czyli a = 7b oraz
150 = 21a + 3b = 150b, zatem b = 1 i wobec tego a = 7. Rozwiazaniem szczegdlnym (jednym
z wielu) réwnania z”(t) — 2/ (t) — 122(t) = —150 cos(3t) jest funkcja xo(t) = 7 cos(3t) + sin(3t).
Liczba 3 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego. Wynika stad, ze réwnanie
2" (t)—2'(t)—12z(t) = 36te® ma rozwiazanie postaci (at+b)e3. Podstawiajac z(t) = (at+b)e
otrzymujemy  36te® = ((at + b)e?’t)” — ((at + b)egt), — 12(at + b)e’ =

= %3 (6a+9at +9b— (a+3at +3b)) — 12(at 4 b)e* = (—6at + 5a — 6b)e®. Stad wnioskujemy,
ze a = —6 oraz b = —5. Wobec tego rozwiazaniem szczegdlnym (jednym z wielu) réwnania
2"(t) — 2/ (t) — 12z(t) = 36te3" jest funkcja z3(t) = (—6t — 5)e.

Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, zatem (zwiekszamy stopien!)
rownanie z”(t) — 2/(t) — 122(t) = —Tte " ma rozwiazanie postaci ate 3!
2(t) = ate™™ otrzymujemy —Tte™ = 2" (t)—a'(t)—122(t) = (2/(t)+32(t)) —4(2'(t)+32(t)) =

= (ae™3" — 3ate ¥ + 3ate*3t)/ — 4(ae™® — 3ate™3 + 3ate™) = (ae*?’t)/ — 4ae 3 = —~Tae ™3,

. Podstawiajac

wiec a = 1. Wynika stad, ze rozwiazaniem szczegdlnym (jednym z wielu) réwnania
2(t) — 2/ (t) — 12z(t) = —Tte 3" jest funkcja z4(t) = te 3.
7 tych wszystkich rozwazan wynika, ze rozwiazaniem ogolnym réwnania
a(t) — a'(t) — 12a(t) = —5 + 12¢* — 150 cos(3t) + 36te® — Te™
jest funkcja
21(t) + 22(t) + 23(t) + 24(t) + 173 + coett =
= —t? + 3t — & + Tcos(3t) + sin(3t) + (=6t — 5)e + te 3 + cre™ + cpe.



2. (3 p.) Rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe z”(t) + 8z'(t) 4+ 16x(t) = 0.
(7 p.) Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe

2"(t) + 82/ (t) + 16x(t) = 2564 + 256 sin(4t) + 256tet’ + 400 cos(4t).

Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne wyglada tak: 0 = A2 4+ 8\ + 16 = (A + 4)?, wiec
ma ono jeden pierwiastek, za to podwojny. Jest nim liczba —4. Rozwiazanie ogélne rownanie
jednorodnego: x”(t) + 82'(t) + 16x(t) = 0 ma wiec postaé (¢; + cot)e ™.
Wobec tego réwnanie z”(t) + 82'(t) + 16x(t) = 256e~* ma rozwiazanie postaci at’e*. Pod-
stawiajac z(t) = at?e™* do tego réwnania otrzymujemy 2564 = z”(t) + 82'(t) + 16x(t) =
=(2'(t) + 4x(t))/ +4(2/(t) + 4z(t)) = ((at?e™) + dat?e™) + 4((at’e ") + dat’e ") =
= (Qate*‘“—4at2e*4t+4at26*4t)/—|—4(2ate*4t—4at2e*4t—|—4at26*4t) = (2ate*4t)/+4-2ate*4t =
= 2ae™* — Bate™" + 8ate ™ = 2ae~*. Stad wynika, ze a = £° = 128. Wobec tego funk-
cja x1(t) = 128%™ jest rozwiazaniem szczegdlnym (jednym z nieskoniczenie wielu) réwnania
256e 4 = 2(t) + 82'(t) + 16x(t).
Poniewaz liczba 4i nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, wiec istnieje taka
liczba a, ze funkcja ae®™ jest rozwiazaniem réwnania z”(t) 4+ 82/(t) + 16x(t) = 256e*. Pod-
stawiajac z(t) = ae’® otrzymujemy 256e*" = 16i2ae’™ + 32iae + 16ae?™ = 32iae’™, zatem
256 _ it

a= = —8&8i. Wobec tego funkcja —8ie

50 jest rozwiazaniem réwnania z” (t) 4 8x'(t)+16x(t) =

2561, Poniewaz 256 sin(4t) = 256Im(e**), wigc rozwiazaniem szczegdlnym (jednym z nieskori-
czenie wielu) réwnania x”(t) + 82/ (t) + 16x(t) = 256 sin(4t) jest funkcja xo(t) = Im(—8iet) =
=Im(—8i cos(4t) + 8sin(4t)) = —8 cos(4t).

Liczba 4 nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec istnieja takie liczby a, b,
ze funkcja (at + b)e? jest rozwiazaniem réwnania z”(t) + 82/(t) + 16z(t) = 256te*. Podsta-
wiajac w tym réwnaniu z(t) = (at + b)e* otrzymujemy 256te*® = 2”(t) + 82/(t) + 16x(t) =
=((at + b)e4t)” + 8((at + b)e4t), + 16((at + b)e™) = ((8a + 16at + 16b)e™) + 8((a + 4at +

4b)e*') + +16((at + b)e™) = (64at + 16a + 64b)e*. Stad wynika, ze a = 222 = 4 i wobec tego

b= —% = —1. Udowodniligmy, ze funkcja z3(t) = (4t — 1)e™ jest rozwiazaniem szczegdlnym
(jednym z wielu) réwnania 2" (t) + 82'(t) + 16z (t) = 256te™.

Liczba 4 + 41 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec istnieje taka liczba ze-
spolona a, ze funkcja ae™9 jest rozwiazaniem réwnania z”(t) + 82/ (t) 4 16z (t) = 400e+41,
Podstawiajac z(t) = ae®™* w tym réwnaniu otrzymujemy 400e+40t = (4 + 4i)2ae+4t 4
8(4 + 41)aeH 4t 4+ 16ae 40t = (16 + 32i — 16 + 32 + 32i + 16)ae ™) = (48 + 647)ae4)1.

Stad wnioskujemy, Ze a = 48‘10242. = 3J2r541. = 259(i;§i) = 3 — 4i. Wobec tego funkcja (3 — 41)e+4)!

jest rozwiazaniem réwnania z”(t) + 82/(t) + 162(t) = 400e*+*t. Prawdziwy jest tez wzor
400e* cos(4t) = Re(400e+4)%) | zatem rozwiazaniem szczegdlnym (jednym z wielu) réwnania
o (t)+ 8/ (t) + 162(t) = 400e™ cos(4t) jest funkcja z4(t) = Re((3 —4i)e ") = e (3 cos(4t) +
+4 Sin(4t)). 7 tych przydhugich rozwazan wnioskujemy, ze rozwiazaniem ogélnym réwnania
2"(t) + 82/ (t) + 16x(t) = 2564 + 256 sin(4t) + 256te?® + 400e* cos(4t) jest funkcja
z(t) = z1(t) + 2o (t) + 23(t) + 24(t) + (1 + cot)e™ =

128t%e™* — 8 cos(4t) + (4t — 1)e* + e* (3 cos(4t) + +4sin(4t)) + (1 + cat)e ™



3. (3 p.) Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe z”(t) — 4’ (t) + 5x(t) = 0.
(7 p.) Rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe

x"(t) — 4x'(t) + bz (t) = 25t* — 4t cost + (12t — 10) sint + e (2 + t?) + 2e* cost.

Rozwigzanie. Roéwnanie charakterystyczne wyglada tak 0 = A2 — 4\ +5 = (A — 2)? + 1, wiec
jego pierwiastkami sa liczby 2 4= 7. Wobec tego rozwiazaniem ogélnym réwnania jednorodnego
jest funkcja ¢! 4 eHt = (&) 4 &y)e* cost 4 i(—¢1 + éo)e? sint = €% (¢ cost + cysint).

Poniewaz liczba 0 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec rownanie
2"(t) — 42’ (t) + 5x(t) = 25t ma rozwiazanie postaci at?+ bt +c. Podstawiajac w nim z(t) =
=at®+bt+c otrzymujemy 25t = 2a—4(2at+b)+5(at*+bt+c) = Sat?>+(—8a+5b)t+2a—4b+5c.
D5 p=20_Qjc=2akb_ _2

s ,b=% = === = — %, zatem rozwiazaniem szczeg6lnym

(jednym z wielu) réwnania z”(t) — 42/ (t) + 5x(t) = 25t2 jest funkcja x1(t) = 5t2 — 2t — 4.,4.

Stad wynika, ze a =

Poniewaz liczba ¢ nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec rownanie

2" (t) — 42’ (t) + bx(t) = —4tcost + (12t — 10) sin t ma rozwiazanie postaci (at + b) cost + (ct +

Se

)sint. Przyjmujac z(t) = (at+b) cost+ (¢t +d) sin t otrzymujemy —4t cost+ (12t —10) sint =
((at+b) cost+ (ct+d)sint)”—4((at+b) cost+(ct+d) sint) +5((at+b) cost+ (ct+d) sint) =
(—2asint — (at + b) cost + 2ccost — (ct + d)sint) — 4(acost — (at + b)sint + csint +
(
(=

+ (ct+d) cost)+5((at+b) cost+ (ct+d) sint) = (—at —b+2c—4a— 4dct — 4d+ 5at + 5b) cos t+
+(—2a — ¢t — d + 4at + 4b — 4c + Bct + 5d) sint = (4(a — )t — 4a + 4b + 2¢ — 4d)) cost +

+ (4(a + ¢}t — 2a + 4b — 4c + 4d) sint. Wynika z otrzymanej réwnosci, ze 4(a —¢) = —4 i
da+c)=12, wieca=11c =2, astad 4b—4d =01 4b+ 4d = 0, wiec b = d = 0. Wykazali-
Smy, ze rozwiazaniem szczegdlnym rownania x”(t) — 4a’(t) + bx(t) = —4tcost + (12t — 10) sint
jest funkcja z5(t) = cost + 2sint (sa tez inne).

Poniewaz liczba 2 nie jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, wiec réwnanie
2"(t) — 42'(t) + bx(t) = €*(2 + t?) ma rozwiazanie postaci (at® + bt + c)e*. Przyjmujac

z(t) = (at? + bt + c)e? otrzymujemy e (2 + t2) = 2”(t) — 42/ (t) + bx(t) =

= (2a +4(2at + b) + 4(at? + bt + ¢))e* — 4((2at + b) + 2(at? + bt + ¢)) e + 5(at® + bt + ¢)e* =
= (at® + bt + 2a + c)e*. Stad od razu wynika, ze a = 1, b = ¢ = 0. Wobec tego funk-
cja w3(t) = t?e* jest rozwiazaniem szczegélnym (jednym z nieskonczenie wielu) réwnania
x"(t) — 42’ (t) + bz (t) = e*(2 + t?)

Liczba 2 4 ¢ jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wobec czego rownanie
2"(t) — 42'(t) + 5x(t) = 2e* cost ma rozwiazanie postaci ate? cost + bte?! sint (podnosimy
stopien o 1). Zamiast tego réwnania rozpatrzymy réwnanie a”(t) — 42’ (t) + 5z (t) = 22Tt Ma
ono, z tego samego powodu, rozwiazanie postaci Ate?T9!. Zastepujac w nim x(t) przez Ate+t
otrzymujemy A(2(2+1) + (2+14)%) et — 4A(1 4 (2 +i)t) et 4 5AteP Tt = 2620 czyli
2AieC)t = 22+t Wynika stad, ze A = —i. Rozwiazaniem szczegélnym jest wiec funkcja
—ite+)t = e2(—jcost+sint). Poniewaz Re(e+)) = e? cost, wiec rozwiazaniem szczegdlnym
réwnania z”(t) — 42'(t) + 5z(t) = 2e*cost jest funkcja x4(t) = Re(—ite?™") = e*sint.
Rozwiazanie réwnania " (t)—4x'(t)+5z(t) = 25¢*—4t cos t+(12t—10) sin t+e* (2+¢?)+2e cost
to 5t? — 2t — 4,4+ cost + 2sint + t?e* + 2e cost + €*(cy cost + ¢y sint), ogdlne oczywiscie.



4. (10 p.) Pojemnik zawiera 400 litréw wody, w ktérej rozpuszczono 25 kg soli kuchennej. Do
pojemnika wlewana jest woda w tempie 12 litréw na minute, zawierajaca % kg soli w kazdym
litrze. Jednoczesnie przez otwoér w dole pojemnika wyptywa bardzo doktadnie wymieszana
woda z sola z predkoscia 8 litrow na minute (wiec w pojemniku jest coraz wiecej ptynu).

Ile soli znajdzie sie w pojemniku, gdy objetosé¢ ptynu rowna bedzie 500 17
Ile soli znajdzie sie w pojemniku, gdy objetos¢ ptynu rowna bedzie 800 17

Rozwiqzanie. Niech V(t) oznacza ilos¢ ptynu w pojemniku w chwili t. Mamy, jak mozna
tatwo zauwazy¢, V() = 400 + ¢(12 — 8) = 400 + 4t. Niech x(t) oznacza ilos¢ soli W roztworze
w chwili £. Jesli At jest mala liczba, to z(t + At) ~ z(t) + 0,25 - 12 - At — ( -8 At =

x(t)— 400( 18- At+3At. Rownosc jest tylko przyblizona, bo zawartos¢ soli w roztworze zmienia

sie ciagle, a zatozyliémy, ze w okresie od t do t + At stale jest x(t) soli w roztworze. Doktadna
rownosé uzyskujemy obliczajac granice przy At — 0. Trzeba jednak najpierw podzieli¢ te
’ /2 . 1 (A —x(t) 2x(t)
réwnosé przez At. Otrzymujemy x'(t) = Alirilo N = —100 P
(1004t)%2’(t) 4+ 2(100+t)z(t) = 3(100+1)?, zatem ((100+¢)%x(t))" = 3(100+1)?. Stad Wynika
natychmiast, ze (100+t)2x(t) = (100+t)*+C dla pewnej statej C, wiec z(t) = 100+t + oz (100+t)

Poniewaz z(0) = 25, wiec 25 = 100+ o czyli C' = —750 000, zatem z(t) = 100+t — 72900

+ 3. Stad wynika réwnosé

10000~ (100+t)2
Gdy V(t) = 500 = 400 + 4¢, to ¢t = 25. Mamy 2(25) = 125 — {3357 = 125 — 48 = 77. Jesli
V(t) = 800, to ¢ = 100. Wtedy x(100) = 200 — B338% = 200 — 2> = 200 — 18 — 2 = 1814,

oczywiscie kilograméow.



. 7 =5 I T T3 Ty
5. Niech M = , V1 = , Vo = , V3 = , V4 = .
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(4 p.) Znalez¢é taki niezerowy wektor vy , ze M - vy = vy iz, € {0,1,2,3,4,5} lub
wykazaé¢ to rownanie jest spetnione jedynie przez wektor zerowy. Rozwiaza¢ ten
sam problem dla rownan M - vy = 2vy, M - v3 = 3vy, M - vy = 4vy.

(2 p.) Znalezé M® - (1) oraz M® - (7).

se 20150527

(4 p.) Wykazaé, ze jedynym takim wektorem v = (gyc), vV = (8) jest wektor

ZErowy.

Rozwiqzanie. Szukamy takiego wektora vy, ze Mvy; = vi, czyli musza byé¢ spelione obie
rownosci 7xy — dy; = x1, 3x1 — y1 = y1. Wynika z nich, ze 6x; = by, i 31 = 2y, zatem
by1 = 621 = 2(3x1) = 4y, wiec y; = 0 1 wobec tego x1 = 0.

Teraz szukamy wektora vy. musza by¢ spetnione obie rownosci 7xo — bys = 229, 319 — Yo = 2yo.
Wynika z nich, ze x5 = yo. Przyktadem takiego wektora jest vy = (})

Kolej na v3. Ma by¢ 7x3 —5y3 = 33 i 3wz —y3 = 3ys3, czyli 43 = dyz 1 3x3 = 4y, wiec réwniez
1623 = 4(bys) = 5(4y3) = 15x3, wiec x3 = 0, wobec czego réwniez ys = 0.

[ ostatnia czesé tych rozwazan. Kazde z rownan 7z, —5by, = 4x4 1 3x4—y4 = 4y4 jest rOwnowazne
rOwnaniu 3z4 = byy, wiec mozna przyjat x4 =51y, = 3.

Mamy Mv, = M(}) = 2(;). Nastepnie M?(}) = M -2(;) = 2M(}) = 2%(}). Kontynuujac to
postepowanie otrzymujemy M°(}) = 2°(}) = (33).

bLatwo stwierdzamy, ze ((2)) = (g) — 3(}), zatem M(g) = 4(2) — 2(}) Podobnie jak poprzednio

otrzymujemy wzor M> ((2)) =4M (g) -3 ZM(}) =42 (g) —3.22 G) Po nastepnych trzech takich

operaciach mamy M) = 4°() =3+ 2(}) = 1024(3) - 99()) = (32

Wyznacznik iloczynu macierzy jest roéwny iloczynowi ich wyznacznikéw, wiec zachodzi rownosé
det (M2019052T) = (7. (—1) — (=5) - 3)20150527 = Q20150527 £ () Macierz M?°15952" ma wiec macierz

odwrotna, zatem z réwnosci M20150527y = (0} wynika réwnosé v = (M2010527)=1(0) = (7).

Ostatnia cze$¢ rozumowania mozna zastapi¢ nieco innym rozumowaniem. Dla kazdego wektora
. .. .. . . . 1 5 /- 0

(z) istnieje dokladnie jedna para takich liczb ¢, d, ze (5) = 0(1) + d(g). Jesli M(i) = (O), to

(8) — }J20150527 (:;) _ 920150527 _ . . G) 4 420150527 7 . (g)’ ale stad wynika, ze ¢ - 220150527 — () —

=d - 420150527 "3 to oznacza, ze c = 0 =d. Stad x = 0 = v.

Ciekawostki: 25 = 64, 28 = 256, 45 = 210 = 1024; 3% = 243; punkty (0,0), (1,1), (5,3) nie leza

na jednej proste;j.



