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1. (3 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = 0.

(7 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe

x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = −1
6

+ 12t2 − 150 cos(3t) + 36te3t − 7e−3t.

Rozwi ↪azanie. Pierwiastkami równania charakterystycznego 0 = λ2 − λ − 12 = (λ + 3)(λ − 4)

s ↪a liczby −3 i 4. Wobec tego rozwi ↪azaniem ogólnym równania x′′(t) − x′(t) − 12x(t) = 0 jest

funkcja c1e
−3t + c2e

4t, c1, c2 — dowolne liczby.

Ponieważ 0 nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec istniej ↪a takie liczby

a, b, c, że funkcja kwadratowa at2 + bt + c jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t)− x′(t)− 12x(t) =

−1
6

+ 12t2. Podstawiaj ↪ac x(t) = at2 + bt + c otrzymujemy

−1
6
+12t2 = (at2 +bt+c)′′− (at2 +bt+c)′−12(at2 +bt+c) = 2a− (2at+b)−12(at2 +bt+c) =

= −12at2 + (−2a − 12b)t + (2a − b − 12c). St ↪ad wynika, że a = −1, b = − 2
12

= 1
6

oraz

c = 1
12

(1
6

+ 2a − b) = 1
12

(1
6
− 2 − 1

6
) = −1

6
. Wobec tego rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z

wielu) równania x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = −1
6

+ 12t2 jest funkcja x1(t) = −t2 + 1
6
t− 1

6
.

Liczba 3i nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wi ↪ec istniej ↪a takie liczby a, b,

że funkcja a cos(3t)+b sin(3t) jest rozwi ↪azaniem równania −150 cos(3t) = x′′(t)−x′(t)−12x(t).

Podstawiaj ↪ac x(t) = a cos(3t) + b sin(3t) otrzymujemy

−150 cos(3t) = (a cos(3t) + b sin(3t))′′ − (a cos(3t) + b sin(3t))′ − 12(a cos(3t) + b sin(3t)) =

= (−21a − 3b) cos(3t) + (3a − 21b) sin(3t). St ↪ad wynika, że 3a − 21b = 0, czyli a = 7b oraz

150 = 21a + 3b = 150b, zatem b = 1 i wobec tego a = 7. Rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym

z wielu) równania x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = −150 cos(3t) jest funkcja x2(t) = 7 cos(3t) + sin(3t).

Liczba 3 nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego. Wynika st ↪ad, że równanie

x′′(t)−x′(t)−12x(t) = 36te3t ma rozwi ↪azanie postaci (at+b)e3t. Podstawiaj ↪ac x(t) = (at+b)e3t

otrzymujemy 36te3t =
(
(at + b)e3t

)′′ − (
(at + b)e3t

)′ − 12(at + b)e3t =

= e3te3t
(
6a+9at+9b− (a+3at+3b)

)−12(at+ b)e3t = (−6at+5a−6b)e3t. St ↪ad wnioskujemy,

że a = −6 oraz b = −5. Wobec tego rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z wielu) równania

x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = 36te3t jest funkcja x3(t) = (−6t− 5)e3t.

Liczba −3 jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, zatem (zwi ↪ekszamy stopień!)

równanie x′′(t) − x′(t) − 12x(t) = −7te−3t ma rozwi ↪azanie postaci ate−3t. Podstawiaj ↪ac

x(t) = ate−3t otrzymujemy−7te−3t = x′′(t)−x′(t)−12x(t) =
(
x′(t)+3x(t)

)′−4
(
x′(t)+3x(t)

)
=

=
(
ae−3t − 3ate−3t + 3ate−3t

)′ − 4
(
ae−3t − 3ate−3t + 3ate−3t

)
=

(
ae−3t

)′ − 4ae−3t = −7ae−3t,

wi ↪ec a = 1. Wynika st ↪ad, że rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z wielu) równania

x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = −7te−3t jest funkcja x4(t) = te−3t.

Z tych wszystkich rozważań wynika, że rozwi ↪azaniem ogólnym równania

x′′(t)− x′(t)− 12x(t) = −1
6

+ 12t2 − 150 cos(3t) + 36te3t − 7e−3t

jest funkcja

x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t) + c1e
−3t + c2e

4t =

= −t2 + 1
6
t− 1

6
+ 7 cos(3t) + sin(3t) + (−6t− 5)e3t + te−3t + c1e

−3t + c2e
4t.



2. (3 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 0.

(7 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe

x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256e−4t + 256 sin(4t) + 256te4t + 400e4t cos(4t).

Rozwi ↪azanie. Równanie charakterystyczne wygl ↪ada tak: 0 = λ2 + 8λ + 16 = (λ + 4)2, wi ↪ec

ma ono jeden pierwiastek, za to podwójny. Jest nim liczba −4. Rozwi ↪azanie ogólne równanie

jednorodnego: x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 0 ma wi ↪ec postać (c1 + c2t)e
−4t.

Wobec tego równanie x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256e−4t ma rozwi ↪azanie postaci at2e−4t. Pod-

stawiaj ↪ac x(t) = at2e−4t do tego równania otrzymujemy 256e−4t = x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) =

=
(
x′(t) + 4x(t)

)′
+ 4

(
x′(t) + 4x(t)

)
=

(
(at2e−4t)′ + 4at2e−4t)′ + 4

(
(at2e−4t)′ + 4at2e−4t

)
=

=
(
2ate−4t−4at2e−4t +4at2e−4t

)′
+4

(
2ate−4t−4at2e−4t +4at2e−4t

)
=

(
2ate−4t

)′
+4 ·2ate−4t =

= 2ae−4t − 8ate−4t + 8ate−4t = 2ae−4t. St ↪ad wynika, że a = 256
2

= 128. Wobec tego funk-

cja x1(t) = 128t2e−4t jest rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z nieskończenie wielu) równania

256e−4t = x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t).

Ponieważ liczba 4i nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec istnieje taka

liczba a, że funkcja ae4it jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256e4it. Pod-

stawiaj ↪ac x(t) = ae4it otrzymujemy 256e4it = 16i2ae4it + 32iae4it + 16ae4it = 32iae4it, zatem

a = 256
32i

= −8i. Wobec tego funkcja −8ie4it jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t)+8x′(t)+16x(t) =

256e4it. Ponieważ 256 sin(4t) = 256Im(e4it), wi ↪ec rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z nieskoń-

czenie wielu) równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256 sin(4t) jest funkcja x2(t) = Im(−8ie4it) =

=Im(−8i cos(4t) + 8 sin(4t)) = −8 cos(4t).

Liczba 4 nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, wiec istniej ↪a takie liczby a, b,

że funkcja (at + b)e4t jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256te4t. Podsta-

wiaj ↪ac w tym równaniu x(t) = (at + b)e4t otrzymujemy 256te4t = x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) =

=
(
(at + b)e4t

)′′
+ 8

(
(at + b)e4t

)′
+ 16

(
(at + b)e4t

)
=

(
(8a + 16at + 16b)e4t

)
+ 8

(
(a + 4at +

4b)e4t
)

+ +16
(
(at + b)e4t

)
= (64at + 16a + 64b)e4t. St ↪ad wynika, że a = 256

64
= 4 i wobec tego

b = −16·4
64

= −1. Udowodniliśmy, że funkcja x3(t) = (4t− 1)e4t jest rozwi ↪azaniem szczególnym

(jednym z wielu) równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256te4t.

Liczba 4+4i nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec istnieje taka liczba ze-

spolona a, że funkcja ae(4+4i)t jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 400e(4+4i)t.

Podstawiaj ↪ac x(t) = ae(4+4i)t w tym równaniu otrzymujemy 400e(4+4i)t = (4 + 4i)2ae(4+4i)t +

8(4 + 4i)ae(4+4i)t + 16ae(4+4i)t = (16 + 32i − 16 + 32 + 32i + 16)ae(4+4i)t = (48 + 64i)ae(4+4i)t.

St ↪ad wnioskujemy, że a = 400
48+64i

= 25
3+4i

= 25(3−4i)
9+16

= 3− 4i. Wobec tego funkcja (3− 4i)e(4+4i)t

jest rozwi ↪azaniem równania x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 400e(4+4i)t. Prawdziwy jest też wzór

400e4t cos(4t) = Re(400e(4+4i)t), zatem rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z wielu) równania

x′′(t)+8x′(t)+16x(t) = 400e4t cos(4t) jest funkcja x4(t) = Re((3−4i)e(4+4i)t) = e4t
(
3 cos(4t)+

+4 sin(4t)
)
. Z tych przydługich rozważań wnioskujemy, że rozwi ↪azaniem ogólnym równania

x′′(t) + 8x′(t) + 16x(t) = 256e−4t + 256 sin(4t) + 256te4t + 400e4t cos(4t) jest funkcja

x(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t) + (c1 + c2t)e
−4t =

128t2e−4t − 8 cos(4t) + (4t− 1)e4t + e4t
(
3 cos(4t) + +4 sin(4t)

)
+ (c1 + c2t)e

−4t



3. (3 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = 0.

(7 p.) Rozwi ↪azać równanie różniczkowe

x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = 25t2 − 4t cos t + (12t− 10) sin t + e2t(2 + t2) + 2e2t cos t.

Rozwi ↪azanie. Równanie charakterystyczne wygl ↪ada tak 0 = λ2 − 4λ + 5 = (λ− 2)2 + 1, wi ↪ec

jego pierwiastkami s ↪a liczby 2± i. Wobec tego rozwi ↪azaniem ogólnym równania jednorodnego

jest funkcja ĉ1e
(2−i)t + ĉ2e

(2+i)t = (ĉ1 + ĉ2)e
2t cos t + i(−ĉ1 + ĉ2)e

2t sin t = e2t(c1 cos t + c2 sin t).

Ponieważ liczba 0 nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec równanie

x′′(t)− 4x′(t)+ 5x(t) = 25t2 ma rozwi ↪azanie postaci at2 + bt+ c. Podstawiaj ↪ac w nim x(t) =

=at2+bt+c otrzymujemy 25t2 = 2a−4(2at+b)+5(at2+bt+c) = 5at2+(−8a+5b)t+2a−4b+5c.

St ↪ad wynika, że a = 25
5

= 5, b = 2a
5

= 8 i c = −2a+4b
5

= −22
5

, zatem rozwi ↪azaniem szczególnym

(jednym z wielu) równania x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = 25t2 jest funkcja x1(t) = 5t2 − 2t− 4,4.

Ponieważ liczba i nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec równanie

x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = −4t cos t + (12t− 10) sin t ma rozwi ↪azanie postaci (at + b) cos t + (ct +

d) sin t. Przyjmuj ↪ac x(t) = (at+b) cos t+(ct+d) sin t otrzymujemy −4t cos t+(12t−10) sin t =

=
(
(at+b) cos t+(ct+d) sin t)′′−4

(
(at+b) cos t+(ct+d) sin t)′+5

(
(at+b) cos t+(ct+d) sin t) =

=
(− 2a sin t− (at + b) cos t + 2c cos t− (ct + d) sin t

)− 4
(
a cos t− (at + b) sin t + c sin t +

+(ct+d) cos t)+5
(
(at+b) cos t+(ct+d) sin t

)
= (−at−b+2c−4a−4ct−4d+5at+5b) cos t+

+(−2a− ct− d + 4at + 4b− 4c + 5ct + 5d) sin t =
(
4(a− c)t− 4a + 4b + 2c− 4d)

)
cos t +

+
(
4(a + c)t − 2a + 4b − 4c + 4d

)
sin t. Wynika z otrzymanej równości, że 4(a − c) = −4 i

4(a + c) = 12, wi ↪ec a = 1 i c = 2, a st ↪ad 4b− 4d = 0 i 4b + 4d = 0, wi ↪ec b = d = 0. Wykazali-

śmy, że rozwi ↪azaniem szczególnym równania x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = −4t cos t+ (12t− 10) sin t

jest funkcja x2(t) = cos t + 2 sin t (s ↪a też inne).

Ponieważ liczba 2 nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wi ↪ec równanie

x′′(t) − 4x′(t) + 5x(t) = e2t(2 + t2) ma rozwi ↪azanie postaci (at2 + bt + c)e2t. Przyjmuj ↪ac

x(t) = (at2 + bt + c)e2t otrzymujemy e2t(2 + t2) = x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) =

=
(
2a + 4(2at + b) + 4(at2 + bt + c)

)
e2t− 4

(
(2at + b) + 2(at2 + bt + c)

)
e2t + 5(at2 + bt + c)e2t =

= (at2 + bt + 2a + c)e2t. St ↪ad od razu wynika, że a = 1, b = c = 0. Wobec tego funk-

cja x3(t) = t2e2t jest rozwi ↪azaniem szczególnym (jednym z nieskończenie wielu) równania

x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = e2t(2 + t2)

Liczba 2 + i jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, wobec czego równanie

x′′(t) − 4x′(t) + 5x(t) = 2e2t cos t ma rozwi ↪azanie postaci ate2t cos t + bte2t sin t (podnosimy

stopień o 1). Zamiast tego równania rozpatrzymy równanie x′′(t)−4x′(t)+5x(t) = 2e(2+i)t. Ma

ono, z tego samego powodu, rozwi ↪azanie postaci Ate(2+i)t. Zast ↪epuj ↪ac w nim x(t) przez Ate(2+i)t

otrzymujemy A
(
2(2 + i) + (2 + i)2t

)
e(2+i)t− 4A

(
1 + (2 + i)t

)
e(2+i)t + 5Ate(2+i)t = 2e(2+i)t, czyli

2Aie(2+i)t = 2e(2+i)t. Wynika st ↪ad, że A = −i. Rozwi ↪azaniem szczególnym jest wi ↪ec funkcja

−ite(2+i)t = e2t(−i cos t+sin t). Ponieważ Re(e(2+i)t) = e2t cos t, wi ↪ec rozwi ↪azaniem szczególnym

równania x′′(t) − 4x′(t) + 5x(t) = 2e2t cos t jest funkcja x4(t) = Re(−ite(2+i)t) = e2t sin t.

Rozwi ↪azanie równania x′′(t)−4x′(t)+5x(t) = 25t2−4t cos t+(12t−10) sin t+e2t(2+t2)+2e2t cos t

to 5t2 − 2t− 4,4 + cos t + 2 sin t + t2e2t + 2e2t cos t + e2t(c1 cos t + c2 sin t), ogólne oczywiście.



4. (10 p.) Pojemnik zawiera 400 litrów wody, w której rozpuszczono 25 kg soli kuchennej. Do

pojemnika wlewana jest woda w tempie 12 litrów na minut ↪e, zawieraj ↪aca 1
4

kg soli w każdym

litrze. Jednocześnie przez otwór w dole pojemnika wypływa bardzo dokładnie wymieszana

woda z sol ↪a z pr ↪edkości ↪a 8 litrów na minut ↪e (wi ↪ec w pojemniku jest coraz wi ↪ecej płynu).

Ile soli znajdzie si ↪e w pojemniku, gdy obj ↪etość płynu równa b ↪edzie 500 l?

Ile soli znajdzie si ↪e w pojemniku, gdy obj ↪etość płynu równa b ↪edzie 800 l?

Rozwi ↪azanie. Niech V (t) oznacza ilość płynu w pojemniku w chwili t. Mamy, jak można

łatwo zauważyć, V (t) = 400 + t(12− 8) = 400 + 4t. Niech x(t) oznacza ilość soli w roztworze

w chwili t. Jeśli ∆t jest mał ↪a liczb ↪a, to x(t + ∆t) ≈ x(t) + 0,25 · 12 · ∆t − x(t)
V (t)

· 8 · ∆t =

x(t)− x(t)
400+4t

·8·∆t+3∆t. Równość jest tylko przybliżona, bo zawartość soli w roztworze zmienia

si ↪e ci ↪agle, a założyliśmy, że w okresie od t do t + ∆t stale jest x(t) soli w roztworze. Dokładn ↪a

równość uzyskujemy obliczaj ↪ac granic ↪e przy ∆t −→ 0. Trzeba jednak najpierw podzielić te

równość przez ∆t. Otrzymujemy x′(t) = lim
∆t→0

x(t+∆t)−x(t)
∆t

= − 2x(t)
100+t

+ 3. St ↪ad wynika równość

(100+ t)2x′(t)+2(100+ t)x(t) = 3(100+ t)2, zatem
(
(100+ t)2x(t)

)′
= 3(100+ t)2. St ↪ad wynika

natychmiast, że (100+t)2x(t) = (100+t)3+C dla pewnej stałej C, wi ↪ec x(t) = 100+t+ C
(100+t)2

.

Ponieważ x(0) = 25, wi ↪ec 25 = 100+ C
10 000

, czyli C = −750 000, zatem x(t) = 100+ t− 750 000
(100+t)2

.

Gdy V (t) = 500 = 400 + 4t, to t = 25. Mamy x(25) = 125 − 750 000
(125)2

= 125 − 48 = 77. Jeśli

V (t) = 800, to t = 100. Wtedy x(100) = 200 − 750 000
2002 = 200 − 75

4
= 200 − 18 − 3

4
= 1811

4
,

oczywiście kilogramów.



5. Niech M =

(
7 −5

3 −1

)
, v1 =

(
x1

y1

)
, v2 =

(
x2

y2

)
, v3 =

(
x3

y3

)
, v4 =

(
x4

y4

)
.

(4 p.) Znaleźć taki niezerowy wektor v1 , że M · v1 = v1 i x1, y1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} lub

wykazać to równanie jest spełnione jedynie przez wektor zerowy. Rozwi ↪azać ten

sam problem dla równań M · v2 = 2v2, M · v3 = 3v3, M · v4 = 4v4.

(2 p.) Znaleźć M5 · (1
1

)
oraz M5 · (2

0

)
.

(4 p.) Wykazać, że jedynym takim wektorem v =
(

x
y

)
, że M20150527 ·v =

(
0
0

)
jest wektor

zerowy.

Rozwi ↪azanie. Szukamy takiego wektora v1, że Mv1 = v1, czyli musz ↪a być spełnione obie

równości 7x1 − 5y1 = x1, 3x1 − y1 = y1. Wynika z nich, że 6x1 = 5y1 i 3x1 = 2y1, zatem

5y1 = 6x1 = 2(3x1) = 4y1, wi ↪ec y1 = 0 i wobec tego x1 = 0.

Teraz szukamy wektora v2. musz ↪a być spełnione obie równości 7x2−5y2 = 2x2, 3x2−y2 = 2y2.

Wynika z nich, że x2 = y2. Przykładem takiego wektora jest v2 =
(
1
1

)
.

Kolej na v3. Ma być 7x3−5y3 = 3x3 i 3x3−y3 = 3y3, czyli 4x3 = 5y3 i 3x3 = 4y3, wi ↪ec również

16x3 = 4(5y3) = 5(4y3) = 15x3, wi ↪ec x3 = 0, wobec czego również y3 = 0.

I ostatnia cz ↪eść tych rozważań. Każde z równań 7x4−5y4 = 4x4 i 3x4−y4 = 4y4 jest równoważne

równaniu 3x4 = 5y4, wi ↪ec można przyj ↪ać x4 = 5 i y4 = 3.

Mamy Mv2 = M
(
1
1

)
= 2

(
1
1

)
. Nast ↪epnie M2

(
1
1

)
= M · 2(1

1

)
= 2M

(
1
1

)
= 22

(
1
1

)
. Kontynuuj ↪ac to

post ↪epowanie otrzymujemy M5
(
1
1

)
= 25

(
1
1

)
=

(
32
32

)
.

Łatwo stwierdzamy, że
(
2
0

)
=

(
5
3

)−3
(
1
1

)
, zatem M

(
2
0

)
= 4

(
5
3

)−3 ·2(1
1

)
. Podobnie jak poprzednio

otrzymujemy wzór M2
(
2
0

)
= 4M

(
5
3

)−3 ·2M(
1
1

)
= 42

(
5
3

)−3 ·22
(
1
1

)
. Po nast ↪epnych trzech takich

operacjach mamy M5
(
2
0

)
= 45

(
5
3

)− 3 · 25
(
1
1

)
= 1024

(
5
3

)− 96
(
1
1

)
=

(
5024
2976

)
.

Wyznacznik iloczynu macierzy jest równy iloczynowi ich wyznaczników, wi ↪ec zachodzi równość

det(M20150527) = (7 · (−1)− (−5) ·3)20150527 = 820150527 6= 0. Macierz M20150527 ma wi ↪ec macierz

odwrotn ↪a, zatem z równości M20150527v =
(
0
0

)
wynika równość v = (M20150527)−1

(
0
0

)
=

(
0
0

)
.

Ostatni ↪a cz ↪eść rozumowania można zast ↪apić nieco innym rozumowaniem. Dla każdego wektora
(

x
y

)
istnieje dokładnie jedna para takich liczb c, d, że

(
x
y

)
= c

(
1
1

)
+ d

(
5
3

)
. Jeśli M

(
x
y

)
=

(
0
0

)
, to

(
0
0

)
= M20150527

(
x
y

)
= 220150527 · c · (1

1

)
+ 420150527 · d · (5

3

)
, ale st ↪ad wynika, że c · 220150527 = 0 =

=d · 420150527, a to oznacza, że c = 0 = d. St ↪ad x = 0 = y.

Ciekawostki: 26 = 64, 28 = 256, 45 = 210 = 1024; 35 = 243; punkty (0, 0), (1, 1), (5, 3) nie leż ↪a

na jednej prostej.


