Matematyka A, kolokwium, 7 stycznia 2014, 18:15 — 20:05
ROZWIAZANIA

Mam nadzieje, Ze nie ma bledow, jesli jednak ktos znajdzie, prosze o wiadomoscé.

1. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:

a. (3 pt.) In(tg(3z)),  b. (4 pt.) /=06 ¢ (3 pt). (7 +sin(5z)) " *TY.

. . !
Rozwigzanie. Mamy (In (tg(3z))) = tg(lgm) ‘ 00521(3$) 3= sin(3m)3cos(3z) :

/ ! !
224102426\ _ ((224102+26\1/3\" _ 1224102426\ —2/3 [ 224102426\ __
Teraz ( x+5 - ( z+5 ) - 5( T+5 ) T+5 -

_ l( et5 )2/3 (2z410z) (z+5)— (22 +102+26) | _ ;( z+5 )2/3 C2%4102424 _
T 3\z2+10x+26 (z+5)2 T 3\ z2+10x+26 (z+5)2

_ 24102424
33/(z+5)4(22+102+26)2

Ostatnia: ((7+ sin(5x))1/(2x+3))/ _ (61n(7+sin(5m))/(2x+3))/ — oIn(7+sin(52))/(22+3) <1n(7;;11§5$)))’ _

!
- (7 + sin(5x))1/(2x+3) . (ln(7 + sin(5x)) - 2zl+3) =
. 1/(2z+3) cos(bx . —
= (7 + sin(5z)) . (;:rTl((im)) : ﬁ + (In(7 + sin(5z)) - (2a:+23)2) -

= (7+ sjn(5x))1/(2z+3) . 5(23”*3)COS(?fl;ig;r)s(iggg)gn(7+Sin(59”)) — weale nie wiadomo, czy ostatnia

postaé jest prostsza od przedostatniej. Napisalem wynik w dwu postaciach, mozna jeszcze inaczej,

to nie ma juz zadnego znaczenia.

2. (3 pt.) Poda¢ definicje pochodnej funkcji f w punkcie 1.

1) = lim LEth)—f(=)
Q)= }LLD% h :

(7 pt.) Obliczy¢ warto$é¢ f(1) oraz pochodna f'(1), jesli
f(x) =In(1 + 2tg(nz)) - V3 +z-(3—12)%logy, ((1 + 2z + 322 + 4;163)5) .
f(1) =In(1 4 2tg(7)) - V4-23 -log;o(1+2+3+4)° =In1-16-log,, 10° = 0.

Poniewas; f(1) =0, wiee /(1) = lim L&) —

= Jim M2 TR (2 R logy(1+ 21+ h) + 3(1+ h)? + 4(1 + h)*)° =

h—0
= lim gl 280 e AR (2= h)?logyo(1 + 2(1 4 h) + 3(1 + h)? + 4(1+ h)*)° =

=1-2-7-2-23.1og;((10°) = 1607 — przeksztalcajac skorzystalem z tego, ze tg(a+m) = tg(a),

lin%) w =1, lim th‘T = 1 oraz z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy funkcji.
Tr— r—




3. Niech f(x) =22+ 15 dla kazdego = € R.
(1 pt.) Znalezé prosta Tp styczna do wykresu funkcji f w punkcie P = (—1,4).
(3 pt.) Znalezé prosta T styczna do wykresu funkeji f w punkcie Q = (q, f(q)) , ¢ €R.
(6 pt.) Niech F, = (0, \/?TO) , Fy = (0, —\/@) . Udowodnié, ze kat ostry miedzy prostymi Tp
i FgP jest réwny katowi ostremu miedzy prostymi Tp i FyP.

Mamy f(—1) = +/(—1)2+ 15 =4, wigc punkt (—1,4) lezy na wykresie funkcji, zgodnie z ocze-

kiwaniami. f'(z) = (2% + 15)"Y/2 . 2z = s Wiec f'(=1) = —1. Wobec tego styczna do
wykresu w punkcie (—1,4) ma réwnanie y = —tz + 12,
Poniewaz f'(q) = 2q+15 , wiec styczng do wykresu w punkcie (g, f(q)) jest prosta o réwnaniu
q

—_ g 15
Y \/q2+15x * Va2+15 "
—_— —_—
Mamy PF, =[0— (—1),v/30—4] = [1,v/30—4], PE; =[0—(—1),—v/30 —4] = [1, —/30 — 4].
Wektor v = [1, f/(—=1)] = [1,—3] jest styczny do wykresu funkcji f w punkcie (—1,4). Mamy

wiee [|PFy| = /1 + (V30 — 4)2 = \/47 — 8/30, ||PFy| = \/1 + (=30 — 4)2 = \/47 + 8/30 oraz

vl = 1/1+ (—7)* = $V17. Wobec tego kosinus kata miedzy wektorami PF, i v jest réwny

L1+ (V30-4)-(=3) _ 8 — /30

VAT =830 - LV1T 2. V17 - /47 — 830

L1+ (=v30—4) - (—3) _ 8+ /30
VAT+8V30- LV17T 2.7 /4T+ 830

8—vB0 _ _ _ 8+1/30
V47-8v30 /474830

(8 —v/30)2(47 4 8/30) = (8 + 1/30)%(47 — 8v/30), czyli
(94 — 16+/30)(47 4 8v/30) = (94 + 164/30)(47 — 8/30) a ta z kolei réwnosci
2(47 — 8v/30) (47 + 8v/30) = 2(47 + 8v/30)(47 — 8/30) .

Ostatnia rownos¢ jest prawdziwa, bo mnozenie liczb jest przemienne.

a kosinus kata miedzy wektorami PFy; i v to

liczba

Nalezy wykazaé, ze te dwa kosinusy sg

rowne, czyli ze . Ostatnia réwnosé jest réwnowazna temu, ze

W tym zadaniu nalezalo wiedzieé¢, ze iloczyn skalarny wektorow jest réwny iloczynowi ich dlugosci
i kosinusa kata miedzy nimi, cho¢ mozna bylo skorzystaé z twierdzenia znanego ze szkoly (zapewne)

mowiacego, ze dwusieczna kata X BAC w tréjkacie ABC przecina bok BC w takim punkcie D,
40 BD _ BA
CD — CA-




4. Niech f(x)= V223 —322—-122x —7 dla z € R.

(2 pt.) Obliczy¢ f'(z) dla tych z, dla ktérych ta pochodna istnieje, niezaleznie od tego, czy
jest ona skoriczona, czy nie.

(3 pt.) Ustali¢, na jakich przedzialach funkcja f rosnie, a na jakich maleje.

(2 pt.) Dla jakich a € R istnieje doktadnie jedna liczba x, dla ktérej f(x) = a, dla jakich a
istnieja dokladnie dwie takie liczby x, dla jakich a — doktadnie trzy takie liczby z, a
dla jakich a takich liczb x jest jeszcze wiecej wiecej?

(3 pt.) Dowiesé, ze jesli 7T< s <t,to t—s < f(t)— f(s) <2(t—s).

Mamy f'(z) = (V223 — 322 — 122 — 7)’ = 1(22° — 32% — 122 — 7)7%/3 - (622 — 6z — 12) =
=2(22% — 322 — 122 — 7)~ 2/3(:E —x—2) =2(22% — 322 — 122 — 7)"2/3(x 4 1)(x — 2). Zauwazmy,
ze 22° — 32?2 — 122 — 7= (x + 1)(222 — 5z — 7) = (v + 1)?(2z — 7), wiec uzyskany przed chwila
wz6r na pochodna nie dziata w wypadku « = —1 oraz = = % , bo przez 0 nie mozna dzieli¢. Spraw-
dzimy korzystajac z definicji pochodnej, czy istnieja f'(—1) i f/(%). Mamy f(—1) = 0, zatem

(1) = lim JEBRICD oy JELEN oy 16301 0R) — lim /=22 N
(1) flzli% }ILILI%) - ;ILIL% w v/ h2 (=9 + 2h) }ILLmO ;= . Niestety ta

granica nie istnieje, bo granice jednostronne sa rézne: lim ¢ %Mh =—00,a lim ¢{ # = +00.
h—0t h—0—

Natomiast f’(%):%in%w lim 1G+h) = lim £ 3/(3 + n)2(2h) = lim o/ O _

wiec w punkcie % pochodna istnieje i jest rowna 4o0o0. Z otrzymanych réwnosci wynika, ze po-
chodna jest dodatnia dla > 2 oraz dla z < —1. Gdy —1 < 2 < 2, to f'(z) < 0. Wynika stad,
ze na kazdej z polprostych (—oo,—1], [2,00) funkcja f jest Scisle rosnaca, a na przedziale [—1,2]

— $cidle malejaca. Mamy tez f(—1) =0 i f(2) = —3. Zachodza tez réwnosci liT f(z) = 400

i lim f(x) = —o0. Stad wnioskujemy, ze dla kazdego a < —3 istnieje dokladnie jedna taka liczba

Tr——0Q

x,ze f(x)=a, przy czym x < —1. Dla kazdego a > 0 istnieje doktadnie jedna taka liczba x, ze
7
f(x) =a, w tym wypadku x > 7 Réwnosé f(x) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = —1

lub x = . Natomiast f(z) = —3 wtedy i tylko wtedy, gdy 223 — 3z — 122 — 7 = =27, czyli gdy
0=22%—322 — 1220+ 20 = (z — 2)?(2z +5), wiec gdy z =2 lub z = —5 . Dla kazdego a € (—3,0)

istnieja dokladnie trzy takie liczby x, ze f(x) = a: jedna w przedziale (— 1), druga w przedziale

5
20
(—1,2) i trzecia w przedziale (2, 2) Wiecej niz trzy nie istnieja dla zadnego a, bo w przedziale, w

ktérym funkcja f jest $cisle rosnaca, istnieje co najwyzej jedno rozwigzanie rownania f(z) = a.
Mamy jeszcze dowiesé, ze jesli 7 < s <t,to t—s < f(t)—f(s) <2(t—s), czylize 1 < %ﬁ(s) < 2.

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej wynika, ze istnieje takie ¢ € (s,t), ze % = f'(c).

2(c+1 2 2)3 1/3 2\'/?
Mamy ¢ > s> 7 i fi(c) = —2ete=2) :2<%) :2(0—2.(6_0—2 5)) <92,

(c+1)4/3(2¢—T7)2/3 (c+1)(2¢—T7)2 c+1 2+c—
.. 2(c+1)(c—2) (2e—2)® \'/3 ctite—s ([ _2e—4 \> Ve
Mamy tez f'(¢) = ijiate—r2s = ((c+1)(2c—7)2> = < +1 '(2&473) ) > 1. Wyka-

zalismy, ze 1 < f’(c) < 2 dla kazdego ¢ > 7, co koniczy dowdd.




5. (10 pt.) W zbiorze zlozonym z tych punktéw (z,y), ktérych wspéhrzedne spehiaja réwnanie

2?2 —y? = 15 i nieréwnoéé = > 0, znalez¢ punkt najblizszym punktowi (—% , 1—34) .

Warunki 22 —y% =15 i > 0 sa spenione wtedy i tylko wtedy, gdy = = \/y? + 15. Naszym za-

daniem jest zminimalizowanie odleglosci punktow ( y2 + 15, y) i (—% ) 1?4) , o jest réwnowazne

14

3 )2 . Jej pochodna, jest wyrazenie

2
znalezieniu najmniejszej wartosci funkcji < y2+ 15+ %) +(y—

102 —1/2 9,.. 2 32 _ 14y _ 4,28 64y - . ,
5(y°+15) 2y 2( y?+ 15+ 3 )+2(y 3) =4y—% —|—73 T Jedli ta pochodna jest réwna 0,

3¢/y2+15
stopnia, wiec usitujemy odgadnaé pierwiastki catkowite, a potem wymierne. Po wymnozeniu otrzy-
mujemy 162y? = 9y* —42134+184y? —42-15y+49-15, czyli 0 = 9y* —42y3 —72y% —42-15y+49-15 , wiec
0 = 3y* — 14y> — 24y?> —42-5y+49-5. Oznacza to, ze jedli ulamek nieskracalny g , p, ¢ — calkowite,

2
to (163/) = (£ —y)?, wiec (16y)? = (7 — 3y)*(y® + 15). Otrzymaliémy réwnanie czwartego

jest pierwiastkiem tego réwnania, to p jest dzielnikiem liczby 5-7%, a ¢ — dzielnikiem liczby 3. Od
razu widaé, ze jesli y = 1, to réwnanie (16y)? = (7—3y)?(y*+15) jest spelnione. Liczba —1 nie jest
jego pierwiastkiem, bo liczba (7 + 3)%(1 + 15) dzieli si¢ przez 5%, a liczba 162 — nie. Dla y = +5
otrzymujemy po lewej stronie liczbe 162 - 52, wiec podzielna przez 52, a po prawej stronie liczbe
(7TF3-5)%(25+15) podzielng przez 5, ale nie przez 25. Tak samo jest dla innych liczb y podzielnych
przez 5. Gdy y = 7, to (7 —3y)?(y*> +15) = 272 .64 = 27%-26 = 72.28 "a (16y)? = 28 .72,
Oznacza to, ze liczba 7 tez jest pierwiastkiem réwnania 0 = 3y? — 1433 — 24y — 210y + 245 =
=(y — 1)(3y® — 11y% — 35y — 245) = (y — 1)(y — 7)(3y> + 10y + 35) , a poniewaz 10> —4-3-35 <0,
wiec innych rzeczywistych pierwiastkow to réwnanie nie ma. Liczba 7 jednak nie jest pierwiastkiem

réwnania 4y — 23—8 + 3\/% =0,bo 4-7— 2—;’ + 3\/% > 28 — 2—;’ > 0. Jedynym pierwiastkiem

pochodnej jest wiec liczba 1, przy czym dla y > 1 pochodna jest dodatnia (tak jest dla y = 7,
a na polprostej (1,+o00)znak pochodnej jest staly), a dla y < 1 — ujemna (tak jest dla y = 0,
a na pélprostej (—oo, 1) znak pochodnej jest staty), wiec w punkcie 1 funkcja przyjmuje najmniejsza
wartoéé, a to oznacza, ze spoéréd punktéw zbioru {(z,y): 22—y? =15 i x > 0} najblizej punktu
( 32 14

-5, ?) znajduje sie punkt (4,1).

Uwaga. Mozna nie badaé¢ znaku pochodnej, a tylko znalezé jej miejsce zerowe. Jesli |y| > 1000, to
2
(VIZP+15+2) + (y— 42> 1000° > 152 + 52 > (VIZ+ 15+ 2)° + (1 - 1)%. Na przedziale

2
domknietym funkcja < y2 4+ 15+ %) + (y — %)2 przyjmuje najmniejsza warto$¢ (twierdze-

nie Weierstrassa o osiaganiu kreséw) i to w jego punkcie wewnetrznym (bo w koricach przedziatu
[—1000.1000] wartosci tej funkcji sa wieksze niz w punkcie 1). Tam pochodna musi by¢ réwna 0, a

taki punkt jest tylko jeden, mianowicie y = 1.




