
Matematyka A, kolokwium, 26 listopada 2014, 18:15 – 20:05

Rozwia↪zania różnych zadań maja↪ znaleźć sie↪ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne
osoby.
Każda kartka musi być podpisana w lewym górnym rogu imieniem i nazwiskiem pisza↪cego,
jego nr. indeksu, nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.
Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń
elektronicznych; należy je wyÃla↪czyć i schować! Nie dotyczy rozruszników serca.
Nie wolno korzystać z tablic ani notatek! Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno
i należy powoÃlywać sie↪ na twierdzenia, które zostaÃly udowodnione w czasie zaje↪ć .

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!
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dla n = 1, 2, 3 . . . . Obliczyć a1 i a2 . Nie trzeba upraszczać.

(1 pt.) Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność an < an+1 .
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Obliczyć b1 i b2 . Nie trzeba upraszczać.

(1 pt.) Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność bn < bn+1 .

(4 pt.) Wykazać, że an < 1 − 1
2n oraz bn+1 ≤ bn + 1
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(2 pt.) Wykazać, że istnieja↪ granice lim
n→∞

an i lim
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bn oraz 1
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an < lim

n→∞
bn .

2. Niech A = (1, 2, 3) , B = (5, 6, 10) , D = (4, 8, 9) , A1 = (2, 6, 11) , czworoka↪t ABCD

jest równolegÃlokiem, podobnie czworoka↪ty: ABB1A1 , ADD1A1 i A1B1C1D1 .
a. (3 pt.) Obliczyć pole trójka↪ta ADA1

b. (3 pt.) Obliczyć obje↪tość równolegÃlościanu ABCDA1B1C1D1 .
c. (2 pt.) Obliczyć odlegÃlość punktu B od pÃlaszczyzny ADA1 .
d. (2 pt.) Obliczyć obje↪tość czworościanu ABDA1 .

3. Obliczyć granice↪ cia↪gu (an) , jeżeli an =

a. (2 pt.) n ln n2+3n+5
n2+33n+55 , b. (2 pt.)

√
n + sin n · sin(
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n + 9−√n + 1 ) ,

c. (3 pt.) sin
(
π
√

4n2 + 3
)
, d. (3 pt.)

n√n2014+1126+n26·0,999n

5 n√n+3n+1525·0,99n .

4. (5 pt.) Obliczyć lim
n→∞

n
√

3n + (1,8)2n oraz lim
n→∞
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3n + (1,3)4n .

(5 pt.) Obliczyć lim
n→∞

n
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n3 · 3n + n2 · (1,8)2n oraz lim
n→∞

n
√

n2 · 3n + n · (1,3)4n .

5. Niech a0 ∈ (0, 2) i an+1 = an (2− an) dla n = 0, 1, 2, . . . .
(4 pt.) Wykazać, że an ≤ 1 oraz an+1 ≥ an dla n = 1, 2, 3, . . .

(3 pt.) Dowieść, że cia↪g (an) ma granice↪ i znaleźć ja↪.

(3 pt.) Niech g = lim
n→∞

an . Dowieść, że g − an+1 ≤ (g − an)2 dla n = 1, 2, 3, . . .

Fakciki: 1 + 1 = 2 , 62 = 36 ; 72 = 49 ; 82 = 64 ; 132 = 169 ; 172 = 289 ; 182 = 324 ;
0 < x < π

2 ⇒ sin x < x < tg x ; x < 1 ⇒ 1+x ≤ ex ≤ 1
1−x ; −1 < x ⇒ x

1+x ≤ ln(1+x) ≤ x ;


