Matematyka A, kolokwium, 21 maja 2014 — Rozwiazania

Bardzo prosze o powiadamianie o zauwazonych btedach

Rozwiazania réznych zadan maja znalez¢ sie na réznych kartkach, bo sprawdzacé je beda rézne osoby.
Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem piszacego, jego
nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefon6w komérkowych ani innych urzadzen elektron-
icznych; jesli ktos ma, musza byé schowane i wylaczone! Nie dotyczy rozrusznikéw serca.

Nie wolno korzystac z tablic ani notatek!

Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadnia¢. Wolno i NALEZY powolywac sie na twierdzenia, ktére zostalty

udowodnione na wyktadzie lub na ¢wiczeniach.

Nalezy przeczytaé CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwigzywania go!

Szukajac rozwiazania np. w postaci (At3 + Bt? + Ot + D)e!!! czasem warto oznaczy¢ pierwszy czynnik
jako$, powiedzmy w(t) = At3 + Bt?> + Ct + D i dalej pisa¢ w(t)e!'t, w'(t)e!tt, w”(t)el! i dopiero na
konicu podstawi¢ At3 + Bt? + Ct+ D w miejsce w(t), 3At> + 2Bt + C w miejsce w'(t) itd.

1. (5 pt.) Znalezé rozwiazanie ogdlne réwnania t22’(t) + 2tz(t) = 1 — cost.
(5 pt.) Znalezé takie rozwiazanie réwnania t2a2’(t) + 2tx(t) = 1 — cost, ze x(0) =0.
Rozwigzanie. Mamy (t2z(t)) = t22/(t) + 2tx(t) = 1 — cost, wiec t?z(t) = [(1 — cost)dt =
t—sint+ C. Stad z(t) = t*ts%t + t% , C jest tu dowolna liczba. Dla C # 0 dziedzina rozwiazania
jest pélprosta (—o0,0) lub pdlprosta (0,00), dla kazdej stalej sa dwa rozwigzania, bo dziedzing

rozwiazania rownania rézniczkowego ma by¢ przedzial.

Dla C = 0 otrzymujemy funkcje z(t) = tftsént, ktéra pozornie jest nieokreslona w punkcie 0,
ale z réwnosci z(t) = t*jgnt = % — 2—3, + ... wynika jednak, ze w punkcie 0 tez jest dobrze okreslona

i zachodzi réwnosé z(0) =0.

Zamiast szeregu mozna uzy¢ regute de I’'Hospitala lub wzér Taylora i otrzymacé ten sam rezultat.

Mozna réwniez rozwiazywac nieco dluzsza metoda. Przepisa¢ rownanie w postaci

2 1 —cost
) = —Za(t) + —
(1) =~ Za(t) + Tt
2
Potem rozwiazaé¢ réwnanie jednorodne z'(t) = —;m(t) rozdzielajac zmienne: In|z(t)] = [4 =

J I;((tt))dt =-2[% = _2In|t|+ C. Stad otrzymujemy x(t) = +eC¢=2 = Ct~2. Uzmienniamy staly

C, czyli szukamy rozwiazania w postaci x(t) = C(t)t~2. Wstawiamy do réwnania:
C'(t)t=2 = 20(t)t=3 = =2C(t)t~3 + =2t Stad C'(t) = 1 — cost, zatem C(t) =t — sint + c.

W konicu z(t) = f—;}“t + ;2 . Dalszy ciag pokrywa si¢ z poprzednim rozwiazaniem.




2. (2 pt.)

(6 pt.)

(2 pt.)

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania z”/(t) — 4a'(t) + 4x(t) = 0.
Rozwigzanie. Réwnanie charakterystyczne wyglada tak: 0 = A2 — 4\ + 4\ = (A — 2)2,
wiec A\ = X\ = 2 i wobec tego x(t) = (c1 + cot)e?!
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania
2" (t) — 42’ (t) + 4z (t) = 2+ (18 + 80t?)e 2 + 80t%e?" — 8 cos(2t).
Kazdy widzi, jedli tylko chee zobaczyé, ze funkcja stala z1(t) = 1 = 2 spelia
réwnanie x”(t) — 42’ (t) + 4a(t) = 2.

Znajdziemy teraz jedno rozwiazanie réwnania x” (t) —4x'(t)+4x(t) = (18+80t?)e=2.
Szukaé bedziemy w postaci w(t)e=2*. Mamy (w(t)e_%)l = (w'(t) — 2w(t))e . Teraz

obliczymy druga pochodna: (w(t)e_Qt)N = ((w'(t) —2uw(t))e 2’5)/
= (w"(t) — 2w/ (t) — 2w'(t) + 4w (t))e ' = (w"(t) — 4w’ (t) + 4w(t))e . Z otrzymanych
réwnoéci wnioskujemy, ze (18 + 80t?)e~2t = 2" (¢ ) 47/ (t) + 4z (t) =

= e 2 (W (t) — 4w’ (t) + 4w (t) — 4(w' () — 2w (1)) +4w(t)) = e 2 (w” (t) — 8w/ (t) +16w(t)) .
Znajdziemy funkcje w w postaci At? + Bt + C (pochodna w’ wielomianu w ma stopieri
o jeden mniejszy od stopnia wielomianu). Podstawiajac otrzymujemy (18 + 80t?)e~2t =
=(24 — 8(2At + B) + 16(At*> + Bt + C)) , czyli

(18 + 80t?)e~2 = (24 — 8B + 16C — 16(A — B)t + 16At*)e 2" .

Z otrzymanego réwnania wynikaja nastepujace réwnosci 164 = 80, —16(A — B) =0
i 2A -8B+ 16C = 18, Z nich wnioskujemy kolejno A =5, B =5 i C = 2. Funkcja
xo(t) = (5t + 5t + 3)e 2! spemia wiec réwnanie (18 4 80t?)e~2! = 2" (t) — 42’ (t) + 4x(t) .

Teraz zajmiemy si¢ réwnaniem z”(t) — 42'(t) + 4x(t) = 80t%e*'. Znajdziemy jego
rozwiazanie w postaci z(t) = w(t)e* . Mamy 2/(t) = (w(t)e®) = (w'(t) + 2w(t))e*

oraz 2" (t) = (w(t)e?)” = ((w'(t) + 2w(t))e®) = (w"(t) + 2w’ (t) + 2w’ (t) + 4w(t))e® =
=(w"(t) + 4w'(t) + 4w(t)) e , zatem

o (t) — 42’ (t) +da(t) = (w” () + 4w’ (t) + 4w (t) — 4(w' (1) + 2w(t)) + 4w (t))e* = w” (t)e?" .
Otrzymaliémy réwnanie w”(t)e? = 80t%e?!, czyli w”(t) = 80t?. Jest ono spehione
m. in. przez funkcje 3 80 t4 20t4 (scatkowalismy dwukrotnie). Wynika stad, ze funkcja
z3(t) = Dt spehna réwnanie () — 42’ (t) + 4z (t) = 80t%e?!.

Ostatnia porcja obliczen. Znajdziemy takie stale A, B, ze funkcja A cos(2t)+ B sin(2t)
bedzie rozwigzaniem réwnania z”(t) — 4z’ (t) +4x(t) = —8 cos(2t) . Mozemy napisaé teraz
(Acos(2t) + Bsin(2t)) = —2Asin(2t) 4+ 2B cos(2t) oraz
(Acos(2t) + Bsin(2t))” = (—2Asin(2t) + 2B cos(2t))’ = —4A cos(2t) — 4B sin(2t).
Podstawiajac do réwnania otrzymujemy  —8cos(2t) =
= —4Acos(2t) — 4Bsin(2t) — 4(—2Asin(2t) + 2B cos(2t)) + 4(A cos(2t) + Bsin(2t)) =
= —8Bcos(2t) + 8Asin(2t), wiec B=11 A=0. Rozwiazaniem jest: x4(t) = sin(2t).

Wynika stad , ze rozwiazaniem ogdlnym jest funkcja
2(t) = 21(t) + 22(t) + 23(t) + 24(t) + (c1 + cot)e? =
=1+ (512 + 5t + 3)e 2" + 2tte? 4 sin(2t) + (1 + cot)e*

Znalez¢ wszystkie funkcje x(t) spehiajace oba warunki:

2 (t) — 42’ (t) + 4x(t) = 2 + (18 + 80t2)e 2 4 802! — 8t cos(2t),
(0) = 4. '

Rozwigzanie. Podstawiajac w rozwigzaniu ogélnym ¢ = 0 otrzymujemy 4 = % +34c.

Wynika stad, ze ¢; = % . Wobec tego dla dla kazdej liczby co funkcja

a(t) = Rt*e® + (5t + 5t + 3)e 2 +sin(2t) + (5 + cat)e’ jest rozwiazaniem badanego

uktadu dwéch réwnan — jest nieskoriczenie wiele!




3. (1 pt.)
(1 pt.)
(8 pt.)

Rozwiagzaé réwnanie A2 4+A—20=0. A =-5, Ay =4
Znale7é rozwigzanie ogélne réwnania  x”(¢)+2'(t) —20x(t) = 0. z(t) = cre 5 cpett
Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania
x”(t) + 2’ (t) — 20x(t) = 1 — 200t? — 64(1 + t)e~ 4 + 9e** — 205 cos 5t — 205 sin 5t .
Zmnajdziemy kolejno po jednym rozwiazaniu kazdego z rownan:
2" (t) + 2/ (t) — 20x(t) = 1 — 200¢2,
2 (t) + 2’ (t) — 20z(t) = —64(1 +t)e 4,
" (t) + 2/ (t) — 20z (t) = 9e™,
2" (t) + ' (t) — 20z(t) = —205 cos 5t — 205 sin 5¢.
W pierwszym przypadku poszukamy rozwiazania w postaci At? + Bt + C'. Podsta-
wiajac otrzymujemy
1—200t2 = 24+ 2At + B — 20(At?> + Bt + C) = 2A+ B — 20C + (2A — 20B)t — 20A¢>.
Wobec tego A =10, B=11i C =1, wiec funkcja x1(t) = 10t2+t+ 1 jest rozwiazaniem
pierwszego réwnania.

Tym razem szukamy rozwiazania w postaci z(t) = w(t)e~* . Rézniczkujemy

2 (t) = (w(t)e ™) = (w'(t) — dw(t))e
2 (t) = (w(t)e““)n = (w"(t) — 4w’ (t) — 4w'(t) + 16w(t))e 4" =

= (w"(t) — 8w'(t) + 16w(t))e~* i podstawiamy do réwnania:
—64(1 + t)e ™ = e (w’(t) — 8w/ (t) + 16w(t) + w'(t) — dw(t) — 20w(t)) =

=e M (w"(t) — Tw'(t) — 8w(t)).

Niech w(t) = At + B. Wtedy w”(t) =0, w'(t) = A i wobec tego zachodzi¢ ma réwnosé
—8At—7TA—8B = —64(1+t). Stad A=8, B=1. Rozwiazaniem (jednym z wielu) jest
funkcja xo(t) = (1 4 8t)e=4

Rozwiazania trzeciego réwnania szukamy w postaci z(t) = w(t)e*’ . Rézniczkujemy:
2(t) = e (! (1) + 4w (t))

2’ (t) = et (w (t) + 4w’ (t) +4w' (t) + 16w(t)) = e (w” (t)+8w’ (t)+16w(t)) . Podstawiamy
do réwnania:  9e*t = 2" (t) + 2/ () — 20z(¢) =

= e*(w"(t) + 8w (t) + 16w(t) + w’'(t) + 4w(t) — 20w(t)) = =e* (w"(t) + 9w'(t)) . Niech
wiec w(t) = at+b. Wtedy w”’(t) =0 i w'(t) = a, zatem 9 = 9a, czyli a = 1, natomiast
b moze byé dowolne, np. b = 0. Funkcja x3(t) = te* jest szczeglnym rozwiazaniem
trzeciego réwnania.

Rozwiazania réwnania x”(t) + 2'(t) — 20z(t) = —205 cos 5t — 205 sin 5t poszukamy
wsréd funkeji postaci x(t) = A cos(5t)+Bsin(bt) . Mamy z/(t) = —5A sin(5t)+5B cos(5t) ,
x'"(t) = —25A cos(5t) — 25Bsin(5t) , wiec

—205 cos 5t —205 sin 5t = =’/ (t)+a' (t) —20x(t) = (—45A+5B) cos(5t) — (5A+45B) sin(5t) .
Wynikaja stad réwnosci —45A4 + 5B = —205, 5A + 45B = 205, wiec —9A+ B = —41,
A+ 9B = 41, zatem 82B = (9 —1)-41 = 8-41. Wynika stad, ze B = % =4.
A=41-9-4=5. Funkcja x4(t) = 5cos(5t) + 4sin(5t). Rozwiazanie ogélne réwnania
wyglada zatem tak 2(t) = 21(t) + 22(t) + 23(t) + 24(t) + +c1e75 + coe?! =

=10t2 +t + 1+ (1 + 8t)e—4t + tet! + 5cos(5t) + 4sin(5t) + cre™> + cpett




4. (3 pt.)

(5 pt.)

Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania
2" (t) + 42’ (t) + 13z(t) = 0
Pierwiastkami réwnania charakterystycznego 0 = A2 + 4\ + 13 = (A + 2)2 + 9 sa liczby
A = —2—3i oraz A\ = —2+ 3t. Wobec tego rozwigzanie ogdlne rownania jednorodnego
wyglada wiec tak x(t) = e (1 cos(3t) + casin(3t)). Moze tez byé napisane w postaci
zespolonej: ¢~ (30t 4 ¢y e(—2430)
Znalezé rozwigzanie ogélne réwnania
2" (t) + 42 (t) + 13z(t) = 13e~ 2t sin(3t) + 13e% cos(3t) + 10 cos(3t) + 13.
Znajdziemy kolejno po jednym rozwiazaniu kazdego z czterech réwnan:
2" (t) + 42’ (t) + 13z(t) = 13e 2 sin(3t),
2" (t) + 42’ (t) + 13z(t) = 13e2! cos(3t),
x'"(t) + 42’ (t) + 13z(t) = 10 cos(3t),
x”(t) + 42’ (t) + 13z(t) = 13.
Rozwigzania pierwszego réwnania szukaé¢ bedziemy w postaci
x(t) = w(t)e 2 sin(3t) + v(t)e 2! cos(3t).
Wtedy 2/ (t) = w'(t)e™2! sin(3t)+v' (t)e 2! cos(3t)+w(t) (e~ sin(3t)) +v(t) (e ~2! cos(3t))’,
2" (t) = w” (t)e= ! sin(3t) + 0" (t)e ™2 cos(3t) + 2w’ (t) (e 2 sin(3t))" + 20/ (¢) (e~ 2t cos(3t)) +
+w(t)(e 2 sin(3t))"” + v(t)(e =2 cos(3t))" .
Wobec tego 2 (t) + 42’ (t) + 132(t) = w"” (t)e 2 sin(3t) + v” (t)e~2! cos(3t) +
+2w' (t) (e~ 2t sin(3t))" + 2v (t)( 2t cos(3t)) + 4w’ (t)e 2 sin(3t) + 40’ (t)e =2t cos(3t) +
Fw(t) (e~ sin(3t))"” 4 v(t) (e~ cos(3t))” + 4(w(t) (e sin(3t)) + v(t) (e  cos(3t))’) +
+13( (t)e™2 sin(3t) + v(t)e ! cos(3t)) =
w” (t)e 2 sin(3t) + v” (t)e 2! cos(3t) + 2w’ () (e 2! sin(3t))’ + 2v'(t)(e 2! cos(3t))’ +

+ 4w’ (t)e 2 sin(3t) + 40/ (t)e 2! cos(3t) + 0 =
= (w”(t) — 6V'(t)) e sin(3t) + (v"(t) + 6w'(t))e > cos(3t) = 13e ' sin(3t) — skorzys-
taliSmy po drodze z tego, ze funkcje e~2* cos(3t) i e~?'sin(3t) sa rozwiazaniami réwnania
jednorodnego. Jest szansa na rozwiazanie, w ktérym w(t) = At i v( ) = Bt. Wtedy
w'(t)=0=v"(), w(t)=A, V() =B i1 —-6B =13, wiec B= -2, 64 =0, czyli
A =0. Funkcja z1(t) = —22 te ™ cos(3t) jest wiec rozwiazaniem pierwszego réwnania.

Rozwiazujemy drugie réwnanie. Niech z(t) = Ae* sin(3t) + Be*' cos(3t). Mamy

2/ (t) = 2Ae?! sin(3t) + 2Be?! cos(3t) + 3Ae? cos(3t) — 3Be?! sin(3t) =

= (24 — 3B)e* sin(3t) + (3A + 2B)e? cos(3t) .
Nastepnie otrzymujemy 2 (t) = (=54 — 12B)e?! sin(3t) + (124 — 5B) Be*! cos(3t) , stad
2" (t) + 42/ (t) + 13z(t) = (24A + 16 B)e?! cos(3t) + (16 A — 24B)e? sin(3t) = 13e%! cos(3t) .
Wynika stad, ze 24A+16B =13 i 16A—24B =0, czyli 2A = 3B, wiec 52B = 13,
czyli B = 1, A = 3. Funkcja aa(t) = te* cos(3t) + 2e*sin(3t) jest wiec jednym
z rozwiazan réwnania drugiego.

Znajdziemy rozwiazanie réwnania trzeciego postaci z(t) = A cos(3t) + Bsin(3t) . Za-
chodza wzory z'(t) = —3Asin(3t) + 3B cos(3t), 2’ (t) = —9A cos(3t) — 9B sin(3t) . Wobec
tego x”'(t)+4x'(t)+13x(t) = (4A+12B) cos(3t)+(—12A+4B) sin(3t) , wiec 4A+12B = 10
i —124+4B =0, zatem A = 1, B = 2. Funkcja 23(t) = 1 cos(3t) + 2 sin(3t) jest
jednym z rozwiazan trzeciego réwnania.

Jasne jest, ze funkcja z4(t) = 1 jest rozwiazaniem czwartego réwnania. Rozwiaza-
niem ogdlnym jest wobec tego funkcja
z(t) = x1(t) + z2(t) + z3(t) + x4( )+ e*% (c1 cos(3t) + cosin(3t)) = —22 te™ cos(3t) +
+3€? cos(3t) + 2 sin(3t) + § cos(3t) + 2 sin(3t) + 1 4 e~ (c1 cos(3t) + cosin(3t)) .



(2 pt.) Znale7¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

2" (t) + 42’ (t) + 13z(t) = 13e~2 sin(3t) + 13e?! cos(3t) + 10 cos(3t) + 13,

2(0) = &
2/(0) = 4.

Mamy z(0) = $+3+1+c¢; = 3, zatem ¢; = 0. Podobnie (uwzgledniajac réwnosé ¢; = 0)
otrzymujemy 1:’(0) = 7& + l + 9 + 9 + 3¢y = 4—1 +co = % , WiQC co=0. Rozwiazaniem

jest funkcja —13 ¢e=2 cos(3t) + + 1e2t cos(3t) + 3 3 e? sin(3t) + & cos(3t) + 3 sin(3t) + 1.

5. (5 pt.) Znale’é rozwigzanie ogélne réwnania
o' (t) + 42/ (t) + 4x(t) = 0.
Pierwiastkami réwnania charakterystycznego 0 = A2 + 4\ +4 = (A + 2)? sa liczby

A1 = Ao = —2 (wiec tylko jedna liczba, ktéra jest pierwiastkiem podwdjnym tego wielo-

mianu). Rozwiazanie ogélne ma wiec postaé (¢ + cot)e ™2
(5 pt.) Znalezé rozwiazanie ogdlne réwnania 2 (t) + 42/ (t) + 4x(t) = 2(1;(;1_1)3) -2
Najpierw poszukamy rozwiazania w postaci x(t) = w(t)e™2! | choé tym razem istnienie takiego rozwiazania
nie wynika z poznanych twierdzen. Zachodza réwnosci
2/ (t) = (w'(t)—2w(t))e 2 i 2"(t) = (w”(t)—2w' (t) —2(w'(t) —2w(t)))e " = (w”(t) — 4w’ (t) +4w(t))e 2.

Otrzymujemy réwnosé

iigﬁ;)?;) e = (w(t) — 4w/ (t) + dw(t) + 4w’ (t) — 8w(t) + dw(t))e 2 = (w”(t))e™%, z ktérej wynika, ze

w’ (t) = % . Wobec tego

2t(t273 y=t>+1 4 _ _9 -3 _ _ —9 _
=/ (GCESHE mfy dy = [(y? =4y 2)dy = -y~ +2 +C1*t2+1+(t2+1 + (.

Scalkujemy funkcje w’. Mamy [ (% + ﬁ + C’1) dt= [ (tZJr1 + (gﬁ)l)) dt— [t (t2+1 s dt+Cht =

= Cit++arctgt+ ﬁ —f ﬁ dt = Cit+ 745 +Ca . Wynika stad, e rozwiazaniem ogdlnym jest funkcja

x(t) = mhye " + (Cit + Cat)e " . Zadanie zostalo rozwiazane.

Mozna bylo uzmiennié stale w rozwiazaniu ogélnym (metoda przedstawiona 19 maja w czasie, gdy
wiekszosé studentéw zapewne smacznie sobie §pi lub spokojnie rozwaza kwestie opuszczenia bezpiecznego,
cieplutkiego t6zeczka .. .)
Szukamy rozwiazania w postaci x(t) = c1(t)e 2t + co(t)te 2t . Prowadzi to do wzoru

2 (t) = ¢y (t)e 2 + ch(t)te 2 + cr(t) (7)) + ea(t) (te™2)' .
Znajdziemy funkcje c1,ce spemiajace dodatkowy, sztucznie dopisany warunek ¢} (t)e=2¢ + ¢ (t)te ™2t = 0.

Dzieki temu zatozeniu upraszcza sie pochodna szukanego rozwiazania
2/ (t) = c1(t) (e_Qt)/ + cao(t) (te_zt)/ , a druga pochodna przyjmuje postaé

2" (t) = i (t) (e‘”)l + ch(t) (te_Qt)l +ci(t) (e‘Zt)// + co(t) (te_Qt)N . Mamy wiec

z(igti;)?;) et =g"(t) + 42’ (t) + 4z(t) = ¢} (¢) (e_Qt)l + ch(t) (te_Qt)l +c1(t) ((e‘zt)” + —|—4(e‘2t)/ + 46_2t) +

ea(t) ((be2)" + d(te2) + ate2) = (1) (%) + ch() (te )’

2t § te™? sy rozwigzaniami réwnania jednorodnego. Otrzymali$my

— skorzystaliSmy z tego, ze funkcje e~
¢ (t)e 2 + ch(t)te 2t =0,

2
i (t) (e—Qt)’ + e (t) (te_zt)/ _ 2(1;(21;)?;) o2t

uktad réwnan Drugie réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

o (=2t _ ot —2t o g (p\.—2t _ 2t(t>—3) i T . :
2¢) (t)e 25 (t)te ™ 4+ ch(t)e ™ = =P € > o po uwzglednieniu pierwszego réwnaniu wyglada



tak ch(t) = 2(1(2_1)3) Bez trudu znajdujemy

— 1241 _ _ — — —
)= [ Tmedt 22 = [utdy = [ (v~ ay™)dy =~y + 272 = gy + gy + const.

dy=2tdt
To jeszcze nie koniec. Mamy ¢} (t) = —tch(t) = % . Przedstawimy te funkcje jako sume utamkéw
prostych
_ m22(P-3) (#1258 4+1)44) 2 10 8
) = @ = GRSV B G CEay

Teraz scatkujemy te funkcje. Mamy

f t2+1)3 f(tt2++11)3 dt — ft (t2+1) dt = f t2+1)2 ft ( t2+1 )dt:

= [ dt+ 5@+ )72 = 3 [+ )72 = ] [ e dt 4 gty

Analogicznie
f t2+1)2 f(ttzjllﬁ dt — ft (t2+1 ft2+1 ft ( )dt

=[Egdt+ 5t +1)" =5 [P+ 1) dt = %fﬁdt+m=%arctgt+m+const.

Z ostatnich dwu réwnosci wynika, ze [ (tQil)g dt = 4(t211)2 + 3 arctgt+ ﬁ + const . Mozemy w koricu

obliczyé¢ c¢;. Otrzymujemy
alt)=[ (% + % - (t2+1) )dt —2arctgt + 10(5 arctgt + 2(tQH))

—S(W + 3arctgt + ﬁ) + const = % - (tﬁ_itl)z + const .

: ; : . 2t 2t —2t —1 2 —2t _ _t —2t .
Mamy wiec rozwiazanie szczegdlne (m — m)e + (m + m)te = g€ o, astad tez

i ogélne iy - e + (c1 + cat)e™?




