Matematyka A, kolokwium 2, 30 kwietnia 2014, 18:15 — 20:00

Mam nadzieje, ze nie ma tu wielu bledow i bede wdzieczny kazdej osobie za ich wskazanie.

1. (10 pt.) Przedstawi¢ w postaci z+yi, z,y € R liczby (2—1)(3 —4i)(1 —2i), =25 oraz

(F+3)"(£-4)"

Rozwigzanie.

(2—0)(3—4i)(1 —2i) = —i(2—0)(3—40)(2+14) = — - (22 —i%)(3i + 4) = —5(3i +4) = —20 — 15i.

75-25i _ (75—25i)(4+3i) _ (75—25:)(44+3i) _ (75;6251'()_(%4;31‘) _ (75—2522(4—&-31') — (3—i)(4+43i) = 15+5i.

4-3i (4—3i)(4+3i) — = 42—(3i)2

28:<§+%)13'<§_%)13‘(§_%)15:

= (-2 +24V3) (-3 — :V3) (i) = —i (3 + 3) = —i — to byl rachunek oparty o wzory (a+b)* =
a® +2ab+ b2, i = —1 oraz (a —b)(a+b) = a? — b?. Zadanie zostalo rozwiazane.

Uwaga dla tych oséb, ktére akceptuja trygonometrie i wzér de Moivre’a. Mamy

§ + 5 =cosE +isin%, § — % =cos(—%) + isin(—F). Wobec tego

A\ 13 -\ 28
(£44)" (F-1)" = (cos +ising)™ - (cos(—) + isin(~F))™ =

N
N[

6

= (cos L 4 jsin 13”) . (cos(—%—”) + isin(—QgT’T)) = cos(—l%”) —i—isin(—l%ﬂ)
cos(—3F) 4+ isin(—2F) = cos(—2m — Z) +isin(—2m — §) = cos(—%) +isin(—F) = —i.

2. (5 pt.) Obliczyé el083mi —(1683mi/4  ,—1683i/6

Rozwigzanie
Przypomnienie: e’® = cosa + isina, e?™ = cos2m + isin27 = 1 — akurat te réwnoéci nalezy
mie¢ w glowie, zreszta druga wynika od razu z pierwszej. Mamy wiec

61683Tri — 61682771' . eﬂ'i — e7ri — COS(?T) 4 iSin(ﬂ') = _1.
p1683mi/4 _ ,420mi | 3mi/4 _ ,3mi/4 3

:cos?jf—kisin—:—

1 +

)= —i.
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6—16837Ti/6 — —280mi e—371'i/6 — e—7ri/2 —_ COS(-%) 4 isin(—

NIE]

(5 pt.) Wykazaé, ze jesli e* =z, to Rez > 0.

Rozwigzanie

Niech z = 2+ yi, z,y € R. Mamy e® = e*(cosy + isiny). Z réwnosci e* = z wynikaja wiec
réwnania e cosy = x oraz e”siny = y. Jesli y = 0, to pierwsze réwnanie nie jest spelnione, bo
e?cos0=e">1+x>z.Jedli y#0, to |siny|] < |y, jesli <0, to e* < e = 1. Wobec tego
jesli x < 0 # y, to |e"siny| = e®|siny| < 1-|y| = |y|, a to znaczy, ze drugie réwnanie nie jest
spetnione.

Uwaga Réwnanie e* = z nie ma rzeczywistych rozwiazan, co wykazaliSmy ,po drodze”. Nierze-
czywistych ma nieskonczenie wiele, np. liczby z; ~ 0.31813150520476413 + 1.3372357014306895 ¢
i z_1 =~ 0.31813150520476413 — 1.3372357014306895 ¢ sa rozwiazaniami tego réwnania. Tych roz-

wiazan nie da sie zapisa¢ za pomoca funkcji elementarnych.




3. (10 pt.) Rozwiazaé réwnanie z'2 + 219 4 28 4+ 6520 + 642* + 6422 + 64 = 0, tzn. znalezé

wszystkie zespolone rozwiazania tego rownania.

Rozwigzanie.

212 4 210 4 28 1 6520 + 642% + 6422 + 64 = 212 + 210 4 28 4 26 + 6420 + 642* + 6422 4 64 =

=200+ 24+ 224+ 1) +64(20 + 2%+ 224+ 1) = (20 +64) (20 + 24+ 22 +1) = (26 +64) (22 +1)(22 +1)
zatem 212 + 210 4 28 4+ 6520 + 642% + 6422+ 64 =0 <= 20 = —64 = 2(cosm +isinm) lub
24 = —-1=cosm+isinm, lub 22 = —1 = cos7 + isinm. Wobec tego z jest jedna z nastepujacych

dwunastu liczb: 2(cos § +isin §) = V3 +i, 2(cos LT 4 jsin 2ET) = 2(cos 5 +isin ) = 2i,

2(cos FET + i sin ATET) = 2(cos 2F +isin 3T) = \f+z

2(cos 87T 4 sin STET) = 2(cos IF +isin TF) = —/3 — i,

2(cos 8”% + isin 87T = 2(cos 3T + isin 3) = —24,

2(cos 1% 4 jsin 19747 ) = 2(cos LE +isin 1) = /3 — 1, cos%—i—isin%:%,

cos ZLET 4 jsin 2ET = _\1/*;, cos 4“:” + isin 4’”‘“ = _\1/;, cos OTET 4 jsin OTET — 1\75, i, —1i.

Uwaga. Mozna tez bylo rozwiazywaé réwnania 2* +1 = 0 i 25 + 64 = 0 bez trygonometrii.
Oczywiscie z* = —1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 22 =i lub 22 = —i. Przyjmimy, ze z = x4+ i,
r,y € R. Mamy wiec i = (zv + yi)? = 22 + 2zyi — y? lub —i = (z + yi)? = 2% + 22yi — 2.

Oznacza to, ze 22 —y? = 0 oraz 2zy = 1 w pierwszym przypadku i 22 — y? = 0 oraz 2zy = —1
— w drugim. Z réwnosci 22 = y? wynika, ze * =y lub = —y. Stad 22> =1 lub —222 =1
w pierwszym przypadku oraz 222 = —1 lub —222 = —1 — w drugim. Poniewaz 222 > 0, wiec

2

z :%.Statda::y:%luba::y:—l

ﬁ 9

czyli z = :i:l\["'; w pierwszym przypadku oraz

x:—y:% lub x:y:—%,czyliz:i% — w drugim.

Niech 2% = —64. Niech 2?2 =u +iv, u,v € R. Wobec tego zachodza réwnoéci:

—64 = 2% = (u+iv)3 = w3+ 3iuv — 3uv? —iv3 = u3 — 3uv? +i(3uv —v?) , zatem u3 —3uv? = —64
oraz 0 = 3u’v — v® = v(3u? — v?). Wynika stad, ze v = 0 i wtedy u® = —64, czyli u = —4 lub

2 = 3u? i wtedy —64 = u® — 9u® = —8u®, zatem 8 = u?, tzn. v = 2, wtedy v = +2v/3. Mamy
do rozwazenia trzy réwnania 22 = —4, 22 =2+ 2iv3 i 22 =2 —2iV/3. Niech z = = + yi, czyli
2?2 = 2% 4+ 2xyi — 92

W pierwszym przypadku mamy z? —y? = —4 i 22y = 0, zatem y = 0 i wtedy z? = —4
wbrew temu, ze 2 > 0 albo =0 i wtedy —y? = —4, czyli y = +2, co oznacza, ze z = +2i.

W drugim przypadku mamy z2 —y2 =2 i 2zy = 2V/3, zatem y = *_{ i wtedy 22 — 2% =2,
zatem z* — 222 — 3 =0 i oczywiscie 22 > 0, wiec 22 =3, czyli z = +V3 i wtedy y = :l:l, a to
oznacza, ze z = +(V3 +1i).

W trzecim przypadku mamy z2—y? =2 i 22y = —2v/3, zatem y = —g i wtedy 1:2—5’—2 =2,
zatem x* — 222 — 3 = 0 i oczywiscie x2€0, wiec 22 = 3, czyli = £v3 i wtedy y = F1, a to

oznacza, ze z = +(v/3 —1i).




4. (4 pt.) Znalezé rozwiazanie ogélne réwnania t3z(t)z'(t) = 4 — (z(t))?

Rozwigzanie.
"(t)x(t
Przepisujemy réwnanie w wersji Z:f()i((t)) =t~ . Calkujemy obie strony:
-
x'(t)x(t) T w—d— 2 1 1 1 1 9
/4—1’2(t)dt = i dz — Edu = —§ln|ul+const = —§ln|4—az |+ const,

1 _
/t3dt = —§t72 + const, zatem In|4 — 22| = t~2 4 const, wiecc 4 —22 = Ce! , C € R —

liczba C' moze by¢ ujemna (,zapomnieliSmy” o | |, moze tez by¢ zerem, bo funkcje stale réwne 2
oraz —2 tez sa rozwiazaniami, choé¢ nie wolno dzieli¢ przez 0). Wobec tego z(t) = £v4 — Cet .
x
(2—2z)(2+x)
x A B 2A+4+ 2B+ (A—-B)x

tych: = = . Ta 16 5¢ hodzi dl
prostyc G-+ 2_$+2+$ G-+ a rownos¢ zachodzi dla

kazdego x # £2 wtedy i tylko wtedy, gdy 2A+2B =01 A— B =1, tzn. gdy A—i—% i B= —%.
Stad [ 2zde == 3 [ (525 — s5)de = 3(—n[2—z[ —In |2+ z|) = -5 In[4 — 27|,
(3 pt.) Znalezé takie rozwiazanie réwnania 3z (t)z’(t) = 4 — (z(t))?, ze z(1) = 1.

Uwaga. Mozna tez przedstawic¢ funkcje 5 = w postaci sumy utamkéw

Rozwigzanie.
Ma by¢ speliona réwnosé 1 = x(1) = £v/4 — Cel > . Wobec tego trzeba wybraé + oraz C' = % .
Otrzymujemy z(t) = V4 — 3e= 1+t~

(3 pt.) Znalezé takie rozwiazanie réwnania t3x(t)z’(t) = 4 — (z(t))?, ze z(1) = 2.
Rozwigzanie.
Juz je wskazaliSmy w pierwszej czesci rozwiazania: xz(t) = 2 dla kazdej liczby ¢t € R. To jedyne

. . . . . . /o . Lo . 4—x(t)?
rozwiazanie. Wynika to z twierdzenia o jednoznacznosci rozwiazan réwnania a’(t) = t% : ;EE))

2
— funkcja t — %3 jest ciagla, a funkcja x — 4;”?75;) jest rézniczkowalna w sposéb ciagly.

5. W ciagu 10 minut temperatura herbaty w szklance zmalala ze 100° C do 40° C. Temperatura
powietrza w pomieszczeniu jest rowna 25° C.
Po jakim czasie temperatura herbaty zmniejszy sie do 35° C?
Obowiazuje prawo stygniecia sformulowane przez Newtona: , szybko$¢ zmniejszania sie tem-
peratury uktadu jest proporcjonalna do réznicy temperatur pomiedzy uktadem a otoczeniem.”
Rozwigzanie.
Niech z(t) oznacza temperature herbaty w chwili ¢. Mamy wiec x(0) = 100, x(10) = 40. Szybkos¢
zmian funkcji (w chwili ¢) to jej pochodna (w chwili ¢). Mamy wiec z'(t) = A(z(t) — 25), gdzie

litera A oznacza wspoOlczynnik proporcjonalnosci, o ktérym mdéwi wspomniane prawo stygniecia.

Mamy wiec At + const = [Adt = [ %dt =/ m_125 dx = In|z — 25| + const. Stad wynika,

At+const _ :teCOHSte)‘t — const

ze zachodzi réwno$é¢ = — 25 = +e CeM, gdzie C oznacza stala +e
Rozwiazujac réwnanie rézniczkowe z'(t) = A(z(t) — 25) dopuscilibySmy réwniez C = 0, ale
w wypadku temperatury stygnacej herbaty funkcja stale rowna 25 nie wchodzi oczywiscie w gre.

Mamy 100 = z(0) = 25+ Ce*? = 25+ C, zatem 40 = z(10) = 25+ 7510 wiec e*10 =12 = 1.

Wobec tego A = {5Inl = —In5. Wynika stad, ze a(t) = 25 + 75e~*/10n% = 25 4 75 (
Jezeli 35 = x(t) = 25 + The /10115 t0 In 12 = —L . In5, wiec t = 102755

Inb
In7,5 :
nt ~ 12,52 minuty.

Uwaga. Uzywszy np. kalkulatora mozna przekonaé sie, ze 10




