
Matematyka A, kolokwium 2, 30 kwietnia 2014, 18:15 — 20:00

Mam nadzieje↪, że nie ma tu wielu bÃle↪dów i be↪de↪ wdzie↪czny każdej osobie za ich wskazanie.

1. (10 pt.) Przedstawić w postaci x+ yi , x, y ∈ R liczby (2− i)(3− 4i)(1− 2i) , 75−25i
4−3i oraz
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Rozwia↪zanie.

(2− i)(3− 4i)(1− 2i) = −i(2− i)(3− 4i)(2 + i) = − · (22 − i2)(3i+ 4) = −5(3i+ 4) = −20− 15i .
75−25i
4−3i = (75−25i)(4+3i)

(4−3i)(4+3i) = (75−25i)(4+3i)
42−(3i)2 = (75−25i)(4+3i)

16−(−9) = (75−25i)(4+3i)
25 = (3− i)(4 + 3i) = 15 + 5i .
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= −i — to by l rachunek oparty o wzory (a+b)2 =

a2 + 2ab+ b2 , i2 = −1 oraz (a− b)(a+ b) = a2 − b2 . Zadanie zosta lo rozwia↪zane.

Uwaga dla tych osób, które akceptuja↪ trygonometrie↪ i wzór de Moivre’a. Mamy
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2 = cos(−π6 ) + i sin(−π6 ) . Wobec tego
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= cos(− 15π
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= cos(− 5π
2 ) + i sin(− 5π

2 ) = cos(−2π − π
2 ) + i sin(−2π − π

2 ) = cos(−π2 ) + i sin(−π2 ) = −i .
2. (5 pt.) Obliczyć e1683πi , e1683πi/4 , e−1683πi/6 .

Rozwia↪zanie

Przypomnienie: eiα = cosα + i sinα , e2πi = cos 2π + i sin 2π = 1 — akurat te równości należy

mieć w g lowie, zreszta↪ druga wynika od razu z pierwszej. Mamy wie↪c

e1683πi = e1682πi · eπi = eπi = cos(π) + i sin(π) = −1 .

e1683πi/4 = e420πi · e3πi/4 = e3πi/4 = cos 3π
4 + i sin 3π

4 = − 1√
2

+ i√
2

e−1683πi/6 = e−280πi · e−3πi/6 = e−πi/2 = cos(−π2 ) + i sin(−π2 ) = −i .
(5 pt.) Wykazać, że jeśli ez = z , to Rez > 0 .

Rozwia↪zanie

Niech z = x + yi , x, y ∈ R . Mamy ez = ex(cos y + i sin y) . Z równości ez = z wynikaja↪ wie↪c

równania ex cos y = x oraz ex sin y = y . Jeśli y = 0 , to pierwsze równanie nie jest spe lnione, bo

ex cos 0 = ex ≥ 1 + x > x . Jeśli y 6= 0 , to | sin y| < |y| , jeśli x ≤ 0 , to ex ≤ e0 = 1 . Wobec tego

jeśli x ≤ 0 6= y , to |ex sin y| = ex| sin y| < 1 · |y| = |y| , a to znaczy, że drugie równanie nie jest

spe lnione.

Uwaga Równanie ez = z nie ma rzeczywistych rozwia↪zań, co wykazalísmy „po drodze”. Nierze-

czywistych ma nieskończenie wiele, np. liczby z1 ≈ 0.31813150520476413 + 1.3372357014306895 i

i z−1 ≈ 0.31813150520476413− 1.3372357014306895 i sa↪ rozwia↪zaniami tego równania. Tych roz-

wia↪zań nie da sie↪ zapisać za pomoca↪ funkcji elementarnych.



3. (10 pt.) Rozwia↪zać równanie z12 + z10 + z8 + 65z6 + 64z4 + 64z2 + 64 = 0 , tzn. znaleźć

wszystkie zespolone rozwia↪zania tego równania.

Rozwia↪zanie.

z12 + z10 + z8 + 65z6 + 64z4 + 64z2 + 64 = z12 + z10 + z8 + z6 + 64z6 + 64z4 + 64z2 + 64 =

= z6(z6 +z4 +z2 +1)+64(z6 +z4 +z2 +1) = (z6 +64)(z6 +z4 +z2 +1) = (z6 +64)(z4 +1)(z2 +1)

zatem z12 + z10 + z8 + 65z6 + 64z4 + 64z2 + 64 = 0 ⇐⇒ z6 = −64 = 26(cosπ + i sinπ) lub

z4 = −1 = cosπ+ i sinπ , lub z2 = −1 = cosπ+ i sinπ . Wobec tego z jest jedna↪ z naste↪puja↪cych

dwunastu liczb: 2(cos π6 + i sin π
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Uwaga. Można też by lo rozwia↪zywać równania z4 + 1 = 0 i z6 + 64 = 0 bez trygonometrii.

Oczywíscie z4 = −1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z2 = i lub z2 = −i . Przyjmimy, że z = x+ yi ,

x, y ∈ R . Mamy wie↪c i = (x + yi)2 = x2 + 2xyi − y2 lub −i = (x + yi)2 = x2 + 2xyi − y2 .

Oznacza to, że x2 − y2 = 0 oraz 2xy = 1 w pierwszym przypadku i x2 − y2 = 0 oraz 2xy = −1

— w drugim. Z równości x2 = y2 wynika, że x = y lub x = −y . Sta↪d 2x2 = 1 lub −2x2 = 1

w pierwszym przypadku oraz 2x2 = −1 lub −2x2 = −1 — w drugim. Ponieważ 2x2 ≥ 0 , wie↪c

x2 = 1
2 . Sta↪d x = y = 1√

2
lub x = y = − 1√

2
, czyli z = ± 1+i√

2
w pierwszym przypadku oraz

x = −y = 1√
2

lub x = y = − 1√
2

, czyli z = ± 1−i√
2

— w drugim.

Niech z6 = −64 . Niech z2 = u+ iv , u, v ∈ R . Wobec tego zachodza↪ równości:

−64 = z6 = (u+ iv)3 = u3 +3iu2v−3uv2− iv3 = u3−3uv2 + i(3u2v−v3) , zatem u3−3uv2 = −64

oraz 0 = 3u2v − v3 = v(3u2 − v2) . Wynika sta↪d, że v = 0 i wtedy u3 = −64 , czyli u = −4 lub

v2 = 3u2 i wtedy −64 = u3 − 9u3 = −8u3 , zatem 8 = u3 , tzn. u = 2 , wtedy v = ±2
√

3 . Mamy

do rozważenia trzy równania z2 = −4 , z2 = 2 + 2i
√

3 i z2 = 2 − 2i
√

3 . Niech z = x + yi , czyli

z2 = x2 + 2xyi− y2 .

W pierwszym przypadku mamy x2 − y2 = −4 i 2xy = 0 , zatem y = 0 i wtedy x2 = −4

wbrew temu, że x2 ≥ 0 albo x = 0 i wtedy −y2 = −4 , czyli y = ±2 , co oznacza, że z = ±2i .

W drugim przypadku mamy x2 − y2 = 2 i 2xy = 2
√

3 , zatem y =
√

3
x i wtedy x2 − 3

x2 = 2 ,

zatem x4 − 2x2 − 3 = 0 i oczywíscie x2 ≥ 0 , wie↪c x2 = 3 , czyli x = ±
√

3 i wtedy y = ±1 , a to

oznacza, że z = ±(
√

3 + i) .

W trzecim przypadku mamy x2−y2 = 2 i 2xy = −2
√

3 , zatem y = −
√

3
x i wtedy x2− 3

x2 = 2 ,

zatem x4 − 2x2 − 3 = 0 i oczywíscie x2ε0 , wie↪c x2 = 3 , czyli x = ±
√

3 i wtedy y = ∓1 , a to

oznacza, że z = ±(
√

3− i) .



4. (4 pt.) Znaleźć rozwia↪zanie ogólne równania t3x(t)x′(t) = 4− (x(t))2 .

Rozwia↪zanie.

Przepisujemy równanie w wersji
x′(t)x(t)
4− x2(t)

= t−3 . Ca lkujemy obie strony:

∫
x′(t)x(t)
4− x2(t)

dt =
∫

x

4− x2 dx
u=4−x2

=========
du=−2xdx

− 1
2

∫
1
u
du = −1

2
ln |u|+const = −1

2
ln |4−x2|+const ,

∫
t−3dt = −1

2
t−2 + const , zatem ln |4 − x2| = t−2 + const , wie↪c 4 − x2 = Cet

−2
, C ∈ R —

liczbaC może być ujemna („zapomnielísmy” o | | , może też być zerem, bo funkcje stale równe 2

oraz −2 też sa↪ rozwia↪zaniami, choć nie wolno dzielić przez 0 ). Wobec tego x(t) = ±
√

4− Cet−2 .

Uwaga. Można też przedstawić funkcje↪
x

4−x2 =
x

(2− x)(2 + x)
w postaci sumy u lamków

prostych:
x

(2− x)(2 + x)
=

A

2− x +
B

2 + x
=

2A+ 2B + (A−B)x
(2− x)(2 + x)

. Ta równość zachodzi dla

każdego x 6= ±2 wtedy i tylko wtedy, gdy 2A+ 2B = 0 i A−B = 1 , tzn. gdy A+ 1
2 i B = − 1

2 .

Sta↪d
∫

x
4−x2 dx == 1

2

∫ ( 1
2−x − 1

2+x

)
dx = 1

2

(− ln |2− x| − ln |2 + x|) = − 1
2 ln |4− x2| .

(3 pt.) Znaleźć takie rozwia↪zanie równania t3x(t)x′(t) = 4− (x(t))2 , że x(1) = 1.

Rozwia↪zanie.

Ma być spe lniona równość 1 = x(1) = ±
√

4− Ce1−2 . Wobec tego trzeba wybrać + oraz C = 3
e .

Otrzymujemy x(t) =
√

4− 3e−1+t−2 .

(3 pt.) Znaleźć takie rozwia↪zanie równania t3x(t)x′(t) = 4− (x(t))2 , że x(1) = 2.

Rozwia↪zanie.

Już je wskazalísmy w pierwszej cze↪́sci rozwia↪zania: x(t) = 2 dla każdej liczby t ∈ R . To jedyne

rozwia↪zanie. Wynika to z twierdzenia o jednoznaczności rozwia↪zań równania x′(t) = 1
t3 · 4−x(t)2

x(t)

— funkcja t 7→ 1
t3 jest cia↪g la, a funkcja x 7→ 4−x(t)2

x(t) jest różniczkowalna w sposób cia↪g ly.

5. W cia↪gu 10 minut temperatura herbaty w szklance zmala la ze 100◦C do 40◦C. Temperatura

powietrza w pomieszczeniu jest równa 25◦C.

Po jakim czasie temperatura herbaty zmniejszy sie↪ do 35◦C?

Obowia↪zuje prawo stygnie↪cia sformu lowane przez Newtona: „ szybkość zmniejszania sie↪ tem-

peratury uk ladu jest proporcjonalna do różnicy temperatur pomie↪dzy uk ladem a otoczeniem.”

Rozwia↪zanie.

Niech x(t) oznacza temperature↪ herbaty w chwili t . Mamy wie↪c x(0) = 100 , x(10) = 40 . Szybkość

zmian funkcji (w chwili t ) to jej pochodna (w chwili t ). Mamy wie↪c x′(t) = λ(x(t) − 25) , gdzie

litera λ oznacza wspó lczynnik proporcjonalności, o którym mówi wspomniane prawo stygnie↪cia.

Mamy wie↪c λt + const =
∫
λdt =

∫ x′(t)
x(t)−25 dt =

∫ 1
x−25 dx = ln |x − 25| + const . Sta↪d wynika,

że zachodzi równość x − 25 = ±eλt+const = ±econsteλt = Ceλt , gdzie C oznacza sta la↪ ±econst .

Rozwia↪zuja↪c równanie różniczkowe x′(t) = λ(x(t) − 25) dopuścilibyśmy również C = 0 , ale

w wypadku temperatury stygna↪cej herbaty funkcja stale równa 25 nie wchodzi oczywíscie w gre↪.

Mamy 100 = x(0) = 25 +Ceλ·0 = 25 +C , zatem 40 = x(10) = 25 + 75eλ·10 , wie↪c eλ·10 = 15
75 = 1

5 .

Wobec tego λ = 1
10 ln 1

5 = − 1
10 ln 5 . Wynika sta↪d, że x(t) = 25 + 75e−t/10·ln 5 = 25 + 75

(
1
5

)t/10
.

Jeżeli 35 = x(t) = 25 + 75e−t/10·ln 5 , to ln 10
75 = − t

10 · ln 5 , wie↪c t = 10 ln 7,5
ln 5 .

Uwaga. Używszy np. kalkulatora można przekonać sie↪, że 10 ln 7,5
ln 5 ≈ 12,52 minuty.


