Matematyka A, kolokwium, 4 grudnia 2013 — rozwiazania
W tym tekscie mogg by¢ jakies bledy. Jedli ktos zauwazy, prosze o wiadomosé.
Ostatnie zmiany wprowadzilem 9 grudnia 2013 r. o godz. 23:16
Nalezy przeczyta¢ CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwiazywania go!

L. . . V/n2013+13044n>-0,99™
1. (5 pt.) Znalez¢ granice nlLH;o 1000 g2+ 1525.0.9997 °

Rozwigzanie. Poniewaz lim ¢/n =1, lim /1305 =1 oraz

n—oo n—oo

1< /n?8 11304 < /n?3 4 130402913 = /1305 - (/n)>"°,

wiec lim /n2013 41304 = 1. Z twierdzenia z wykladu wynika, ze lim n2-0,99" = 0, zatem

n—oo n—oo

lim (/72013 +1304 4+ n?-0,99") = 1.

n—oo

Mamy 1 < ¥/n+27 = /20 +27 < 23/2, zatem lim 1000{/n + 2" = 2000, a poniewaz
n—oo

lim 0,999" = 0, wiec

n—oo

lim (1000 {/n + 27 + 1525 - 0,999™) = 2000.

n—oo

Stad od razu wynika. ze

lim Vn2013113044n2.0,99" 140 _ 1
n—oo 1000 Yn+27+1525-0,999" " 2000+1525-0 — 2000 °

(3 pt.) Znalez¢ granice lim /n +sinn - <\/n +12y/n — \/n + 31) .

Rozwigzanie. Poniewaz —% < s <L wiee lim % = 0. Wobec tego

lim v/n +sinn - <\/n+ 12¢/n — \/n+31> =

n—oo

T e (v/n+12y/n—v/n+31)(y/n+12/n++/n+31)

a nlg{.lo o smn V/n+12v/n+/nF31 o

L o nt12yn—(n+31)

a nlg]go ot smn /n+12y/n+vn+31

= lim n-y/1+ 882, 12v/n—31 = lim n-4/1+ 82 \/ﬁ<127\%) —
=00 no o /n+12yn+vnF3l noo no . n (\/1+\1/—%+\/1+\?}—1E )

= lim n-4/1 sinn —00-1-2290 —.1.6=00.
n—0o0 \/1+ 12+\/1+ 3L 141

(2 pt.) Czy istnieje taka liczba k € N, ze jesli n > k, to

Vv — ot > oo
6

Rozwigzanie. Poniewaz sin § = % (o tym przekonujemy sie rysujac wysoko$é¢ w tréjkacie

réwnobocznym), wiec chodzi o to, czy nieréwnosé \/ n+12y/n — \/ n+ 31 > 4 jest spelniona

dla wszystkich dostatecznie duzych liczb naturalnych n. Zachodza réwnosci (uzyte przed
chwilka,)



n+12y/n—+/n+31 n+12y/n n+31 12—ﬂ
e+ 12yn— /n+31 = (Vn+12vi- VST ) (V12 Vst ) . Wynika
Vn+12¢/n4v/n+31 \/1+ \/1+
stad, ze hm \/n+12\/_— \/n—|—31 = = 6. Z definicji granicy ciagu wynika, ze istnieje

taka liczba k, ze jesli n > k, to ‘\/n +12y/n — \/n + 31 — 6‘ < 1 (w definicji granicy ciagu
przyjmujemy ¢ = 1), zatem

5<y/n+12y/n—/n+31<7.

Wykazalidmy istnienie liczby k£ nie wskazujac jej.

Rozumowanie mozna zakonczy¢ wskazujac liczbe k. Nie bede starac sie wskazywac malej

liczby k. Jesli n > 31000%, to vn > 31000, zatem -2 < L < 5. Mamy wtedy

n

12— 31
_ 12—0,001 11,999  _ 11,999
\/”+12\/__ \/n+31 \/1+ 12 +\/1+ = 2,/140,001 > 21,0006 — 2001 - 4. Wyka-

zalismy, ze nieréwnos$é ma miejsce dla wszystkich n > 31000% = 961 000 000 .

Oczywiscie to bardzo niedokladne oszacowanie. Mozna przekonacé sie, ze jesli n > 193,

to \/n—|—12\/ﬁ—\/n+31 > 4 natomiast \/n+12\/193—\/193—|—31 < 4. W tym wypadku

mozna wspmoc sie jakims urzadzeniem elektronicznum.

2. (1pt) Niecha,=1-3+3-3+5-g+7— 5+ " +to3 HmotmT i

dla n=1,2,3.... Obliczy¢ a1 i CL2 Nie trzeba upraszczaé
Rozwigzanie. a1 =1 — —|— 4,a2—1———|——— _|_____|_%_%.

(1 pt.) Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé a, < a1 .

; ; -q_141 1,1 1,1 1, | 1 1 1 1
Rozwigzanie. ap =l—5+3—3+5—¢+7 st " tmas matmi i

- 11,1 1,1 1,1 1., . 1 1 1 1

zatem any1 =l—g5+3—g+ts—gts s+ "t mzmoatmaT an T
1 1 1 1 . 11 1

Tt T T2 T anis  dngao WIEC Unt1—0n = o T o tangs 4n—|—4 >0,

1 1. 1 1
bo 4n +1 < 4n + 2, zatem =5 > 505 1 wobec tego ;.05 — 775 > 0,

1

. 1
podobnle In+3 ~ dntd > 0.

(1 pt.) Niech b, =132 ———|—%—%—%+---+2n171—4n%2—ﬁ dla n=1,2,3....

Obliczy¢ by i by . Nie trzeba upraszczac.
Rozwigzanze. blzl—%—i, b2:1_%_%+%_%_%'

(1 pt.) Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé b, < by41 .

; ; -1_-1_1,1_1_ 1, 1 1 _ 1
Rozwigzanie. b, = s—1its— 6 st  te—T .3 1, zatem
-1+t 1,1 1 1, ., 1 _ 1 _ 1 1 _1

bp=1-3—3+35-6—st toma ma T Tz 4n+4 Wobec
_ 1 1 11
tego bpy1—b, = Sl dnds — Indd = Inio 4n+4 >0,bo dn+2<4n+4.

2



(3 pt.) Wykazaé, ze a,, <1— ;= i b, <3— 2L dlan=1,23..
Rozwigzanie. an:1—1—(—5—1——)—1—(———|——)—|—(——+—)+(—l+l)+"'+

+(—ﬁ + ﬁ) — ﬁ <1-— 4n , bo w kazdym nawiasie znajduje sie liczba

; - 11 1,1 1_ 1., | i 1 1 _1_1,1_1
ujemna. b, =1—-5—3+ sttt 1 Tm—2 an—32 a1te st t

3
1 11 1,1 1 1 11
tmmm ettt sttt A gt es) S
bo w kazdym nawiasie znajduje sie liczba ujemna, a nieréwno$¢ jest nieostra
dla n =1, gdyz wtedy nawiaséw nie ma.

(3 pt.) Wykazaé, ze istnieja, granice hm a, i lim b, oraz lim a, =2 lim b,
— 00 n—oo n—oo n—oo

Rozwigzanie. Ciagi maja granice, bo sa monotoniczne (niemalejace) i ograni-

czone z gory: (a,) przez 1, (by) przez % . Zachodzi réwnosé

o L

_ 11411 111 11 LI U
b2n_2 4+6 8+"'++8n—2 Sn_2< +3 4+"'+4n—1 4n>_

N[ +—

:%an. Mamy teraz lim by, = lim b, = % lim a, , bo granica ciagu
n—oo n—oo n—oo

ba, by, bg, bs, ... jest robwna granicy ciagu by, bs, bs, by, ..., co wynika natych-
miast z definicji granicy ciagu: jesli wszystkie wyrazy ciagu (b,,) o dostatecznie
duzych numerach leza blisko granicy, to rowniez, te o dostatecznie duzych nu-
merach parzystych znajduja sie blisko niej.

3. Obliczy¢ nastepujace granice :
: 5n243n+1 : : 3n+1
a. (2 pt.) nlirgonln T b. (2 pt.) nh_)rrolonsm TR o &
: 2 : n/3n+l
c. (3 pt.) nh_)rréo tg (mvn?+1), d. (3 pt.) nh_)ngo n( T 1).
Rozwigzanie. Mamy lim 2%E3ntl — iy Sratiz _ s0t0 _ g Skorzystamy z nie-
. n—oo dNZ+13n+7 1 00 5+%+ni2 54040 .
. fi_ T s . _ 5n®43nd4l 1 _ _ —10n—6 : .
réwnosci 17 < In(1 +z) < @ przyjmujac, ze © = 553" — 1 = 555"~ . Poniewaz

| —10n — 6| <10n+6 < 13n+7 < n?+13n+7, wiec £ > —1, co pozwala na korzystanie ze

wspomnianej nieréwnosci. Mamy wiec:

—10n—6
—10n® —6n _  sereisesr _ i b’ +3n+1 _  —10n—6 _ —10n?—6n

5nZ3n+1 | pmmiEnil =i "5 130 7 =2 13+ 7 Bn?+ 13n+7

. foi Tien —10m2—6n o _ 7: —10n%*—6n ;4 - : : : .
Z réwnosci nlingo Bneiangl — 2= nan;o BTt ines | twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze
lim nln 2nt3ntl — o ZakonczyliSmy punkt a
oo 5n2+13n+7 : :

Skorzystamy teraz z nieréwnosci sinz < x < tgx, ktéra zachodzi, gdy 0 <z < 5. Mozna ja
przepisa¢ w postaci xcosz < sinz < z (nieréwnos¢ x < tgx pomnozylem przez cosz > 0).

7 tej nieréwnosci wynika, ze

r—2°=x(1—-2% <z(l—sin?z) =zcos’x < rcosz < sinz < x,

3



ta nierownos¢ pojawita sie jakis$ czas temu na wykladzie i byta powtérzona ostatnio. Poniewaz

dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$é —ntl — < % <1, wiec

5n24+13n+7
3n%4n 1 1\2 < 3n+1 1 3n+1 2 <
5n2+13n+7 ( - (E) ) SN 5 347 - (5n2+13n+7) =
: 3n+1 3n+1 _ 3n2+n
S NS g s s S NEs13,7 © Ba2+i3ngT
foat s lim —8ntdn (1 (1)2) _— 3+ _(1)2) = 340 .1 _ 3
Jasne jest, ze nhj{; 5n2+13n+7 (1 (n) ) - nlgr.}om 1 (n) = 500 1 = 5~
Podobnic lim =3224n _ — Jim —3fa _ — 340 _ 3 7 twicdyenia o trzech ciagach
odobnie  lim ot = A ST = 50 = 5 wierdzenia o trzech ciagac
. e . 3n+1 3
wynika wiee, ze  lim nsin 5575 =

n—oo

Udowodnimy, ze lim tg (77\/ n? + 1) = 0. Mamy

(VPP H1-n)(VnF+14n) s
O<mvn’+l—nr=m T 1n = 7z +1+n<2 <

w|=|

Dla n > 2 mamy % <7< %, zatem cos <7r\/n2 +1-— mr) > cos% = % Poniewaz 7 jest
okresem tangensa, wiec tg (m1vn® +1) =tg (7vn®+1—nn). Jedli n > 2, to

0<tg(mvn?+1—nr)= zz;((:\/ o~ j’_i m)) < 2sin(mvn? +1—nr) <

<2 (mVn?+1-nm)<2 - L =1I.

Stad i z twierdzenia o trzech ciagach wynika od razu, ze

lim tg(W\/nz—i—l) = lim tg(wx/ng—i—l—mr) =0.

Wykazemy teraz, ze lim n ( nfdntl 1) = 1n1—33. Dla kazdego n = 1,2,3,... za-

oo 13n+7
L ApA s4 1 3n+1 3 _ 3n+41 £ 4t
chodzi nieréwnos¢ z < 3= < 53 < 1 . Oznaczmy y = s3-t=. Zachodza réwnosci

n ( v 1332117 — 1) =n ( Y — 1) =n (eln VY — 1) . Skorzystamy z nieréwnosci (jest na koricu

tekstu) 1+ 2 < e* < 1 prawdziwej dla =z < 1. Przyjmiemy z = In /Yy . Oczywiscie

1—x

nln ¢y =Iny <0 <1, wiec

s =Iny=n-Ingyy=n(l+ngyy—1)<n(e”VW-1)<

(1 qY_mm®¥%y  lny o 3n4l 1
=n (171n vy 1> ST gy 1-ln vy In 505 —Liny "
. . 1 1 1 . . 1 _ . . . .
Poniewaz Eln— < slhny < ln 15, wiec HILII;O —Iny = 0. Stad wynika, ze spemiona jest
, ’ 2 . 3n+1 . 1 3 1 _ i - L . 3n+1 _ i
réwnos¢  lim (ln 1Bnt7  1-1 1ny> In {3 - 195 = In 33 , a poniewaz Jim (ln 13n+7> = 13>

wiec na mocy twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy

lim n<" 13372117—1> = lim n(W—l):ln%.

n—oo n—oo




4. (5 pt.) Obliczy¢ lim /27 +(1,3)3" 1 lim /2" 4 (1,1)4".

n—od
Rozwiqzanie. Poniewaz 1,33 = 2,197 > 2, wiec
2,197 < /27 + (1,3)3" < /2,197" + 2,197" = 2,197 /2

7 twierdzenia o trzech ciggach i réwnoéci lim {/2 = 1 wynika, ze zachodzi
n—oo

réwnosé lim (/27 + (1,3)3" = 2,197.

n—oo

Nastepna granica. Zachodzi réwnosé 1,14 = 1,4641 < 2 (na konicu tekstu
sa jakie§ wzory!). Wynika stad, ze

2< /2 ()4 < /2n F2n < 29T+ 1=2%2.

Stad, z twierdzenia o trzech ciagach i réwnoéci lim /2 = 1 wynika, ze
n—oo

lim /27 + (1,1)%" = 2.

n—oo

(5 pt.) Obliczy¢ lim {/n3-27+n2-(1,3)3 i lim {/n2-27+n-(1,1)4".

n—oo

Rozwigzanie. Zaczniemy od niedokladnego stwierdzenia: ciag geometryczny
dominuje nad potega ciagu arytmetycznego. Zdanie ma to wyjasnic¢, dlaczego

akurat tak przeksztalcamy. Po prostu w tym zadaniu czynniki n® i n? nie

maja znaczenia. Koniec ideologii. Przechodzimy do oszacowan.

1,33 < ¢/n?-2n +n? . (1,3)3" <
< ym3 (1,33 +n3- (1,3)3 = 1,33 /n- V2.

Z tej nieréwnosci, z réwnosci lim Vn3 = 1 = lim /2 oraz z twierdze-
n—oo n—oo

nia o trzech ciagach wynika, ze lim {/n3-2" +n2?.(1,3)3" = 1,33 = 2,197.

n—oo

W taki sam sposéb dowodzimy, ze lim {/n3-27+n2-(1,1)" =2 — tym
n—oo

razem ,dominujacym czynnikiem” jest 27, bo 2 > 1,1*. Odpowiednie drobne
zmiany w uzasadnieniu studentka lub student wprowadzi samodzielnie.

5. (4 pt.) Niech ag=Vv2 i apy1 = 3 <an—|— ai) dla n=0,1,2,....
Wykazaé, ze a, > 3 oraz any1 < a, dlan=1,2,3,...

Rozwigzanie. Dla n = 0,1,2,... zachodzi a,y1 — 3 = % (an + i) -3 =

An

=1 (a%+9—6an) = L(an—?))? >0, zatem a,4+1 >3 dlan=0,1,2,...,

T 2an 2an,

czyli a, >3 dla n=1,2,3,.... Mamy tez an—am_l:an—%(an—k%)

n

=1 (a2 —9) >0dlan=1,2,3,..., bo wtedy a,, > 3.

5



(3 pt.)

(3 pt.)

Dowiesé, ze ciag (a,) ma granice i znalezé ja,.
Rozwigzanie. Ciag (a,) ma skonczong granice, bo jest nierosnacy poczawszy

od a; iograniczony z dolu liczba, /2. Istnieje wiec g = lim a, i ¢ >3>0.
n—oo

Zachodzi réwnos¢ lim a,4; = lim a, — bezposredni wniosek z definicji
n—oo n—oo

. . . _ . _ . _ . 1 9 _

granicy. Stad wynika, ze g = nlgr;@ ay = nlLII;O Ap41 = nlgx;o 5 (an + a—ﬂ) =

=%(g+§). Wobec tego 0:9—%(94-%) = %g—%, zatem ¢2 =9, a ponie-
waz g > 3, wiec g =3.

Niech g = lim a, . Dowies¢, ze any1 — g < %(an —g)? dlan=1,23,...

n—oo

Rozwigzanie. Mamy any1 — 3 = % (an + i) -3 = QL (a% +9— 6an) =

Qn Qn,
:i (an — 3)2 < %(an _ 3)2, bo dla n = 1,2,3,... zachodzi wczesniej udo-

wodniona nierowno$é¢ a, > 3.

Na deser dodajmy, ze ciag z ostatniego zadania bardzo dobrze nadaje sie do obliczania

pierwiastkéw kwadratowych (zamiast liczby 9 we wzorze na a,y; mozna wstawi¢ dowolna,

liczbe dodatnia a. Otrzymamy wtedy ciag zbiezny /a ). Czytelnik moze pobawié¢ sie kalku-
latorem, by zobaczy¢ jak szybko ciag sie ustabilizuje, czyli réznica miedzy wyrazem ciagu

a liczba /a stanie sie mniejsza od liczb zauwazalnych przez urzadzenie elektroniczne.

Fakeiki: 132 = 169; 133 = 2197; 13* = 28561; 112 = 121; 113 = 1331; 11% = 14641;

1

O<z< f=snr<z<tgr; r<l=1+z<e” < —; —1<x:>1+im§ln(1—|—$)§x;

11—z



