Matematyka A, kolokwium, 15 maja 2013 — rozwiazania
Nalezy przeczyta¢é CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwiazywania go!

1. Niech M:<183 2)

(3 pt.) Dowiesé, ze dla kazdej pary liczb catkowitych a,b istnieje taka para liczb wymiernych

a

x,y, ze zachodzi réwnosé: M<gy3) (b

>. Czy liczby x,y musza by¢ catkowite?

(2 pt.)  Znalezé wartodci i wektory wlasne macierzy M oraz macierzy M?.

(2 pt.) Znalezé macierz M~ i jej wartodci oraz wektory whasne.

(3 pt.) Narysowaé zbidr zlozony ze wszystkich punktéw postaci M (;j), gdzie 0 <z,y <1.

1 = . . . 1
3z +8y =a, Mnozac pierwsze z nich przez 5, a drugie

Rozwigzanie: Mamy zbadaé¢ uktad réwnan { 82 + 5y = b.

przez 8, potem odejmujac stronami otrzymujemy (5-13 — 8 - 8)z = 5a — 8b, czyli = 5a — 8b. Stad
5y = b — 8(ba — 8b) = 65b — 40a, wiec y = 13b — 8a. Stad wniosek, ze jesli a,b sa liczbami calkowitymi,
to rowniez liczby x,y sa calkowite, tym bardziej wymierne.

Wartosci wilasne sg pierwiastkami réwnania charakterystycznego:

13— X 8

0:’ 8 5-A

‘:Us—Axa—m—ﬁ4:A?—mA+1:(A—9F—8m

wiec A1 = 94+vV80 = 9+4vV5 i Ay =9 — 80 =9 — 4V/5. Znajdziemy wektory wlasne odpowiadaja-
ce A\1. Wspéhrzedne u,v wektora wlasnego [u,v] musza spelia¢ oba réwnania 13u + 8v = (9 4 45 )u
i 8u+ 50 = (9+4V5)v, czyli réwnania 8v = (4v5 — 4)u i 8u = (4 + 4v/5)v. Mozna je zapisaé w

postaci v = %(\/5— Du, v= \/52+1 u= %(\/5— 1) u, wiec wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej

. 2u o 2 . Lo - .
A = 9+ 45 sa postaci ((\/5 1)u> =u (\/5 1), gdzie u # 0. Analogicznie warto$ci wiasnej

X2 = 9 — 4v/5 odpowiadaja wektory wlasne postaci u( _\/g B 1), gdzie u #0.

-1
Z wzoréw x = ba — 8b, y = 13b — 8a wynika od razu, ze M1 :(183 2) Z(_g I?)8>’ co

zreszta mozna wywnioskowaé z wzoréw na macierz odwrotna, ale nie ma potrzeby, bo juz raz te macierz
znalezliSmy.

Wartosciami wlasnymi macierzy M1 sa liczby )\fl = m =9-4V51i Agl = 9741;\/5 =9+4V5,

a odpowiadaja im wektory u-(\/;_ 1) oraz u-(_\/g_ 1), u#0.

13 8\ x\ (13z+8y)\ 13 8 . . .
Mamy ( 3 5 )( y) —( 82 + 5y ) = 5C( 3 )—i—y ( 5 ) Dodajac wektory stosujemy regute réwnoleg-

toboku, wiec zbior, ktéry nalezalo narysowaé, to réwnoleglobok o wierzchotkach (O ) , ( 13 > , (21 ), (8 )

0 8 13 5
-2 1,5 -0,5
2. Niech A=| =2 1 0 |, B=24A2.
0 0 1

(2 pt.) Znalezé wartodci i wektory wlasne macierzy A.
(2 pt.) Znalezé wartodci i wektory wlasne macierzy B~1.
(2 pt.) Znalezé wartodci i wszystkie wektory wlasne macierzy A3 i macierzy A2°13.

(2 pt.) Znalezé macierze A%, B3, B=3, A2013 | p2013
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(2 pt.) Niech F(X) = A-X . Czy F jest symetrig wzgledem punktu (0,0,0) lub wzgledem pewnej
plaszczyzny?

Rozwigzanie: Wartosci wlasne to pierwiastki rownania charakterystycznego:

-2-X 1,5 -0,5
0=] -2 1-2\ 0 [=1@=XN((-2=M1=XN)+2-15) = (1-AN)(A+ X+ 1). Wobec tego
0 0 1—A

wartosciami wlasnymi sa liczby Ay =1, Ay = 2(=1—/=3) = 2(—=1 —iV/3) oraz A3 = $(—1+iV3).

Jesli liczby z,y, z sa kolejnymi wspotrzednymi wektora wlasnego odpowiadajacego A\ = 1, to spelniony

—2x+%y—%z:x,

jest uktad réwnan: —2r+ y =1,
z=2z.
0 0
Stad od razu wynika, ze £ =0 i z = 3y, wiec wektor wlasny ma posta¢ | vy | =yl 1
3y 3

Znajdziemy wektory wlasne odpowiadajace Ao = 2(—1 —iv/3). Uklad réwnari, ktéry maja spemiaé

—2u+ 3y - 32 =5(-1-iV3)u,

_1 .
wspdlrzedne x,y, z wektora wlasnego to 2+ y = 5(—1 - z\/g)y,
z=3(-1-iV3)z

7 trzeciego z tych rownan wynika, ze z = 0. Z drugiego réwnania otrzymujemy —2x = %(—3—1’\/3 )y, czyli

(34iv3)y 34+iv3
T = i(?) + Z\/g)y Wektory wlasne odpowiadajace Ao maja wiec postaé 4y =y 4
0 0

Poniewaz macierz jest rzeczywista, wiec wektory wlasne odpowiadajace wartoéci wlasnej A3 = Ag otrzy-

3—iV3
mujemy sprzegajac wspolrzedne wektora odpowiadajacego Ao: y 4
0

Wektorami wlasnymi macierzy B sa liczby (2A3)7! = 1, (2A3)7! = (2 3(—2+2iV3))"! =

—(—1+iV3) T = 1 iv3) i @)= (@) = @) = 11— iVB) = 2(-1+iv3), a
wektory wlasne im odpowiadajace to te, ktére odpowiadaja A1, A2, A3 w przypadku macierzy A.

Wartosci wlasne macierzy A3 to A3 =1, A3 =X A3 =3(-1-iV3) - i(-1+iv3)=1+3=1

/\3_X3_F_1 iag dnosié do szedci ”» , idei 40S : 4
oraz A3 = Ay = Ay = 1 (zamiast podnosi¢ do szescianu ,na raty” mozna oczywiscie zastosowaé wzor
de Moivre’a, albo wzdr na szescian sumy). Wektory wlasne to te, ktére znalezliSmy dla macierzy A, ale nie

tylko, bo suma wektoréow witasnych odpowiadajacych tej samej wartosci wlasnej jest wektorem wiasnym jej

0 3+iv3 3—iV3

odpowiadajacym. Niech vi =| 1 |, vo = 4 , Vg = 4 . Wektorami wlasnymi macierzy
3 0 0
3 1
A3 odpowiadajacymi wartosci wlasnej 1 sa tez w = L(vo+vs) =[ 4 | oraz e; = ﬁ(vQ—v;j) =|0],
0 0

wiec rOwniez eg = i(wf3e1) = i e3= %(vl 782) = . Wobec tego A3e; =e; dla j =1,2,3,

O = O
= o O

wiec A3 =1.

Liczba 2013 dzieli sie przez 3, wiec A2013 = (A3)2013/3 = J?913/3 = T (mozna oczywiscie napisaé, ze
2013
3

7 poprzedniego zdania wynika, ze B® = 8(A%)? = 81, zatem B3 = %I, B2013 — (B3)2013/3 —

2013

3> = 671, ale wazne jest tylko to, ze liczba

jest calkowital).
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Q2013/31 _ 92013

Przeksztalcenie F' symetria wzgledem punktu O nie jest, bo wtedy byloby F(X) = —X dla kazdego
X, wiec liczba —1 bylaby wartodcia wlasng macierzy A, wbrew naszym ustaleniom.

Przeksztalcenie F' nie jest tez symetria wzgledem plaszczyzny, bo ta plaszczyzna musiataby przecho-
dzié¢ przez punkt 0, bowiem F(0) = 0, a te wlasno$¢ maja jedynie punkty lezace na plaszczyZnie symetrii.
Wtedy jednak mielibysmy do czynienia z plaszczyzna zlozona z wektoréw wilasnych macierzy A, a mamy
tylko prosta. (Inny argument: wektory prostopadle do plaszczyzny symetrii bytyby wektorami wlasnymi

odpowiadajacymi wartodci wlasnej —1, a ta liczba wartoscia wlasna macierzy A nie jest).

1 2 -1 2 1
3. Niech C’:g 2 2 1], v=|1
-1 2 2 1

(1 pt.) Obliczyé¢ C-v.

(2 pt.) ZnaleZ¢ wartosci i wektory wlasne macierzy C'.

(3 pt.) Znalezé wartodci i rzeczywiste wektory wlasne macierzy C? oraz macierzy C~3 .
(2 pt.)  Znalezé macierze C°® i C2913.

(2 pt.) Niech G(X)=C-X. Czy przeksztalcenie G jest obrotem wokGt pewnej prostej?

2 -1 2 3 1
1
Rozwigzanie: Mamy C = — 2 2 —1]-v==|3]=|1|. Wynika stad, ze liczba A\; =1 jest
3 3
-1 2 2 3 1
1
wektorem wlasnym macierzy C', a vi =| 1 | jest wektorem witasnym jej odpowiadajacym. Znajdziemy
1
2—-x -1 2
pozostale wartosci wlasne. Zaczniemy od macierzy 3C. Mamy 0 = 2 2-Xx -1 |=
-1 22—

=2-M(2=-2242) = (-D(22—=X) 1) +2(4+(2-X)) = (2= A)>+6(2— ) +8 = p® + 6p+ 7, gdzie
u=2—X. Wiemy, ze liczba 3\; = 3 jest wartoscia wlasnag macierzy 3C , wiec jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego. Wobec tego liczba u; = 2 —3 = —1 jest pierwiastkiem réwnania: 0 = pu3 +6u+7 =
=(p+1)(u? —p+7) . Pozostatymi pierwiastkami tego réwnania sa liczby pp = (1—v/1—28) = %(1—3i\/§)
oraz fi3 = %(1—1—\/@ )= %(1 +3iv/3), zatem pozostalymi wartoéciami wlasnymi macierzy 3C' sa liczby
B\ =2-1(1-3iv3) = 2(14+iv3) i 3A3 =2— 3(143iv3) = 3(1 —iv/3). Oznacza to, ze liczby
A2 =3(1+iv3) i A3=1(1-1iV3) sa wartosciami wlasnymi macierzy C'.

1
Jak juz wiemy, wektorami wlasnymi odpowiadajacymi A\; = 1 sa wektory postaci [ 1 |, gdzie t #0.
1
x
Jesdli | y | jest wektorem wlasnym macierzy C' odpowiadajacym wartosci wlasnej Ay = %(1 +iv3), to
z

spelione sg réwnodei (réwnania pomnozylem przez 3, by zmniejszy¢ liczbe utamkéw):

20 —y+ 2z = 2(14iV3)az,
2042y —z = 3(1+iV3)y,
—z+2y+2z=3(1+iV3)z

Dodawszy je stronami i podzieliwszy przez 3 otrzymuje x+y+z = %(1+i\/§)(gc+y+z) ,wiec x+y+2z =0,
zatem x + z = —y. Stad wynika, ze —3y = %(1 +iV3)x, czyli y = ,%(1 + iv/3)2. Analogicznie
z=—3(14+iV3)y, wiec z=1(1+iv3)%2z = (14 iv3)z. Wektorem wlasnym macierzy C' odpowia-

2
dajacym wartoéci wlasnej Ay jest vo = —1 —iy/3 |, inne sa postaci tvs, gdzie t # 0. Poniewaz macierz

—1+iV3



2
C jest rzeczywista i A3 = Ao, wiec v =| —1 +iv/3 | jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci

—1-iV3

wlasnej A3z, a inne sa postaci tvs, gdzie t # 0.

Wartodciami wlasnymi macierzy C?® sa oczywidcie liczby A\ = 13 = 1, A\ = (%(1 + z\/g))?’ =

=(cos60° + isin60°)3 = cos180° + isin180° = —1 oraz liczba A} = A3 = —1 = —1, a wektorami

wlasnymi wszystkie wektory postaci c¢i;vs + covs, wyjatkiem wektora 0. Jest wsréd nich wektor wy =
2 0

:%VQ + %V3 =| —1 | i wektor wg = %(Vg —v3)=| —V3 |, oba o dlugoéci V6. Pozostale rzeczywiste

1 V3

wektory wlasne macierzy C® odpowiadajace wartosci wlasnej —1 wygladaja tak ciwo+cows, gdzie c1, ¢y
sa liczbami rzeczywistymi niezerujacymi sie réwnoczesnie.

Wartoéciami wlasnymi macierzy C~2 sa odwrotnogci wartosci wlasnych macierzy C', wiec liczby 1,
—1i-1.

Wartodciami wlasnymi macierzy C© sa liczby 12 = 1, (=1)?2 = 1 oraz (—1)? = 1, a wektorami

wlasnymi wszystkie wektory z wyjatkiem wektora 0.

1 0 0
Stad wnioskujemy, ze C® = I — wektorami wlasnymi sa m.in. [ 0 |, [ 1 i | 0 ]. Wobec tego
0 0 1

C2013 — ¢2010. 03 = J.C3 = 3. Macierz C® mozna znalez¢ podnoszac do potegi macierz C, co nie jest

1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 0 0 9 0 0 1
pracochlonne, bo C? = = 2 2 -1]-= 2 2 -1]1==19 0 0)J=(1 0O 0], zatem
S\ 2 2/ 3\ 2 2/ o o9 oo 010
0 0 1 1 2 -1 2 1 -1 2 2
ci=(10 0} = 2 2 -1|== 2 -1 2
01 0 -1 2 2 3 2 2 -1

cl1)=(1], 3l -1 = 1], a3l V3= V3

1 1 ~1 1 V3 -3

atbte= 1, k+l4+m=1, pta+r=1,

Zachodza wiec rownosci { 2a —b—c= -2, { 2k—1l—m =1, { 2p—q—r=1,

—V3b+vV3c= 0, \—V3l+vV3m=+v3, | -V3q¢+V3r=-3.

Rozwiazujemy trzy latwe uktady réwnan liniowych i znajdujemy wspdlczynniki macierzy C3.

1 1 2) -2 0 0

Ostatnia sprawa to wyjasnienie, czy przeksztalcenie F' jest obrotem. Jesli jest, to wokét prostej

2 0
x =1y = z, bo tylko tych punktéw przeksztalcenie F nie porusza. Wektory | —1 | i [ —v/3 | leza w plasz-
~1 V3
1
czyznie x +y + z = 0, wiec prostopadlej do wektora | 1 |. Zachodza réwnosci:
1
2 -1 2 2 1 2 0
1 1 3
3 2 2 -1 -1 1= 1 =3 -1 —% —V3 | = cos60°ws — sin 60°ws ,
-1 2 2 ~1 —2 —1 V3
f 2 -1 2 0 V3 sl 2\ 1f 0
3 2 2 —1 -3 = -v3|= 5 -1 |+ 3 —V/3 | =sin60°wy + cos 60°ws , co dowodzi,
-1 2 2 V3 0 -1 V3
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ze przeksztalcenie liniowe F' jest obrotem o kat 60° wokét prostej =y = .

4. (5 pt.) ZnaleZé rozwiazanie ogdlne réwnania tz’'(t) + x = cost.

(5 pt.) Znalezé takie rozwigzanie réwnania ta’(t) + x = cost, ze x(0) = 1.

ost, zatem tx(t) = [costdt = sint+ C. Stad wynika,

=c
t4+ ) = +o0,ajesli C <0, to lim+(Si;‘t +¢) = —0.
t—0

Rozwigzanie: Mamy (tx(t))/ = ta'(t) + z(t)

ze z(t) =L+ £ Jedli C >0, to tliré1+(5'?

Jesli checemy, by 2(0) =1, to musi by¢ C = 0. Wtedy x(t) = 22t =1— 2 ¢2+ 21— L5+ . Zadanie

zostalo rozwiazane.

A teraz nieco inny poczatek. Zaczynamy od réwnania jednorodnego tx’ + x = 0, czyli % = —%.

Stad Injz| = [ = [Zdt = — [1dt = —In|t| + C. Wobec tego = = +eC1 = K1, gdzie K = £,
dopuszczamy tez K = 0, bo funkcja wszedzie rowna 0 tez spelia réwnanie jednorodne.

Uzmienniamy stala, czyli szukamy rozwiazania w postaci K (t)% . Podstawiamy do réwnania i otrzy-

mujemy cost = t(K(t)l)/ + K(t)} = tK'(t)} + tK(t) 7 + K(t)3 = K'(t). Stad wynika, ze K(t) =

t

sint

= [costdt =sint + k, zatem rozwiazaniem jest funkcja + % . Koncéwka taka, jak poprzednio.

5. Niech f:(0,00) — (0,00) oznacza funkcje rézniczkowalna, ktérej pochodna jest dodatnia w kazdym
punkeie pélprostej (0,00) i to taka, ze styczna do jej wykresu w dowolnym punkcie (z, f(z)), >0,
przecina dodatnia pétos OX w pewnym punkcie P(z) lezacym miedzy punktami (0,0) i (z,0) .
Niech Gy(z) = {(t,y): 0<t<z i 0<y < f(t)}, bedzie ,obszarem pod wykresem funkcji f
ograniczonej do dziedziny (0,z)”.

(2 pt.) Napisa¢ wzdr na pole obszaru Gy(x).
(8 pt.)  Znalez¢ funkcje f, jesli wiadomo, ze pole tréjkata o wierzchotkach (x,0), (z, f(z)) i P(z)

stanowi 2 pola obszaru Gy(z).

Rozwigzanie: Pole obszaru to Gy(z) = fox f@)dt. Jedli punkt (u,v) lezy na stycznej do wykresu funkcji

f w punkcie (z, f(z)), to vif(;) = f'(z), bo: ,pochodna to wspdlezynnik kierunkowy stycznej.” Jesli

u—

—f(x)

v =0 (szukamy punktu wspdlnego stycznej i osi OX ), to u —x = ) Poniewaz P(z) = (u,0) lezy

miedzy punktami (0,0) i (z,0), wiec 0 < ]{,((”;)) =z —u < x. Wobec tego pole tréjkata o wierzchotkach

(z,0), (z, f(z)) i P(z) jest réwne - f,((?) - f(x). Musi wiec by¢ spelniona réwnosé:

S =3 [ o

/ ’ 1"
Rézniczkujac obie strony tej réwnosci otrzymujemy: 2 f(z) = (fo(,w();) = @/ (z);(—;;(zwﬁf @ ezyli

f(@)f"(x) = 2f(x)?, co zapisujemy tak: ’}',/((;”) = %]},((,1). Calkujac obydwie strony otrzymujemy:

2

Inf'(z) = 2In f(z) + C1, cayli f/(z) = e f(x)¥® = Cof(x)*?, tan. f(z)f(x)~*® = Cy, Cy > 0.

Catkujemy raz jeszcze: Chx + C3 = [ f'(z)f(2) *°dzx = 5f(2)'/°, wiec f(z) = (%(C’ngrC’g))s.

7

Zalozylidmy, ze f jest funkcja dodatnia na pélprostej (0,00). Wynika stad, ze 0 < lirn+ flx) = (%)5
z—0

wiec C3 > 0. Z zalozenia 0 < ;c,((’;)) = 02%7*2'03 < z, wiec C3 < 0. Wobec tego C3 = 0, co oznacza, ze

f(z) = az® dla pewnej liczby a > 0.




