Matematyka A, kolokwium, 5 grudnia 2012, 18:05 — 19:59, rozwiazania

1. (2 pt.) Sformulowaé twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej.
(3 pt.) Niech f(z)=arctg(2+ z) + arctg(2 — x). Wykazaé, ze jesli z,y e R i z # y, to
[f(x) = fy)| < |z —yl.
(3 pt.) Niech a, = n%rl + 7#2 + et ﬁ + W%n dla n = 1,2,3,.... Dowie$é, ze
1> ap4+1 > a, dla kazdej liczby naturalnej n.

(2 pt.) Wykazaé, ze ciag o wyrazie f(a,) = arctg(2 + a,) + arctg(2 — a,,) ma granice
skoniczona g € (1,2).
Rozwigzanie. Niech f:]a,b] — R oznacza funkcje ciagla, rézniczkowalna we wszystkich punktach

przedziatu otwartego (a,b). Istnieje wtedy taka liczba ¢ € (a,b), ze f'(c) = W .

Mamy f'(z) = 1+(21+x)2 — 1+(217w)2 . Obie liczby sa dodatnie i zadna z nich nie jest wieksza

od 1. Ich réznica ma wiec warto$é bezwzgledna mniejsza od 1. Wobec tego |f'(x)| < 1 dla kazdej

liczby = € R. Dla dowolnych z,y € R, = # y istnieje takie ¢, , ze f'(cpy) = %i(y), czyli
f(x) = fly) = f(cay)(@—y), cupy lezy miedzy = i1 y. Stad wynika, ze

[f(@) = FW)] = [f (o)l - o =yl <]z —yl.
Bez zalozenia x # y nie mozna udowodnié ostrej nieréwnogci.

Zajmujemy sie teraz nastepnym punktem. Mamy

_ 1 11 1
Un+1 = 0n = 3,05t 5007 — 741 — 2041 2n+2>0

Wynika stad, ze a1 < az < ag < ..., czyli: ten ciag jest $cisle rosnacy. Mamy réwniez

1 4 1 ., .. 1 _1
a"_n+1+n+2+ +n+n 1+n+n<n n+1<1

wiec ciag jest ograniczony z gory przez 1. Ma wiec granice g, ktéra jest wieksza od kazdego wyrazu
ciagu i nie jest wieksza od 1. Mamy zatem 1> g > i + % + % = % > % = % Stad juz wynika, ze
dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢ a, < g <1.

Choc’ nie ma potrzeby7 mozemy ja wzmocnic. Mamy

asn = 5n+1 R 5n+n t ot 6n+1 +t e 6n+n t g 7n+1 +...t 7n+n + 8n+1 +..t 8n+n + 9n+1 to Tt o 9n+n

_ 1879 _ 189 _ 3 .
<n: 5n+1 +n- 6n+1 +n- 7n+1 +n- 8n+1 +n- 9n+1 <gtgtrtsts =180 < g5 = 3 Poniewaz
ciag jest Scisle rosnacy, wiec dla kazdego n € N zachodm nieréwnosé¢ a, < % .

Jedli chcieliby$my ja wzmocni¢ jeszcze bardziej, nie meczac sie zbytnio, mozemy wspomoc sie

logarytmami*. Wiemy, ze dla kazdej liczby @ > —1 zachodzi nieréwnos¢ 7, <In(1+z) < z. Z niej

1
wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej zachodzi nieréwnosé n%_l =T < ln(l—i—%) < % . Mamy wiec

= bt e e ks D) I ) I ) (1 ) =

— lIl (n+1 . n+2 . 2n—1  _2n
n

T s 2n—1> = In2. Dodajmy, ze zachodzi nieréwnos¢ In2 < 0,7, bowiem

T >140,7+ %0,72 + %0,73 =1+ W =1+ ggég > 2 — skorzystaliSmy z nieréwnosci
e*>14+x+ %xQ + %x?’ spelionej dla kazdego = > 0, ktorej dowdd przypominamy. Dla kazdej
liczby = > 0 mamy e® > 1+ x, wiec tez e*/™ > 1 + % dla n € N. Wobec tego nieréwnos¢

er = (efc/”)n > (1 + %)n zachodzi dla n € N oraz « > 0. Dla n > 3 mamy

x _ - xr 3
e 2 (14 5)" 2 1t 4 2 (2)° 4 2= (2)° =
:1+x+%(1—%)m2+$(1—%) (1- 2)I3—>n_>oo 1+ 2+ 2% + 523,
wiec dla kazdej liczby x > 0 zachodzi nieréwnos¢ e* > 1+ x + %xQ + %x?’. Por. koniec.

* Jesli pamigtamy o nich to i owo ...



Przechodzimy do ostatniej czesci. Z nieréwnosci |f(z) — f(y)| < |z — y| wynika, ze dla kazdej

liczby naturalnej n zachodzi |f(§) — f(an)| < |§ — an|. Z tego, ze nli—>nolo a, = ¢, wynika, ze
nle f(an) = f(g). Wystarczy wiec zdefiniowaé g = nlLIgO g, by otrzymaé zadany wniosek.

Zostala jeszcze do dowodu nierownosé 1 < g < 2. Udowodnimy, ze 1 < g. Wiele razy skorzys-
tamy z tego, ze funkcja arctg jest Scisle rosnaca na calej prostej, co wynika z tego, ze funkcja tg
jest $cisle rosnaca na przedziale (—5, g)

Mamy 0,6 < § < 0,7, wiec 0 < §—0,6 < 0,1. Stad |f(0,6)—g| = |f(0,6)—f(g9)| < |¢g—0,6] < 0,1.
Wobec tego f(0,6) = arctg2,6 + arctg 1,4 > arctg+/3 + arctg1 = 2+ I = ™ > 7 =175 Stad
wnioskujemy, ze g = f(g9) > 1,75 —-0,1 = 1,65 > 1.

Nieréwnoéci g < 2 nie udowodnimy, bo — jak wykazemy na koncu — jest nieprawdziwa.
Udowodnimy natomiast, ze g < 3. Mamy
g = f(g) = arctg(2+9)+f(2—9g) < arctg(2,7)+arctg(1 4) < arctg(2,7)+arctg(\/§) = arctg(2,7)+5% .

7 nieréwnosci V3 < ¢ < 2+ § < 2,7 wynika, ze 02 < = . Stad i z twierdzenia Lagrange’a o

1+3
wartosci $redniej zastosowanego do funkcji arctg mamy arctg2,7 < arctg v/3+ i(2,7— V3) < 5 +i )
Stad g = f(9) < arctg(2,7)+% < Z+14+2 = L(87+3) < £(8-3,15+3) = 1(8-1,05+1) = %

Teraz wykazemy, ze g > 2.* Skorzystamy z wzoru

. . . sinx cosy siny cos x
oz +y) = sin(z + ) _ SINxCOSY +SINYCOST  cosx cosy + cosy cosz __ 8T +1t8Y
cos(x COS T oSy — sin x sin coswcosy _ sinwsiny 1—tgatgy
( +y) y y COS T COS Yy COS T COS Yy g gy

Poniewaz ¢ < 0,7 i dla > 0 zachodzi nieréwnosé¢ f'(x) < 0, wiec
g = f(g) = arctg(2 + g) + arctg(2 — §) > arctg(2 + 0,7) + arctg(2 — 0,7),
zatem wystarczy udowodnié, ze arctg(2+ 0,7) + arctg(2 — 0,7) > 2. Mamy
tg (arctg(2 4 0,7) 4 arctg(2 — 0,7)) = ‘&lrcts ffé?%fg‘“tg 13) _ 21z—§15i”> = — g% L~ —1,5936.
Stad, z definicji funkcji arctg i okresowosci tangensa (z okresem 7 ) wynika nastepujaca réwnosé:

arctg(2 +0,7) + arctg(2 — 0,7) = arctg(—5+;) + 7. Wobec tego

1)+ =f(0.7) < f(9) =

2 < 21 = —3m+ 7w = arctg(—V/3) + 7 < arctg(—
Udowodnilismy, ze g = f(g) > 2.
Dodajmy, ze g = f(g) =~ 2,1329, wiec wartos¢ ta jest tylko troszeczke wigksza od 2, co zmusza
2

do w miare doktadnego szacowania liczby g. 7 kolei $m & 2,0944, wiec réznica miedzy naszym

przyblizeniem tej granicy i nia sama jest mniejsza niz 0,04 .

Uwaga. Nieréwno$é¢ e* > 1+ + %xz + %x?’ mozna uzasadni¢ inaczej i uzyskaé¢ wiecej. Niech

fal@)=e"— (1+z+ 52> + 323 + ...+ La™) dla n=1,2,3,.... Zachodzi réwnosé

fl(x) =e€" (1+I+ ,x + ,a: +. +ﬁx”_1> = fn_1(z).

Poniewaz fi(z) = fi(x) = e* — (1 +x) > 0 dla x > 0, wiec funkcja fo jest SciSle rosnaca na
péiprostej [0,00). Wynika stad, ze jesli > 0, to fa(x) > f2(0) = 0, zatem fi(x) = fa(xz) > 0
Wynika stad, ze funkcja f3 jest $cisle rosnaca na pélprostej [0,00) i wobec tego f3(z) > f3(0) =0
dla x > 0. Wynika stad, ze funkcja f4 jest Scisle rosnaca itd. Kontynuacja postepowania prowadzi
do wniosku: dla kazdej liczby x > 0 i kazdego naturalnego n zachodzi nieréwnosé f,(z) > 0. To

rozumowanie pojawilo sie na wykladzie 10 grudnia 2012 r. ®

* Tego wcale nie planowalem, poréwnanie tej granicy z liczba 2 jest moim zadaniem za trudne na kolokwium,
ale nacisnglem sasiedni klawisz i nie zauwazylem, co si¢ stalo.



