
Matematyka A, kolokwium, 31 października 2012, 18:05 – 19:55

Rozwia
֒
zanie zadania 5. napisa l mgr Micha l Przyby lek

1. (2 pt.) Obliczyć obje֒tość czworościanu, którego wierzcho lkami sa֒ punkty:

O = (0, 0, 0) , A = (1, 2, 2) , B = (6, 4,−2) oraz C = (6, 11,−6) .

Rozwia֒zanie. Obje֒tość równoleg lościanu rozpie֒tego przez wektory
−→
OA= [1, 2, 2] ,

−−→
OB=[6, 4,−2] i

−−→
OC = [6, 11,−6] , to wartość bezwzgle֒dna wyznacznika
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= 2(4 · 18− 7 · 1) = 130 . Obje֒tość czworościanu to jedna trzecia

iloczynu pola podstawy przez wysokość, czworościan i równoleg lościan maja֒ taka֒ sama֒ wysokość

(to odleg lość punktu A od p laszczyzny OBC ), a pole podstawy czworościanu, czyli trójka֒ta OBC

to po lowa pola równoleg loboku rozpie֒tego przez wektory
−−→
OB i

−−→
OC , czyli po lowa pola podstawy

równoleg lościanu rozpie֒tego przez wektory
−→
OA ,

−−→
OB i

−−→
OC , zatem obje֒tość czworościanu jest 6 razy

mniejsza od obje֒tości równoleg lościanu, wie֒c jest równa 130
6 = 65

3 .
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(3 pt.) Znaleźć
−−→
AB ×−→AC . Obliczyć pole trójka֒ta ABC .

Rozwia֒zanie. Mamy
−−→
AB = [5, 2,−4]

−→
AC = [5, 9,−8] , wie֒c

−−→
AB ×−→AC =

=
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= [20, 20, 35] . Sta֒d

wynika, że pole równoleg loboku rozpie֒tego przez wektory
−−→
AB i

−→
AC jest równe

√
202 + 202 + 372 =

5
√

42 + 42 + 72 = 5 · 9 = 45 , a pole trójka֒ta ABC to po lowa pola tego równoleg loboku, czyli 45
2 .

(1 pt.) Obliczyć odleg lość punktu C od prostej AB .

Rozwia֒zanie. Ta odleg lość to wysokość hC trójka֒ta ABC zaczynaja֒ca sie֒ w wierzcho lku C .

D lugość odcinka AB to
√

52 + 22 + (−4)2 =
√

45 = 3
√

5 , zatem zachodzi równość

hC = dwa razy pole
d lugość podstawy

= 45
3
√

5
= 3
√

5

(2 pt.) Znaleźć punkt X , który dzieli odcinek AB w stosunku 2 : 3 , tzn. AX
XB

= 2
3

.

Rozwia֒zanie. X = A+ 2
2+3

(B−A) = 3
5
A+ 2

5
B = 1

5
((3, 6, 6)+(12, 8,−4)) = 1

5
(15, 14, 2) =

(

3, 14
5
, 2

5

)

.

(2 pt.) Znaleźć stosunek obje֒tości czworościanu OAXC do obje֒tości czworościanu OABC .

Rozwia֒zanie. Wysokości obu czworościanów z wierzcho lka C sa֒ równe, bo przeciwleg le temu wierz-

cho lkowi ściany leża֒ w tej samej p laszczyźnie. Sta֒d wynika, że stosunek obje֒tości jest równy sto-

sunkowi pól podstaw, czyli trójka֒tów OAX i OAB . Taki sam argument przekonuje nas o tym, że

stosunek tych pó l to stosunek d lugości odcinków AX i AB , czyli 2
5 .
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2. (3 pt.) Podać definicje֒ sinusa dowolnego ka֒ta t > 0 .

Rozwia֒zanie. Ka֒t t umieszczamy na p laszczyźnie tak, aby jego wierzcho lkiem by l punkt 0 = (0, 0),

a pierwszym ramieniem — dodatnia pó loś OX , czyli pó lprosta z lożona z punktów postaci (x, 0) ,

x ≥ 0 . Sinusem ka֒ta t > 0 nazywamy druga֒ wspó lrze֒dna֒ punktu, w którym drugie ramie֒ ka֒ta t

przecina okra֒g jednostkowy.

(3 pt.) Znaleźć kosinus ka֒ta α mie֒dzy wektorami [2, 3,−6] i [2,−1, 2] .

Rozwia֒zanie. D lugości tych wektorów sa֒ odpowiednio równe
√

22 + 32 + (−6)2 = 7 oraz

√

22 + (−1)2 + 22 = 3 . Wobec tego cosα = 2·2+3·(−1)+(−6)·2
7·3 = − 11

21 < −
1
2 = cos 120◦ .

(1 pt.) Wykazać, że jeśli liczba a jest miara֒ ka֒ta α w stopniach, to a > 120◦

Rozwia֒zanie. Wynika to sta֒d, że na przedziale [0◦, 180◦] kosinus maleje wraz ze wzrostem ka֒ta

i nierówności cos a < cos 120◦ (por. poprzedni punkt tego zadania).

(3 pt.) Znaleźć sinα . Wykazać, że sinα < sin α2 .

Rozwia֒zanie. Ponieważ 0 < α < π , wie֒c sinα > 0 . Sta֒d i z „jedynki trygonometrycznej” wynika

wie֒c równość sinα =
√

1− (− 11
21 )2 =

√

(1− 11
21 )(1 + 11

21 ) = 1
21

√
10 · 32 = 8

21

√
5 . Ponieważ α > 2π

3 a

sinus maleje ze wzrostem ka֒ta na przedziale
[

π
2 ,

3π
3

]

, wie֒c sinα < sin 2π
3 . Ponieważ 1

2( 2π
3 + π3 ) = π

2 ,

wie֒c sin 2π
3 = sin π3 — punkty (cos 2π

3 , sin
2π
3 ) i (cos π3 , sin

π
3 ) sa֒ symetryczne wzgle֒dem osi OY .

Z nierówności 2π
3 < α < π , wynika, że π

3 <
α
2 <

π
2 , a z niej nierówność sin π3 < sin α2 , zatem

sinα < sin 2π
3

= sin π
3
< sin α

2
.

3. (4 pt.) Podać definicje֒ logarytmu liczby t przy podstawie p . Jakie liczby wolno logarytmo-

wać i przy jakich podstawach?

Rozwia֒zanie. Logarytmem liczby t > 0 przy podstawie p > 0 , p 6= 1 nazywamy taka֒ liczbe֒ ℓ , że

spe lniona jest równość t = pℓ .

(6 pt.) Wykazać, że: 1
2

+ 2 log 2 + 3
4

log 81 < 3 log 7 < 3 log 3 + 7 log 2− 1 .

Rozwia֒zanie. Logarytm przy podstawie 10 , wie֒c wie֒kszej od 1 , jest funkcja֒ ścísle rosna֒ca֒, wie֒c

nierównośc podwójna jest równoważna takiej:

10
1

2
+2 log 2+ 3

4
log 81 < 103 log 7 < 103 log 3+7 log 2−1 .

czyli nierówności:
√

10 · 4 · 27 =
√

10 · 22 · 813/4 < 73 < 33 · 27 · 1
10 = 27 · 128 · 1

10 .

Mamy
(

73
)2

= 3432 > 342 · 344 = (2 · 32 · 19) · (23 · 43) = 24 · 32 · (18 + 1) · (42 + 1) =

= 24 · 32 · (18 · 42 + 18 + 42 + 1) = 24 · 32 · (18 · 42 + 18 + 2 · 18 + 4 + 1) > 24 · 32 · 18 · 45 = 10 · 24 · 36 ,

wie֒c 73 >
√

10 · 22 · 33 . Udowodniona zosta la lewa nierówność.

Oczywíscie można też by lo przemnożyć 10 · 42 · 272 = 116 640 i stwierdzić, że jest to liczba mniejsza

od 3432 = 117 649 — co kto lubi.

Trzeba teraz zaja֒ć sie֒ prawa֒ nierównościa֒, ale tu nic ciekawego do powiedzenia nie mam: 33 · 27 =

63 · 24 = 216 · 16 = 3200 + 162 = 3200 + 256 = 3456 > 3430 = 73 · 10 .

4. (5 pt.) Znaleźć granice֒ lim
n→∞

n
√
n2012+1,01n+n2·0,99n

1000
√
n+5·1,01n+55·1,001n

·
(
√

n+ 10
√
n−
√

n+ 31
)

.

Rozwia֒zanie. Mamy lim
n→∞

n

√
n2012 = lim

n→∞
( n
√
n)

2102
=
(

lim
n→∞

n

√
n
)2102

= 12012 = 1, bowiem

lim
n→∞

n

√
n = 1 , co zosta lo udowodnione na wyk ladzie, skorzysta lem też z twierdzenia o granicy ilo-

czynu. Sta֒d, z twierdzenia o granicy ilorazu oraz z równości lim
n→∞

1,01n = +∞ wynika, że
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lim
n→∞

n
√
n2012

1,01n = 1
+∞ = 0 . Mamy też

lim
n→∞

n2·0,99n

1,01n = lim
n→∞

n2
(

99
101

)n
=

(

lim
n→∞

n
(
√

99
101

)n
)2

= 02 = 0 ,

bo — jak udowodni lem na wyk ladzie — lim
n→∞

nqn = 0 dla każdej liczby q ∈ (−1, 1) , w rozpatrywa-

nym przypadku q =
√

99
101 . Podobnie uzasadniamy równości

lim
n→∞

1000
√
n

1,01n
= 0 oraz lim

n→∞
55 1,001n

1,01n
= 0 .

Wynika sta֒d, że

lim
n→∞

n

√
n2012 + 1, 01n + n2 · 0,99n

1000
√
n+ 5 · 1,01n + 55 · 1,001n

= lim
n→∞

n
√
n2012

1,01n
+ 1 + n2·0,99n

1,01n

1000
√
n

1,01n
+ 5 + 55 · 1,001n

1,01n

=
1

5
.

Mamy też lim
n→∞

√

n+ 10
√
n −
√
n+ 31 = lim

n→∞

(√
n+10

√
n
)

2

−(
√
n+31 )

2

√
n+10

√
n+
√
n+31

= lim
n→∞

n+10
√
n−(n+31)√

n+10
√
n+
√
n+31

=

= lim
n→∞

10
√
n−31√

n+10
√
n+
√
n+31

= lim
n→∞

10− 31√
n

√

1+ 10
√

n

+
√

1+ 31
n

= 10
2

=5, zatem szukana֒ granica֒ jest 1
5
· 5 = 1 .

(1 pt.) Narysować trójka֒t równoboczny i jego wysokość. Wyrazić w radianach ka֒ty wid-

nieja֒ce na zrobionym przez siebie rysunku.

Rozwia֒zanie.

π

3

π

3

π

6

π

6

π

2

π

2

11

1

2

1

2

√

3

2

Zaznaczy lem też d lugości

różnych odcinków, co po-

zwala zainteresowanym na

znalezienie liczb:

sin π6 , tg π3 itp.

(2 pt.) Czy istnieje taka liczba k ∈ N , że jeśli n > k , to
√

n+ 10
√
n−
√

n+ 31 > 1
sin2 π

6

?

Rozwia֒zanie. Mamy sin π
6

= 1
2

, wie֒c 1
sin2 π

6

= 4 < 5 = lim
n→∞

√

n+ 10
√
n −
√

n+ 31 . Z definicji

granicy cia֒gu wnioskujemy, że istnieje taka liczba k ∈ N , że dla każdej liczby naturalnej n > k za-

chodzi nierówność
∣

∣

∣

√

n+ 10
√
n−
√

n+31− 5
∣

∣

∣
< 1 i wobec tego

√

n+ 10
√
n−
√

n+31 > 5−1 = 4 .

(2 pt.) Czy istnieje taka liczba k ∈ N , że jeśli n > k , to
√

n+ 10
√
n−
√

n+ 31 > 3 tg π3 ?

Rozwia֒zanie. Z równości tg π3 =
√

3 wynika, że 3 tg π3 = 3
√

3 , a ponieważ zachodzi nierówność

(

3
√

3
)2

= 27 > 25 = 52 , wie֒c 3
√

3 > 5 , czyli ε := 3
√

3 − 5 > 0 . Z definicji granicy wynika wie֒c

istnienie takiej liczby naturalnej nε , że dla każdej liczby naturalnej n > nε zachodzi nierówność

3



∣

∣

∣

√

n+ 10
√
n−
√

n+ 31− 5
∣

∣

∣
< nε , zatem również

√

n+ 10
√
n−
√

n+ 31 < 5 +nε = 3
√

3 . Wobec

tego liczba k nie istnieje: od pewnego momentu zachodzi nierówność przeciwna do znajduja֒cej sie֒

w treści zadania.

5. (2 pt.) Niech an = 1
2n + 1

2n+1 + 1
2n+2 + · · ·+ 1

3n−1 dla n = 4, 5, 6 . . . . Obliczyć a4 , a5 i a6 .

Rozwia֒zanie. Obliczamy a4, a5, a6 . Ale najpierw zastanawiamy sie֒ ile sk ladników znajduje sie֒ w

sumie an — pierwszy sk ladnik to 2n , a ostatni to 3n− 1 sta֒d sk ladników mamy

3n− 1− 2n = n− 1 plus jeden,

bo wliczamy oba końce przedzia lu. Czyli sk ladników mamy n . Teraz wypisujemy a4, a5, a6 :

a4 = 1
8 + 1

9 + 1
10 + 1

11 ,

a5 = 1
10 + 1

11 + 1
12 + 1

13 + 1
14 ,

a6 = 1
12 + 1

13 + 1
14 + 1

15 + 1
16 + 1

17 .

Kończymy nie widza֒c zbyt g le֒bokiego sensu dalszego przekszta lcania tych wyrażeń.

(3 pt.) Dla jakich liczb naturalnych n ≥ 4 zachodzi nierówność an > an+1 , a dla jakich

nierówność an ≤ an+1?

Rozwia֒zanie. Kolejne polecenie jest pytaniem o monotoniczność cia֒gu an , oczywíscie dla tych n ,

dla których cia֒g zosta l zdefiniowany. Mamy

an+1 = 1
2(n+1) + 1

2(n+1)+1 + 1
2(n+1)+2 + . . . + 1

3(n+1)−1 = 1
2n+2 + 1

2n+3 + 1
2n+4 + . . . + 1

3n+2 .

Odejmuja֒c an+1 od an dostajemy:
(

1
2n + 1

2n+1

)

−
(

1
3n + 1

3n+1 + 1
3n+2

)

.

Chcemy zbadać nierówność:
(

1
2n + 1

2n+1

)

−
(

1
3n + 1

3n+1 + 1
3n+2

)

> 0 czy też równoważnie:

1
2n + 1

2n+1 >
1

3n + 1
3n+1 + 1

3n+2 .

Sk ladnik 1
2n+1 sprawia, że lewa strona jest troche֒ mniejsza niż 1

n . Niestety prawa też jest nieco

mniejsza od 1
n , bo 1

3n >
1

3n+1 >
1

3n+2 i 3 1
3n = 1

n . Sensowne za to wydaje sie֒ przeszacowanie

środkowego sk ladnika po prawej stronie średnia֒ skrajnych — wystarczy uświadomić sobie, że: 1
2 ·

1
x−1

+ 1
2
· 1
x+1

= x
x2−1

= 1
x− 1

x

> 1
x

, o ile x > 1 , czyli gdy x − 1
x
> 0 (podstawilísmy x = 1

3n+1
).

Wystarczy zatem udowodnić nierówność:

1
2n

+ 1
2n+1

> 3
2

(

1
3n

+ 1
3n+2

)

= 1
2n

+ 1
2n+1 1

3

,

która jest spe lniona, bo 2n+ 1 > 2n+ 1 1
3

. Wobec tego cia֒g (an) jest monotonicznie maleja֒cy.

Można posta֒pić standardowo, czyli sprowadzić ca ly u lamek „na jedna֒ kreske֒” u lamkowa֒:

1
2n
− 1

3n
+ 1

2n+1
− 1

3n+1
− 1

3n+2
= 1

6n
+ (3n+1)(3n+2)−(2n+1)(3n+1+3n+2)

(2n+1)(3n+1)(3n+2)
=

= 1
6n

+ 9n2+9n+2−(12n2+12n+3)
(2n+1)(9n2+9n+2)

= 1
6n
− 3n2+3n+1

18n3+27n2+13n+2
= 9n2+7n+2

6n(18n3+27n2+13n+2)

po czym „rozwia֒zać” nierówność:

9n2+7n+2
6n(18n3+27n2+13n+2)

> 0 ,

która jest spe lniona dla każdej liczby naturalnej n . Ale tego, niestety, nie uda lo sie֒ poprawnie zrobić

żadnemu studentowi podczas kolokwium.

(2 pt.) Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n ≥ 4 zachodzi nierówność 1
2 > an >

1
3 .

Rozwia֒zanie. Mamy teraz udowodnić, że dla każdego n ≥ 4 zachodzi nierówność:

1
2 > an >

1

3
.
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Ponieważ cia֒g jest, jak to udowodnilísmy wcześniej, maleja֒cy, wie֒c
1
2
> a4 > a5 > a6 > . . . ,

a sta֒d wynika natychmiast, że 1
2 > lim

n→∞
an .

Najmniejszym sk ladnikiem sumy: 1
2n + 1

2n+1 + 1
2n+2 + . . .+ 1

3n−1 jest jej ostatni wyraz, 1
3n−1 .

Wobec tego an > n · 1
3n−1 =

1

3− 1
n

> 1
3 .

(3 pt.) Wykazać, że 1
2
> lim
n→∞
an >

1
3

.

Można próbować oszacowania sk ladników wyrazu cia֒gu. Niestety szacowanie każdego sk ladnika an

przez najmniejszy z nich, czyli przez 1
3n−1

jest zbyt niedok ladne, aby otrzymać ostre szacowanie

granicy lim
n→∞
an z do lu. Można jednak można rozdzielić sume֒ a2n na dwie po lówki:

a4n =

(

1

4n
+ . . . +

1

5n− 1

)

+

(

1

5n
+ . . . +

1

6n− 1

)

Obie sumy szacujemy z do lu przez najmniejsze elementy pomnożone przez ich liczbe֒. Otrzymujemy:

a2n =
(

1
4n

+ . . . + 1
5n−1

)

+
(

1
5n

+ . . .+ 1
6n−1

)

> n
5n−1

+ n
6n−1

−−−−→
n→∞

1
5

+ 1
6
> 1

3
.

Wobec tego lim
n→∞
a2n >

1
3

, a ponieważ lim
n→∞
an = lim

n→∞
a2n , wie֒c lim

n→∞
an >

1
3

.

Uwaga. Gdybyśmy wiedzieli wie֒cej, moglibyśmy uzyskać nierówność lim
n→∞
an >

1
3

nieco inaczej.

Z wyk ladu wiadomo, że : x
1+x ≤ ln(1 + x) ≤ x dla x > −1 . Sta֒d wynika, że

1

n+ 1
=

1
n

1 + 1
n

≤ ln(1 +
1

n
) ≤ 1

n
.

Rozważmy dwa cia֒gi o wyrazach

bn = 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n
− ln(n + 1) i cn = 1 + 1

2
+ 1

3
+ · · · + 1

n
+ 1
n+1
− ln(n + 1) Ponieważ

lim
n→∞

(cn−bn) = lim
n→∞

1
n+1

= 0 , wie֒c jeśli jeden z nich ma granice֒, to drugi też i to taka֒ sama֒. Mamy

bn+1 − bn = 1
n+1
− ln(n+ 2) + ln(n+ 1) = 1

n+1
− ln n+2

n+1
= 1
n+1
− ln(1 + 1

n+1
) > 0 ,

zatem cia֒g (bn) jest ścísle rosna֒cy. Ma wie֒c granice֒, być może równa֒ +∞ . Podobnie

cn+1 − cn = 1
n+2 − ln(n+ 2) + ln(n+ 1) = 1

n+2 − ln(1 + 1
n+1 ) < 0 ,

wie֒c cia֒g (cn) maleje, ma zatem granice֒ skończona֒ albo równa֒ −∞ . Sta֒d wynika, że wspólna֒ granica֒

cia֒gów (bn) i (cn) jest liczba rzeczywista (zwana sta la֒ Eulera). Niech γ = lim
n→∞
bn = lim

n→∞
cn . Mamy

lim
n→∞

(

1
2n + 1

2n+1 + · · · + 1
3n−1

)

= lim
n→∞

(

b3n−1 + ln(3n)− b2n−1 + ln(2n)
)

=

= lim
n→∞

(

b3n−1 − b2n−1 + ln( 3n
2n )
)

= γ − γ + ln 3
2 = ln 3

2 = ln(1 + 1
2 ) > 1

3 .

Wobec tego wszystkie wyrazy cia֒gumaleja֒cego (an) sa֒ wie֒ksze od 1
3 Udowodnilísmy w ten sposób

nieco inaczej zarówno istninie granicy jak i nierówność. Trudno jednak oczekiwać by student, który

nigdy nie widzia l nierówności wia֒ża֒cych sume֒ postaci 1 + 1
2 + 1

3 + ·+ 1
n z liczba֒ lnn wpad l na taki

pomys l w czasie sprawdzianu. Pokazalísmy to rozumowanie, bo uważamy je za interesuja֒ce.
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