Matematyka A, kolokwium, 31 pazdziernika 2012, 18:05 — 19:55

Rozwigzanie zadania 5. napisal mgr Michal Przybylek
1. (2 pt.) Obliczy¢ objetosé czworoscianu, ktérego wierzchotkami sa punkty:
0=1(0,0,0, A=(1,2,2), B=(6,4,-2) oraz C =(6,11,—6).

Rozwigqzanie. Objeto$é réwnolegloscianu rozpietego przez wektory OA= [1,2,2], OB= 6,4,—2] i

1 2 2 1 2 2
oC = [6,11,—6], to warto$¢ bezwzgledna wyznacznika |6 4 —-2| = [0 -8 —14| =
6 11 —6 0 -1 -—18

= ‘ :? :ig‘ = (-1)(-2) ‘le 178 ‘ =2(4-18—=7-1) =130. Objetos¢ czworoscianu to jedna trzecia

iloczynu pola podstawy przez wysoko$é¢, czworoscian i rownoleglodcian maja taka sama wysokosé

(to odleglosé punktu A od plaszczyzny OBC'), a pole podstawy czworoscianu, czyli tréjkata OBC

to polowa pola réwnolegloboku rozpietego przez wektory OB i OC , czyli polowa pola podstawy

réwnoleglodcianu rozpietego przez wektory (ﬂ, OB i OC , zatem objetos¢ czworodcianu jest 6 razy
130 _ 65

mniejsza od objetosci réwnolegloscianu, wige jest réwna 5= = 3

(3 pt.) Znalezé AB x AC . Obliczyé pole tréjkata ABC..
Rozwiqzanie. Mamy AB = [5,2, —4] AC = [5,9,—8], wiec AB x AC =

sl Lol

wynika, ze pole réwnolegloboku rozpictego przez wektory AB i AC jest réwne /202 + 202 + 372 =

11 1 2
R

)

ol |

,—5(—4)‘ H = [20,20,35]. Stad

s . ’ < 4
5V42+ 42+ 72 =5-9 =45, a pole tréjkata ABC to polowa pola tego réwnolegloboku, czyli 4.

(1 pt.) Obliczy¢ odlegto$é punktu C' od prostej AB.
Rozwigzanie. Ta odlegltosé to wysokos¢ he trojkata ABC zaczynajaca sie w wierzchotku C'.
Diugoéé odcinka AB to /52 + 22 + (—4)2 = /45 = 31/5, zatem zachodzi réwnosé

— _dwarazy pole __ 45 _
he = dlugoé¢ podstawy ~— 35 3\/5

(2 pt.) Znalezé¢ punkt X, ktéry dzieli odcinek AB w stosunku 2 : 3, tzn. ‘)4(—); = %

Rozwigzanie. X = A—f—%g(B—A) =3A+2B = 1((3,6,6)+(12,8,—4)) = £(15,14,2) = (3,1, 2).
(2 pt.) Znalez¢ stosunek objetosci czworoscianu OAXC' do objetosci czworoscianu OABC'.

Rozwigzanie. Wysokosci obu czworosciandéw z wierzchotka C' sa réwne, bo przeciwlegte temu wierz-
chotkowi $ciany leza w tej samej plaszczyznie. Stad wynika, ze stosunek objetosci jest réwny sto-
sunkowi pol podstaw, czyli tréjkatow OAX i OAB. Taki sam argument przekonuje nas o tym, ze

stosunek tych pot to stosunek dlugosci odcinkéw AX i AB, czyli % .




2. (3 pt.) Poda¢ definicje sinusa dowolnego kata ¢ > 0.
Rozwigzanie. Kat t umieszczamy na plaszczyznie tak, aby jego wierzchotkiem byt punkt 0 = (0, 0),
a pierwszym ramieniem — dodatnia pélos OX , czyli pélprosta ztozona z punktéw postaci (z,0),
x > 0. Sinusem kata ¢ > 0 nazywamy druga wspélrzedna punktu, w ktérym drugie ramie kata ¢
przecina okrag jednostkowy.

(3 pt.) Znalezé kosinus kata a miedzy wektorami [2,3,—6] 1 [2,—1,2].

Rozwiqzanie. Dhigosci tych wektoréw sa odpowiednio réwne /22 + 32 + (—6)2 = 7 oraz

V22 4+ (—1)2 + 22 = 3. Wobec tego cosa = 2'2+3'(_7%+(_6)'2 =1 <—1=cos120°.

(1 pt.) Wykazaé, ze jedli liczba a jest miara kata o w stopniach, to a > 120°

Rozwigzanie. Wynika to stad, ze na przedziale [0°,180°] kosinus maleje wraz ze wzrostem kata
i nieréwnosci cosa < cos120° (por. poprzedni punkt tego zadania).

(3 pt.) Znalez¢ sina. Wykazaé, ze sina < sin § .
Rozwigzanie. Poniewaz 0 < o < m, wiec sina > 0. Stad i z ,,jedynki trygonometrycznej” wynika

wiec rownosé sina = /1 — —;— *\/ é%):%\/lo'SQ:%\/g.Poniewaza>%’r

: : : T 37 1/27 T _ T
sinus maleje ze wzrostem kata na przedziale [5 7] wiec sin v < sin 2% . Poniewaz 5(7 + 5) =3,
27 2T s :
wiec sin 2% = sinZ — punkty (cosZ,sin2F) i (cosZ,sin%) sa symetryczne wzgledem osi OY .
7 nieréwnosci %’T < a < m, wynika, ze § < § < % a z niej nieréwnos¢ sin § < sin g, zatem
21 P T QO
sin o < sin 3 = S5 < sln 5.

3. (4 pt.) Poda¢ definicje logarytmu liczby ¢ przy podstawie p. Jakie liczby wolno logarytmo-
wacé i przy jakich podstawach?
Rozwigzanie. Logarytmem liczby ¢ > 0 przy podstawie p > 0, p # 1 nazywamy taka liczbe ¢, ze
spelniona jest réwnosé¢ t = pt.
(6 pt.) Wykaza¢, ze: 4 +2log2+ 2log81 < 3log7 < 3log3 + Tlog2 — 1.
Rozwiqzanie. Logarytm przy podstawie 10, wiec wiekszej od 1, jest funkcja $cidle rosnaca, wiec
nieréwnosc podwdéjna jest rownowazna takiej:
103 t2log2+% log81 - {()3log7 - 1()3log3+7log2-1
czyli nieréwnosci:
V10-4-27=/10-22-813/* <73 <3%.27. &5 =27-128 - L

Mamy (73)2 = 3432 > 342 -344 = (2-3%2-19) - (2%-43) = 2*.32. (18 +1)- (42+ 1) =
=2%.32.(18-42+18+42+1)=2%-32. (18- 42+ 18 +2-18 +4+1) >2%.32.18-45=10-2%.35,
wiec 73 > 1/10- 22 - 33. Udowodniona zostala lewa nieréwnosé.

Oczywiscie mozna tez byto przemnozyé 10 - 42 - 27% = 116 640 i stwierdzié, Ze jest to liczba mniejsza
od 343% = 117649 — co kto lubi.

Trzeba teraz zajaé sie prawa nieréwnodcia, ale tu nic ciekawego do powiedzenia nie mam: 33 - 27 =
63 - 2* = 216 - 16 = 3200 + 162 = 3200 + 256 = 3456 > 3430 = 7% - 10.

4. (5 pt.) Znalez¢ granice hm YnZ 2 +1,01" 0 0,99 (\/n + 10y/n — \/n + 31) .

o0 10004/n45-1,01"+55-1,001™

2102
: . . . 2102 :
Rozwiagzanie. Mamy lim Vn2012 = lim (/n) ( lim {‘/ﬁ) =12012 =1, bowiem

n—o0 n—o0 n—o0

lim {/n =1, co zostalo udowodnione na wykladzie, skorzystatem tez z twierdzenia o granicy ilo-
n—oo

czynu. Stad, z twierdzenia o granicy ilorazu oraz z réwnosci lim 1,01 = 4oo wynika, ze
n—oo



/2012 1

2 n\ 2
. n%.0,09" o 2099\ _ [ 1 99 02 —
Jim = o ()" = (o (3)) =02 =0,
bo — jak udowodnilem na wyktadzie — lim ng™ = 0 dla kazdej liczby ¢ € (—1,1), w rozpatrywa-
nym przypadku ¢ = % . Podobnie uzasadniamy réwnosci
. vnoo_ : 1,001™ __
nlirrgo 1000 Torm = 0 oraz nh_)nolo 55 o = 0
Wynika stad, ze
n/ 5019 n2. n
f PEALO 02 099" e LS
n—oo 1000y/n + 5-1,01" + 55-1,001" n—oo 71?08%5 +54+55. 11:00011: 5
. . . (\/ n+10ﬁ)2—(\/ Tl+31 )2 . n+10\/ﬁ_(n+31)
n—00 N T neo n-+10y/n++/n+31 T nSo n-+10y/n++/n+31 o
Mamy tez lim +/n+ 10y/n —+v/n+31 = lim lim
10—3L
— lim 10y/n—31 v =42 =5, zatem szukana granica jest -5 =1.

= lim
n—oo \/n+10v/n+ynd3l  n—oo /1+I% 4+ /1430

(1 pt.) Narysowaé tréjkat réwnoboczny i jego wysokosé. Wyrazi¢ w radianach katy wid-
niejace na zrobionym przez siebie rysunku.

Rozwigzanie.

Zaznaczytem tez dlugosci
réznych odcinkéw, co po-
zwala zainteresowanym na
znalezienie liczb:

sin g, tg 5 itp.

[N B
[N B

Sin

(2 pt.) Czy istnieje taka liczba k € N, ze jesli n > k, to \/n +10yn — \/n +31> L

s
6

Rozwiqzanie. Mamy sin § = %, wiec —b= =4 <5 = lim /n+ 10y/n — \/n—i— 31. 7Z definicji

us
S g n—o00

granicy ciagu wnioskujemy, ze istnieje taka liczba k € N, ze dla kazdej liczby naturalnej n > k za-

chodzi nieréwnosé (\/n +10yn — \/n+31 . 5( < 1 iwobec tego \/n F 10—y /0431 >5-1=4.

(2 pt.) Czy istnieje taka liczba k € N, ze jesli n > k, to \/n +10yn — \/n +31>3tgT?
Rozwiqzanie. 7 réwnosci tg 5 = V3 wynika, ze 3tg 5 = 3v/3, a poniewaz zachodzi nieréwnosé

(3\/3)2 = 27 > 25 = 52, wiec 3v3 > 5, czyli € := 3v3 — 5 > 0. Z definicji granicy wynika wiec

istnienie takiej liczby naturalnej n., ze dla kazdej liczby naturalnej n > n. zachodzi nieréwnosé

3



‘\/n—i—lo\/ﬁ— \/n+31—5‘ < n., zatem réwniez \/n—i—lO\/ﬁ— n+31<5+n. =3v3. Wobec

tego liczba k nie istnieje: od pewnego momentu zachodzi nieréwnosé przeciwna do znajdujacej sie

w tresci zadania.

5. (2 pt.) Niech an:%—i—%l_s_l—l—ﬁ—i—---—i—gnl_l dla n =4,5,6.... Obliczy¢ a4, as i ag.

Rozwiqzanie. Obliczamy ay,as,ag. Ale najpierw zastanawiamy sie ile sktadnikéw znajduje sie w
sumie a, — pierwszy skladnik to 2n, a ostatni to 3n — 1 stad sktadnikéw mamy
3n—1—-2n=n—1 plus jeden,

bo wliczamy oba konce przedziatu. Czyli sktadnikéw mamy n. Teraz wypisujemy a4, as, ag :

a=3+3+%5+ 5

=ttt nt o

6=+ttt tst -

Konczymy nie widzac zbyt glebokiego sensu dalszego przeksztalcania tych wyrazen.

(3 pt.) Dla jakich liczb naturalnych n > 4 zachodzi nieré6wnosé¢ a,, > an,+1, a dla jakich
nieré6wnosé¢ a, < ap41?

Rozwigzanie. Kolejne polecenie jest pytaniem o monotonicznosé ciagu a, , oczywiscie dla tych n,

dla ktérych ciag zostal zdefiniowany. Mamy

— 1 1 1 1 _ _1 1 1 1
On+1 = 2(n+1) + 2(n+1)+1 + 2(n+1)+2 +... 3(n+1)—1 — 2n+2 + 2n+3 + 2n+4 +...t 3n+2 °

G : (2 1 1 1 1
OdeJmUJac An+1 od (07% dostaJemy. <% + 2n+1) — (% + 3ntl + m) .
Chcemy zbadaé nieréwnosé: (% + ﬁ) — (3% + ﬁ + ﬁ) > 0 czy tez réwnowaznie:

1 1 1 1 1
2 T Ikl 30 T 3akl T 3ng2e

Skladnik ﬁ sprawia, ze lewa strona jest troche mniejsza niz % Niestety prawa tez jest nieco
1 1 1

mniejsza od 1, bo L > e} o)
srodkowego sktadnika po prawej stronie srednia skrajnych — wystarczy uswiadomié sobie, ze:

. 1 1 . . .
> i 35, = ;. Sensowne za to wydaje sie przeszacowanie

1.
2

1 11 1 T . 1 1
It T T = =T > z.0ile x> 1, czyli gdy  — 3 > 0 (podstawilismy z = 5--5).

n’ 3n

Wystarczy zatem udowodnié¢ nieréwnosé:

L 1 3 (L 1 =1 1__
T ol ~ 2 <3n + 3n+2> = T 2n+11

ktora jest speliona, bo 2n+1 > 2n + 1% . Wobec tego ciag (a,) jest monotonicznie malejacy.

Mozna postapi¢ standardowo, czyli sprowadzié¢ caly utamek ,na jedna kreske” utamkowa.:

1 1 + i 1 1 _ 1 + (3n4+1)(3n+2)—(2n+1)(3n+14+3n+2)
2n 3n 2n+1 3n+1 3n+2 6n (2n+1)(3n+1)(3n+2) -

— 14 In®+9n+2—(12n°+12n+3) _ 1 3n243n+1 _ 924 7n42
~ 6n (2n+1)(9In?2+9n+2) ~ 6n 18n34+27Tn2+13n+2 ~ 6n(18n2+27n2+13n+2)

po czym ,rozwiazac¢” nieréwnosé:

I+ 7n+2 >0
6n(18n3+27n2+13n-+2) ’

ktora jest speliona dla kazdej liczby naturalnej n . Ale tego, niestety, nie udalo sie poprawnie zrobi¢
zadnemu studentowi podczas kolokwium.

(2 pt.) Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi nieréwnosé¢ 1 > a, >
Rozwigzanie. Mamy teraz udowodnié¢, ze dla kazdego n > 4 zachodzi nieréwnosé:

1 1
§>an>§.

4



Poniewaz ciag jest, jak to udowodniliSmy wczesniej, malejacy, wiec
i>a>a5>a6> ...,

a stad wynika natychmiast, ze % > lim a,.

n—oo
Najmniejszym sktadnikiem sumy: + 2n 11 373 2n =t T 3 — jest jej ostatni wyraz, Wl—l
Wobec t >n. e = 1 > 1
obec tego a, >n T3 173
n

L=

(3 pt.) Wykaza¢, ze 1 > lim a, >

Mozna probowaé oszacowania skladnikéw wyrazu ciagu. Niestety szacowanie kazdego sktadnika a,
przez najmniejszy z nich, czyli przez ﬁ jest zbyt niedokladne, aby otrzymaé ostre szacowanie

granicy lim a, z dolu. Mozna jednak mozna rozdzieli¢ sume as,, na dwie potéwki:
n—oo

LA T (RN
Aap = | — + ... — +...
4 An 5n — 1 5n 6n — 1

Obie sumy szacujemy z dotu przez najmniejsze elementy pomnozone przez ich liczbe. Otrzymujemy:

1 1

_(z 1
a2n—<R+"'+5n—1)+(%+"'+6n—1>>5nn—1+6nn—1 6>

=
[
Wl

n—oo

Wobec tego lim asgy, > , a poniewaz lim a, = hm asy , wiec  lim a, > %
n—oo

n—oo n— n—oo

Uwaga. Gdybyémy wiedzieli wiecej, moglibyémy uzyskaé¢ nieréwnosé nh—>H;o Gp > % nieco inaczej.

Z wykladu wiadomo, ze : t#= <In(1+z) <z dla > —1. Stad wynika, ze

1+

I
A\
I=3
=
+
S\LH
IN
S

Rozwazmy dwa ciagi o wyrazach

by =1+5+5+ - +5—-In(n+1)ic, =1+5+5+ - +++ 25 —In(n+ 1) Poniewaz

lim (¢, —b,) = lim ﬁ =0, wiec jedli jeden z nich ma granice, to drugi tez i to taka sama. Mamy

n—oo n—oo +

bn+1—bn:n ln(n+2)+ln(n+1)*?—ln215:n—_H—ln(1+—)>O

zatem ciag (by) jest Scisle rosnacy Ma wiec granice, by¢ moze rowna, +oo. Podobnie
Cntl — Cp = n+2 —In(n+2)+In(n+1) = n+2 —In(1+ n+1) <0,
wiec ciag (¢,,) maleje, ma zatem granice skoniczong albo réwna —oo . Stad wynika, ze wspdlna granica,

ciagéw (by) 1 (c,) jest liczba rzeczywista (zwana stala Eulera). Niech v = lim b, = lim ¢, . Mamy
n—oo

n— oo

lim (% + 2n1_~_1 + -+ 3n1_1) = nll_}n;o (bgn_l +In(3n) — byp—1 + ln(2n)) =

n—o0

= lim_ (b3n—1 —bon—1 +In(22)) =7 —7+mi=I3 =In(1+3)>1.

Wobec tego wszystkie wyrazy ciagu malejacego (a,) sa wieksze od % UdowodniliSmy w ten sposob
nieco inaczej zarowno istninie granicy jak i nieréwnos¢. Trudno jednak oczekiwaé by student, ktory
nigdy nie widziat nieréwnoéci wiazacych sume postaci 1 + % + % + -+ % z liczba Inn wpadl na taki

pomyst w czasie sprawdzianu. PokazaliSmy to rozumowanie, bo uwazamy je za interesujace.




